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7 学 概论 
An Introduction to Mechanics 
( 翻 至 版 . 原 书 第 2 版 ) 
和 丹尼尔， 元 莱 普 纳 (Daniel Kleppner) 
麻 省 理工 学 院 


( 关 ， 罗 伯 特 


机 械 工 业 出 版 社 


本 书 对 每 个 知识 点 的 介绍 都 深入 浅 出 ， 对 难点 的 处 理 更 是 一 唱 三 叹 ， 
曲 尽 其 意 。 与 国内 教材 相 比 ， 本 书 更 重视 物理 学 家 解决 实际 问题 的 方法 ， 
并 贯穿 全 书 ， 这 是 本 书 的 一 大 特色 。 本 书 所 选 题材 从 实际 应 用 到 物理 学 前 
沿 ,， 非 党 广泛。 全书 对 问题 难度 的 把 握 也 很 到 位 ， 开 始 时 比较 容易 ， 学 生 
很 快 可 以 上 手 ， 到 后 面 则 很 难 ， 跨 具 挑 战 性 。 本 书 对 纯 教 学 性 的 问题 也 能 
灵活 变通 ， 别 具 新 意 。 
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这 本 《力学 概论 》 源 于 腑 省 理工 学 院 针 对 希望 更 深入 了 解 
物理 的 大 一 新 生 而 开设 的 一 学 期 课程 一 一 物理 8.012。 在 本 书 
面世 后 的 四 十 多 年 中 ， 物 理 在 许多 方面 都 飞速 发 展 ， 但 力学 依 
” 然 是 惯性 、 动 量 和 能 量 这 些 概 念 的 基础 ; 作为 本 书 的 主 旋 
律 一 一 物理 学 家 解决 问题 的 娴熟 技巧 还 是 那么 宝贵 。 有 些 已 在 
工作 岗位 上 大 显 身 手 的 学 生 、MIT 的 教员 以 及 其 他 人 的 好 评 使 
作者 确信 ， 本 书 的 方法 是 非常 奏效 的 。 我 们 还 收 到 同事 的 很 多 
建议 ， 信 此 机 会 在 教材 中 整合 了 他 们 的 想法 ， 并 更 新 了 一 些 
讨论 。 

我 们 假定 读者 熟悉 关于 多 项 式 和 三 角 函 数 的 微 积分 知识 ， 
但 不 必 熟 悉 微 分 方程 。 我 们 觉得 大 多 数学 生 的 难处 不 在 于 理 
解数 学 概念 ， 而 在 于 如 何 将 它们 应 用 于 物理 问题 。 这 只 能 来 
目 练 习 ， 解 决 难题 没有 捷径 可 走 。 因 此 ， 解 题 放 在 了 优先 位 
置 。 我 们 提供 了 大 量 例题 用 来 指导 学 生 。 所 选 例题 尽 可 能 与 
有 趣 的 物理 现象 相关 ， 但 也 不 避讳 纯 教 学 的 问题 。 物 块 滑 下 
笠 面 是 一 个 刻板 的 典型 问题 ,但 是 大 让 和 斜面 加 速 ， 系 统 就 会 
别 具 新 意 。 

第 1 版 的 习题 曾经 激励 、 指 导 、 并 偶尔 “挫败 ”了 了 几 代 
物理 学 家 。 勇 于 解决 这 些 问 题 的 学 生 在 他 们 以 后 的 科学 生涯 
中 赢得 了 自信 。 第 1 版 的 大 多 数 问题 在 第 2 版 中 保留 了 下 来 ， 
并 增加 了 一 些 新 问题 。 我 们 始终 推 革 皮特 ' 海 因 的 格言 : 

值得 挑战 的 问题 ， 攻 坚 克 难 中 显 价 值 。 

除了 这 一 鼓励 ,我们 再 给 学 生 几 个 实用 的 建议 : 问题 是 
用 纸 和 笔 来 做 的 。 一 般 会 得 到 一 个 表达 式 : 需要 时 最 后 会 有 
数值 。 只 有 查看 表达 式 才能 确定 答案 是 否 合理 。 图 非常 有 用 。 
条 些 问 题 给 出 了 提示 和 答案 。 但 书 中 没有 解 题 过 程 ， 避 人 免 大 


家 在 思考 问题 时 抵挡 不 住 诱惑 ， 没 有 付出 最 大 努力 就 看 解答 。 


小 组 讨论 对 所 有 人 都 有 指导 性 。 

第 1 版 后 物理 学 的 两 个 单 命 性 进展 值得 一 担 。 一 是 1970 
年 发 现 了 ， 更 准确 地 说 是 再 发 现 了 混沌 ， 而 此 后 陆续 出 现 的 
混沌 理论 成 了 动力 学 的 一 个 活跃 分 文 。 由 于 在 有 限 的 篇 幅 里 


et 


nllly 


前 


了 趾 


不 能 说 清楚 混沌 ， 本 书 没 有 包含 它 。 男 外 ， 只 论证 开 普 勒 定 
律 的 惊人 准确 性 也 是 不 全 面 的 ， 实际 上 太阳 系 也 是 混沌 的 ， 
尽管 时 间 斥 度 太 大 不 便于 观测 ， 所 以 我 们 适当 地 介绍 了 混沌 
的 存在 性 。 二 是 计算 机 。 计 算 物 理 是 一 个 很 成 熟 的 分 支 ， 一 
定 程度 上 的 计算 机 技术 也 是 物理 学 家 的 必 备 工具 。 然 而 ， 我 
们 还 是 没有 包含 这 类 计算 问题 ， 因 为 它们 对 理解 本 书 的 概念 
不 是 必需 的 ， 且 相当 耗 时 。 

第 2 版 的 小 结 : 第 1 章 是 矢量 和 运动 学 的 数学 准备 。 矢 
量 表示 在 本 书 及 整个 物理 学 中 都 很 普遍 ， 所 以 我 们 解释 得 很 
详细 。 平 动用 熟悉 的 笛 卡 儿 坐 标 来 描述 很 自然 。 转 动 同 样 重 
要 ， 但 用 来 摘 述 它 的 坐标 几乎 是 完全 阳 生 的 ， 因 此 我 们 特别 
强化 了 运动 的 极 坐 标 描述 。 从 第 2 章 开 始 ， 我 们 引入 惯性 系 
这 一 重要 概念 来 介绍 牛顿 定律 。 和 牛顿 定律 的 介绍 分 为 两 部 分 ， 
第 一 部 分 (第 2 章 ) 讨论 原理 ,第 二 部 分 ( 踪 3 章 ) 致力 于 
介绍 这 些 原理 的 各 种 应 用 。 第 4 章 介 绍 动 量 、 动 量 通 量 和 动 
量 守恒 的 概念 。 第 5 章 介 绍 动能 、 势 能 和 能 量 守 恒 的 概念 ， 
其 中 包含 热 和 其 他 形式 的 能 量 。 第 6 章 将 前 面 的 知识 应 用 于 
力学 中 有 趣 的 现象 : 小 振动 、 稳 定性 、 耦 合 振子 和 简 正 模 ， 
以 及 碰撞 。 第 7 章 则 推广 到 转动 ， 介 绍 定 轴 转 动 ， 紧 接着 在 
第 8 章 介 绍 了 刚体 运动 更 一 般 的 情形 。 第 9 章 回 到 惯性 系 的 
主题 ， 着 重 强调 如 何 理解 非 惯 性 系 中 的 观测 。 第 10 章 和 11 
草 分 别 介绍 物理 学 中 有 广泛 兴趣 的 两 个 题目 : 有 心力 运动 和 
阻尼 与 受 迫 谐振 子 。 第 12~ 14 章 介 绍 非 牛 顿 物理 : 狭义 相 
对 论 。 

我 们 当初 开设 物理 8.012 课程 时 ，MIT 的 学 期 比 现在 长 ， 
所 以 如 今 课 上 时 间 通 稼 不 可 能 包含 本 书 所 有 材料 。 第 1~9 章 
是 本 书 的 核心 。 第 9~ 14 章 依 教师 的 兴趣 而 定 。 

我 们 感谢 多 年 来 MIT 的 同事 们 对 本 书 的 贡献 。 他 们 是 
R. Aggarwal, G.B.Benedek, A.Burgasser, S.Burles, D.Chakrabarty, 
L. Dreher, T.J.Greytak, H.T.Imai, H.J.Kendall (已 故 )， 
W. Ketterle, SS. Mochne, D.E.Pntchard, P. Rebusco, S. W. Stahler, 
J. W. Whitaker，F. A. Wilezek 和 M. Zwierlein。 我 们 还 要 特别 
感谢 P. Dourmashkin 的 帮助 。 


丹尼尔 * 克 莱 普 纳 
罗伯特 * 科 连 科 


本 版 《力学 概论 》 同 第 1 版 一 样 ， 是 为 一 学 期 的 课程 准 
备 的 ， 也 包含 了 十 四 章 ， 大 多 数 材 料 经 过 重 写 ， 有 两 章 是 新 
的 。 对 牛顿 定律 的 讨论 葛 定 了 全 书 的 基调 ,现在 则 分 为 两 草 。 
能 量 和 能 量 守 恒 的 讨论 同样 扩展 为 两 章 。 第 1 版 第 5 章 关 于 
和 拓 量 微 积分 的 介绍 则 被 略 去 ， 因 为 这 些 不 是 必需 的 ， 且 为 学 
生 带 来 数学 上 的 焦虑 ， 部 分 材料 包含 在 第 5 章 的 一 个 附录 中 。 

我 们 拓展 了 对 能 量 的 介绍 。 将 理想 气体 定律 与 动量 流 概 
念 联系 起 来 介绍 热 的 思想 。 同 时 ， 也 将 热 整 合 到 能 量 守 恒 原 
理 中 ， 并 展示 了 热 和 动能 的 基本 差别 。 在 应 用 方面 ,我们 介 
绍 了 国际 能 源 消 费 的 统计 ， 这 可 以 激发 学 生 思 考 物 理 在 社会 
中 的 作用 。 

其 他 实质 性 的 改变 是 重新 整理 了 相对 论 的 内 容 ， 更 重视 
时 空 的 描述 。 纵 观 全 书 ， 我 们 都 尝试 使 数学 更 平易 近 人 ， 在 
提供 数学 解 之 前 ， 先 从 物理 的 角度 解决 问题 。 为 外 ， 还 提供 
了 一 部 分 新 的 习题 。 

课程 的 节奏 大 概 是 一 章 一 周 。 前 九 革 对 况 定 力学 的 坚实 
基础 是 至 关 重 要 的 ; 余下 的 可 在 以 后 学 习 。 第 1 草 介 绍 大 量 
和 贯穿 全 书 的 运动 学 常识 。 学 生 在 学 习 后 面 的 章节 时 可 能 要 
经 常 回 到 第 1 章 。 

有 时 我 们 用 基于 物理 新 进展 的 例子 来 展示 概念 。 例 如 ， 
外 行星 、 原 子 的 激光 致 冷 、 太 阳 动 力 的 太阳 帆 和 在 银河 系 中 
心 绕 着 守 宙 黑洞 旋转 的 恒星 。 

在 MIT， 我们 会 定期 收 到 很 多 学 习 物 理 8.012 诛 程 的 学 
生 的 问题 。 我 们 发 现 ， 对 微 积 分 初步 的 小 测验 可 以 相当 准确 
地 预测 他 们 的 表现 。 男 外 一 个 极端 是 ， 选 修 物 理 8.012 的 个 
别 学 生 已 经 学 完了 AP 物理 课程 。 学 习 第 三 方 导论 性 物理 诛 


程 可 能 会 十 分 艰辛 ,但 据 我 们 所 知 ， 这 些 学 生 都 感到 这 么 做 . 


很 值得 。 
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1 矢量 与 运动 学 


1.1 简介 


力学 是 物理 的 核心 ; 它 的 概念 对 于 理解 我 们 周围 的 世界 
和 从 原子 到 宇宙 尺度 的 现象 都 是 基本 的 。 动 量 、 角 动量 和 外 
量 这 些 概念 实际 上 在 物理 的 每 个 领域 都 起 作用 。 本 书 的 目标 
就 是 帮 你 深入 理解 力学 原理 。 

我 们 先 讨论 矢量 和 运动 学 ， 而 不 是 一 头 扎 进 动力 学 中 ， 
这 样 我们 就 可 以 熟练 使 用 这 些 工具 来 讨论 物理 原理 。 为 避 
免 以 后 讨论 中 断 ， 我 们 现在 就 得 花 时 间 ， 以 确保 需要 它们 
时 就 能 用 。 


1.2 矢量 


矢量 题材 很 自然 地 体现 了 数学 在 物理 中 的 作用 。 和 采用 
矢量 符号 ， 物 理 定律 可 以 写 得 很 简洁 。 现 代 的 矢量 写法 是 
耶鲁 大 学 的 物理 学 家 Willard Gibbs 发 明 的 ， 主要 就 是 为 了 
简化 方程 的 形式 。 例 如 ,这 是 19 世纪 和 牛顿 第 二 定律 的 
号 法 : 
Fj)=maz 
,= y 
Ks = s 
采用 矢量 写法 ， 可 人 简写 成 
F=ma 
式 中 ， 黑 体 符号 和 a 表示 矢量 。 
引入 矢量 的 主要 动机 就 是 简化 方程 的 形式 。 然 而 ， 在 第 
14 章 我 们 将 会 看 到 ， 矢 量 有 更 深刻 的 含义 。 矢 量 与 对 称 的 基 
本 思想 密切 相关 ， 它 们 的 使 用 能 够 帮助 我 们 洞察 未 知 定 律 的 
可 能 形式 。 


1.2.1 矢量 定义 


数学 家 将 矢量 看 作 一 个 数组 ， 它 们 按 一 定 的 规则 随 坐 
标 系 的 变换 而 变化 。 对 我 们 来 说 ,一 个 几何 定义 实际 上 束 
足够 了 : 将 和 撩 量 看 作 一 个 有 方向 的 线段 。 我 们 用 一 个 箭头 


表示 一 个 矢量 ,显示 它 的 大 小 和 方向 。 矢 量 有 时 用 头 上 市 


1.3 矢量 代数 


箭头 的 字母 来 表示 ， 例 如 A， 但 是 我 们 将 用 黑体 字母 表示 
天 量 ， 比 如 4。 

为 描述 失 量 ， 我们 必须 确定 它 的 大 小 和 方向 。 除 非 男 有 
阅 明 ， 我 们 假定 平行 移动 不 会 改变 一 个 矢量 。 因 此 ， 图 中 的 
矢量 都 表示 相同 的 矢量 。 

如 果 两 个 矢量 有 相同 的 大 小 和 方向 ， 它 们 是 相等 的 。 矢 
量 B 和 C 是 相等 的 : 中 三 C 。 

矢量 的 大 小 用 外 加 竖 直 短线 表示 ， 不 引起 混淆 时 也 用 和 斜 
体 。 例 如， 矢量 A 的 大 小 可 写作 1A |， 或 简 记 为 A。 如 果 矢 
量 4 rok 则 |A | 二 A== V2 。 矢 量 可 以 有 物理 单位 ， 
例如 ， 距 离 、 速 度 、 加 速度 、 力 和 动量 ，。 

如 果 矢 量 的 长 度 是 一 个 单位 ， 我 们 就 称 它 为 单位 失 量 。 
一 个 单位 矢量 用 字母 上 加 一 个 脱 字 符号 来 表示 ; 与 A 平行 的 


单位 矢量 是 A。 它 满足 A 二 全 反 过 来 ,A 二 A A。 一 个 矢量 
的 物理 单位 由 它 的 大 小 携带 。 单 位 矢量 是 无 量 纲 的 。 


1.3 矢量 代数 


我 们 需要 对 矢量 进行 加 、 减 、 乘 以 及 相关 的 运算 。 我 们 
并 不 尝试 除法 运算 ,因为 没有 任何 必要 ,但 是 为 了 弥补 这 人 
缺憾 ,我 们 定义 两 种 特别 有 用 的 矢量 乘法 运算 。 这 里 给 出 基 
本 的 矢量 代数 的 一 个 小 结 。 


1.3. 1 标量 乘 天 量 


矢量 A 乘 以 一 个 简单 的 标量 ， 也 就 是 一 个 简单 的 数 b， 
会 得 到 一 个 新 的 和 失 量 C= 二 bh 。 如 果 45 二 0， 秋 量 C 与 A 平行， 
大 小 增 大 到 65 倍 。 因此, C=A, C=6bA， 

如 果 5 二 0， 和 矢量 C==bA 与 4 的 方向 相反 ( 反 平行 )， 大 
小 是 C= 15b1A， 


1.3.2 矢量 加 法 


两 个 天 量 的 加 法 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， 如 图 所 示 。 规 
则 束 是 ， 为 了 将 B 加 到 AA, 平移 B， 将 B 的 尾部 放 在 A 的 头 
部 。4 与 B 的 和 就 是 从 A 的 尾部 到 B 的 头 部 一 个 矢量 。 


-人 


1 矢量 与 运动 学 


1.3.3 和 天 量 减 法 


因为 A 一 B= 二 A 十 (一 B), 为 了 从 A 减 去 B， 我 们 可 以 将 
B 乘 以 一 1， 再 加 在 一 起 ， 如 图 所 示 。 


pr A-B 


一 个 等 效 的 得 到 A 一 B 的 办 法 就 是 将 B 的 头 部 放 在 A 
的 头 部 。 这样 A 一 B 就 是 从 A 的 尾部 连 到 B 的 尾部 ， 如 图 
所 示 。 


1.3.4 矢量 的 代数 性 质 


交换 律 A 十 B= 二 BB 十 A 
结合 律 对 二 (ATBITE 


c(dA)=(cd)A 
分 配 律 c(A 二 +B)=cA+eB 


(c+ad)A=cATdA 


A 4 
A+B B B Be 
B MD B 
B+A 
4 4A 


图 中 展示 了 交换 律 A 十 B= 二 B 十 A 的 几何 证 明 ; 试 着 证 明 
其 他 几 个 。 


1.4 矢量 乘法 


一 个 失 量 乘 以 另 一 个 矢量 可 以 产生 一 个 和 失 量 、 标 量 或 其 
他 的 量 。 选 择 权 在 我 们 。 两 种 类 型 的 矢量 乘法 在 物理 中 是 有 
用 的 。 


1.4 矢量 乘法 


1.4.1 标量 积 《〈 点 积 ) 


第 一 类 乘法 称 为 标量 积 ， 因 为 乘 的 结果 是 标量 。 标 量 积 
是 将 矢量 形成 标量 的 运算 。A 和 B 的 标量 积 记 作 A，B， 因 
此 称 为 点 积 。A，B ( 读 作 4 点 乘 有 ) 定义 为 
A.，»B==ABcosO 
这 里 9 是 A 和 B 的 尾部 连 在 一 起 时 两 者 的 夹 角 。 因 为 Bcos0 
是 B 沿 A 方向 的 投影 ， 所 以 
4 .有 一 A 乘 以 了 在 4 上 的 投影 
三 B 乘 以 A 在 B 上 的 投影 
注意 : A 。A 二 |4|:= 二 A?。 男 外 , 和 A。B= 一 B。A; 结果 与 顺 
序 无 关 。 我 们 说 ， 点 积 满足 交换 律 。 
如 果 4 或 下 是 堆 , 它 们 的 点 积 是 零 。 然 而 ， 因 为 
cosr/2 王 0， 两 个 非 堆 矢量 垂直 时 ， 它 们 的 点 积 也 为 零 。 
许多 三 角 学 基本 关系 可 从 矢量 的 性 质 导 出 。 这 里 给 出 一 
个 利用 点 积 证 明 余弦 定律 的 例子 。 


例 1.1 余弦 定律 
余弦 定律 把 三 角形 的 三 边 长 度 与 一 个 角 的 余弦 联系 起 
来 。 按 图 示 ， 余 弦 定 律 表示 为 
C2 王 上 “十 思 一 2ABcosy 
定律 可 用 三 角 或 几何 的 方法 来 证 明 ， 但 都 没有 拓 量 证 
明 方 法 简洁 ， 这 只 涉及 两 个 矢量 的 平方 和 
C=A+B 
C*C=(A++B). (A++B) 
=A，A+B。B+2(A，B) 
C= 二 A* 二 B: 十 2ABcos09 
看 出 cosg 一 一 cosb 就 完成 了 证 明 。 


例 1.2 功 和 点 积 
点 积 有 一 个 重要 的 物理 应 用 就 是 描述 力 所 做 的 功 。 你 可 


能 已 经 知道 ， 力 下 对 物体 所 做 的 功 WW 定 义 为 位 移 d 与 下 沿 位 


移 方向 分 量 的 积 。 如 果 力 与 位 移 的 夹 角 为 9， 如 图 所 示 ， 则 
W= (Fcos0)d 
如 果 力 和 位 移 都 写作 矢量 ， 则 
W=F »。d 


B 在 A4 上 的 投影 
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1.4.2 矢量 积 (又 积 ) 


物理 中 第 二 种 实用 的 乘法 是 和 天 量 积 ， 矢 量 4 和 B 相 乘 形 
成 矢量 C。 矢 量 积 的 运算 符号 是 一 个 又 字 ， 所 以 它 经 常 被 称 
作 又 积 : 

G=A XK 

和 失 量 积 比 标量 积 更 复杂 ， 我们 必须 确定 矢量 AXB ( 读 
作 有 A 叉 乘 B) 的 大 小 和 方向 。 大 小 定义 如 下 : 如 果 C= 二 A Xx 
B， 则 

C=ABsing 
这 里 9 为 4 和 B 尾 尾 相连 时 的 夹 角 。 


为 消除 不 定性 ，9 总 是 取 小 于 x 的 角度 。 即 使 没有 矢量 
为 零 ， 当 0=0 或 时 ， 即 矢量 平行 或 反 和 平行 时 ， 它 们 的 矢量 
积 也 为 去 。 对 任意 矢量 4 有 

壬 江 站 =0 

尾 尾 相 连 而 画 出 的 两 个 矢量 确定 一 个 平面 。 通 过 4 任意 
画 出 一 个 平面 ， 转 动 它 使 它 也 包含 B。 

我 们 使 C 的 方向 垂直 4 和 B 的 平面 A、B 和 C 三 个 矢 
量 满足 所 谓 的 右手 定 则 。 如 图 所 示 ， 想 象 一 个 A 和 B 位 于 x- 
y 平面 的 右手 坐标 系 。 


A 位 于 xz 轴 ,，B 靠近 y 轴 。 当 A、B 和 C 满足 右手 定 则 
时 ，C 就 沿 看 z 轴 正 癌 。 我 们 总 是 采用 图 示 的 右手 坐标 系 。 


1.4 矢量 乘法 


这 里 ， 了 还 有 另 一 个 确定 丸 积 方向 的 办 法 。 考 不 一 个 
轴 与 4 和 B 都 牌 直 的 右手 螺旋 。 如 果 我 们 沿 着 A 扫 到 B 
的 方向 转动 它 ，C 就 沿 着 螺旋 前 进 的 方向 。( 和 警告 : 确定 
没 使 用 左手 螺旋 。 幸 运 的 是 ， 这 样 的 反常 者 很 少见 ， 热 
水 龙头 就 是 其 中 之 一 。 木 材 上 最 常用 的 螺旋 钻 是 右 
于 的 。》 

义 积 定义 的 一 个 结论 是 BXA 二 一 AXB。 这 里 ， 乘法 的 
顺序 是 重要 的 。 矢 量 积 是 非 对 易 的 。 由 于 运算 顺序 相反 ， 符 
号 也 相反 ， 它 是 反对 易 的 。 


例 1.3 物理 中 矢量 积 的 例子 
一 疾 量 积 在 物理 中 有 大 量 应 用 。 例 如 ， 如 果 你 学 
过 带电 粒子 与 磁场 的 相互 作用 ， 就 知道 力 与 电荷 gq、 
磁场 B 和 粒子 速度 VV 成 正比 。 力 随 v 和 BB 的 夹 角 正 
弦 而 变化 ， 并重 直 于 v 和 B 确 定 的 平面 ， 沿 图 示 
方向 。 

所 有 这 些 都 可 以 包含 在 一 个 方程 里 

F=gvXB 

另 一 个 应 用 是 我 们 第 7 章 要 讲 的 力 答 的 定义 。 现 在 我 

们 只 是 顺便 提 一 下 力矩 的 定义 : 
一 广义 下 

式 中 ，r 为 计算 力 绑 时 力 的 作用 点 到 转轴 的 位 置 失 量 。 这 
个 定义 与 力矩 是 对 于 作用 力 产生 扭转 能 力 的 量度 这 一 获悉 
的 想法 是 一 致 的 。 注 意 : 与 了 平行 的 较 大 的 力 不 产 生 捏 转 ， 
只 起 拉动 作用 。 只 有 Fsin6， 力 径直 r 的 分 量 ,， 才 产生 
力矩 。 

想象 我 们 推 开花 园 门 ， 转 轴 是 通过 匀 链 的 竖 直 线 。 开 
门 时 ， 我 们 本 能 地 这 样 施 力 ， 使 玉 尽 量 与 + 垂直 以 便 力 天 
最 大 。 因 为 力 延 随 力 尽 而 增 大 ,我 们 尽 可 能 远离 轴线 ， 推 
门 的 边缘 。 

第 7 章 你 会 看 到 ，T 的 自然 方向 是 沿 着 力矩 所 产生 转 
动 的 转轴 方向 。 所 有 这 些 都 总 括 在 一 个 简单 方程 T 一 rX 
市 


(4 指 问 纸 里 面 ) 


俯视 图 
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例 1.4 面积 矢量 
我 们 可 利用 又 积 描述 面积 。 通 常人 们 以 为 面积 只 有 
大 小 。 然 而 ,物理 中 的 许多 应 用 都 需要 确定 面积 的 方位 。 
例如 ， 我 们 计算 水 流 中 通过 金属 国 的 流量 ， 显 然 ， 国 平 
面 与 水 流 垂直 或 平行 ， 结 果 会 大 不 相同 。( 如 果 平 行 ， 通 
过 轿 的 流量 为 零 。) 这 里 介绍 矢量 积 是 如 何 做 到 这 一 
点 的 。 

考虑 由 两 个 矢量 C 和 万 构成 的 四 边 形 的 面积 。 平行 四 
边 形 的 面积 A 是 A 二 底 X 高 二 CDsin0 二 |CXD|。 丸 积 的 
大 小 给 出 平行 四 边 形 的 面积 ， 但 是 我 们 怎么 指定 面积 的 方 
向 呢 ? 在 平行 四 边 形 的 平面 内 ， 我 们 可 以 画 出 无 数 个 指向 
任意 方位 的 矢量 ,但 是 没有 一 个 是 独特 的 。 唯 一 的 独特 方 
向 就 是 平面 的 法 向 ， 由 单位 矢量 让 确定 。 因 此 ,我们 用 失 
量 和 描述 与 i 平行 的 面积 。A 的 大 小 和 方向 可 由 又 积 和 = 
CXD 直接 给 出 。 还 有 一 点 模糊 性 ,让 可 以 指向 面积 的 两 
侧 。 我 们 也 可 以 按 规定 A 二 DXC= 一 CXD 来 确定 面积 ， 
只 要 保持 一 致 就 可 以 了 。 


1.5 天 量 的 分 量 


我 们 讨论 矢量 时 并 没有 引入 特别 的 坐标 系 ， 这 说 明了 矢 
量 为 什么 那么 有 用 ; 矢量 运算 的 定义 独立 于 任何 坐标 系 。 然 
而 ， 最 终 我 们 必须 将 我 们 的 结果 从 抽象 化 为 具体 ， 这 时 就 需 
要 在 一 个 坐标 系 中 操作 。 

代数 和 几何 的 结合 ， 即 所 谓 的 解析 几何 ， 是 在 许多 计算 
中 所 采用 的 一 个 强 有 力 的 工具 。 解 析 几 何 按 一 套 自 洽 的 程序 
利用 一 组 数 来 描述 几何 物体 ， 极 大 地 减轻 了 定量 计算 的 任务 。 
借助 它 ， 在 校 学 生 都 能 例 行 解决 曾经 困扰 希腊 几何 学 家 欧 几 
里 得 的 问题 。 解 析 几 何 是 一 个 完备 的 学 科 ， 是 由 17 世纪 上 半 
叶 法 国 数学 家 笛 卡 儿 和 费 马 独立 发 展 的 。 

为 简化 起 见 ， 我 们 先 限定 于 二 维系 统 ， 即 我 们 熟悉 的 二 
y 平面 。 图 中 在 zx-y 平面 画 了 一 个 矢量 

4 在 x 和 > 坐标 轴 上 的 投影 称 为 4 的 分 量 ， 分 别 是 A， 


1.5 矢量 的 分 量 

和 Ay 。4 的 大 小 为 A=VAz 十 Ay，4 的 方向 与 x 轴 的 夹 角 
0=arctan(A,/A:).。 

由 于 矢量 的 分 量 定义 了 一 个 矢量 ,我 们 可 以 通过 分 量 完 
全 确定 矢量 。 因 此 

半 三 (A Ay) 
或 更 一 般 的 三 维 情 形 ， 
A=(A. :Ay 全) 

自己 证 明 A 二 VAi 十 A 十 A?， 


如 果 两 个 和 失 量 相等 ，4 三 中， 在 同一 坐标 系 中 ， 它 们 的 相 
应 分 量 也 相等 。 


A;:=B, A,=B, A.=B. 
单一 的 矢量 方程 A 二 B 形式 上 代表 三 个 标量 方程 。 
天 量 A 的 含义 不 依赖 于 任何 坐标 系 。 然 而 , 4 的 分 量 依 
赖 所 采用 的 坐标 系 。 为 表明 这 一 点 ,在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 
画 出 矢量 A，。 
第 一 种 情况 : 
A 二 (A,0) (x,y 坐标 系 ) 
而 第 二 种 情况 : 
A 二 (0, 一 A) (zy 坐标 系 ) 
所 有 矢量 运算 都 可 以 写成 分 量 的 方程 。 例 如 ,标量 乘 矢 量 可 
写成 
tA= (eA eA,y reA.) 
失 量 加 法 的 规则 为 
ATB=A .B.A TB, A. +B., 
将 矢量 4 和 B 写成 沿 每 个 坐标 轴 的 矢量 和 ， 你 可 以 证 明 
A» B=AB: A.B TAB 


又 积 的 计算 推迟 到 下 一 节 。 
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例 1.5 矢量 代数 
令 
A (953—7) 
| rl YP 
计算 A 十 B、A 一 B、A、B、A。B 及 有 和 B 夹 角 的 余 
弦 值 。 
A 二 B=《(3 十 2;5 二 73 一 7 上 3B) 
=(5,.1237 6) 
a 
= C1 2 8 
A=y(3 二 52 二 72 


B=V(22+72 二 1]?) 
= 
A27. 35 

A。 B=3X2+5X7=7%Xq 
=34 
不 注 34 


cos(A,B)— HB ~ T1107 35) 


A0. 508 


例 1.6 构造 一 个 与 给 定 矢量 垂直 的 矢量 
问题 是 找到 一 个 位 于 x-y 平面 的 单位 矢量 ,使 其 与 和 
量 和 A 二 (3,5,1) 季 直 。 i 
位 于 x-y 平面 的 矢量 B 有 分 量 (B,，B,)。 为 了 使 B 重 
直 A, 必 须 有 A 。B=0; 
A .B=3B,+5B,=0 


因此 了 B ,一 一 二 B。。 万 又 是 单 往 关 量 ，8B2 十 B3 三 1。 合并 


5 
这 两 个 方程 得 到 
9 
2 2 一 
Bz +7eBz 
或 者 
2 
及， = 34 
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3 
时 -sb 
人 :于 0.515 


由 上 下 符号 给 出 了 两 个 解 ， 一 个 解 是 另 一 个 解 的 负 值 ， 因 
此 它们 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 


1.6 基 矢 量 


基 和 天 量 是 一 组 正 交 (相互 垂直 ) 的 单位 和 拓 量 ,每 个 表示 
一 个 维度 。 例 如 ， 对 于 我 们 所 熟悉 的 三 维 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 基 
矢量 沿 z、y 和 = 轴 。 我 们 将 用 i 表示 xz 单位 矢量 , 了 表示 》 
单位 矢量 ，K 表示 < 单位 矢量 (有 时 也 采用 符号 区 、》 各 )，。 
很 容易 证 明 ， 基 矢量 具有 如 下 性 质 : 
i 1 一 .了 一 上 .大 一 1 
i*» j=j* k=k*i=0 


二 
rp 
Rh 


如 图 所 示 ， 我 们 可 以 用 分 量 和 基 和 撩 量 表 示 任 意 的 三 维 

和 失 量 : 
A=Aji+A,j+A.k 
为 了 确定 矢量 沿 任意 方向 的 分 量 ， 取 矢量 与 该 方向 的 单位 矢 
量 的 点 积 。 例 如 ， 矢 量 4 的 < 分 量 为 
As=A*.k 

矢量 用 分 量 表 示 时 ， 基 矢量 在 推导 两 个 矢量 又 积 的 一 般 规 则 
时 特别 有 用 : 

AXB=(Aji+A,j+Ak)X(Bii+B,i+i+B.k) 
若 虑 第 一 项 : 

AixXB=A.B. (Xi)A BuIA DB. CxXk) 
(这 里 结合 律 成 立 。) 由 于 iXi=0, iXj=k, iXk= 一 j， 
我 们 得 到 


A.iXB=A,(B,k—B.j) 
同样 方法 可 用 于 y 和 xz 分 量 ， 

A,ijxXB=A,(B.i—B,k) 

AkXB=A.(B;j—B,i) 
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推导 这 些 关系 式 的 一 个 快捷 方法 是 ， 先 得 出 第 一 式 ， 通 过 循 
环 对 易 z,y,z 和 i,j,k (也 就 是 ，xz 一 y，y 悦 zx<，z 习 + 和 
一) ，j 一 k， ki)， 得 到 其 他 的 。 表 示 这 些 结果 有 一 个 简 
洁 的 方式 ， 将 基 矢 量 和 A 与 B 的 分 量 写成 行列 式 的 三 行 ， 如 
下 式 : 
i 大 
AXB=|A,. A, A; 
B。 B, B; 
~(A,B,.—A.B,)i—(A,.B.—A.B.,)ji 
+(A.B,—A,B.,)k 
例如 ， 如 果 A=i 十 3j 一 k，B= 二 4 十 j 十 3k， 则 


i j Kk 

AXBS=|Il 3 一 | 

41 3 
=10i—7j—11k 


1.7 位 置 矢量 r 和 位 移 


目前 我 们 只 是 抽象 地 讨论 了 矢量 。 然 而 ， 引 入 矢量 的 理 
由 是 ， 许 多 物理 量 ， 像 速度 、 力 、 动 量 、 引 力 场 和 电场 ， 用 
矢量 描述 更 为 方便 。 本 章 我 们 用 矢量 来 讨论 运动 学 ， 即 只 擂 
述 运动 ， 而 不 考虑 运动 的 原因 。 第 2 草 的 动力 学 将 会 考虑 运 
动 的 原因 。 

运动 学 的 大 部 分 是 几何 的 ， 很 适合 用 矢量 来 描述 。 矢 量 
的 第 一 个 应 用 是 在 熟悉 的 三 维 空 间 中 描述 位 置 和 运动 。 

为 确定 一 个 点 在 空间 的 位 置 ,我们 先 建 立 一 个 坐标 
系 。 为 了 方便 ， 我 们 选择 一 个 三 维 笛 卡 儿 坐标 系 ，xz、y 和 
z 轴 如 图 所 示 。 为 了 测量 位 置 ， 轴 上 必须 标 有 茶 个 方便 的 
长 度 单位 ， 比 如 ， 米 。 感 兴趣 的 点 的 位 置 由 三 个 坐标 值 
zl yi\z1I 给 定 ， 我 们 可 简 沪 地 将 其 写成 一 个 位 置 天 量 
(CEziyyliyzl)， 或 者 更 一 般 地 ，r(zyvyyz)。 后 一 表示 有 可 
能 引起 混乱 ， 因 为 我 们 通常 是 用 zy 来 标记 笛 卡 儿 坐 
标 系 的 轴 。 然 而 ，r(Czvy,z) 实 际 上 是 r (z- 轴 ， 轴 ，z- 
轴 ) 的 简写 。r 的 分 量 是 点 相对 特定 坐标 轴 的 坐标 。 

(zyyz) 这 三 个 数 并 不 表示 一 个 矢量 的 分 量 ， 根 据 我 们 
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先前 的 讨论 ， 它 们 只 确定 单独 一 点 的 位 置 ， 而 不 是 大 小 和 方 
问 。 与 其 他 物理 天 量 ， 如 力 和 速度 不 同 ，r 与 特定 的 坐标 系 
相关 。 

位 于 (zx，y，z) 的 任意 点 了 的 位 置 可 写 为 

r=(x ,yz)=zxi+yj +zk 

如 果 我 们 移动 点 x1、y1、x1 到 其 他 新 的 点 x2、y2 、z2， 位 
移 确 定 了 一 个 真正 的 矢量 S， 坐标 为 Si 二 x2 一 Xx1，S, 二 y? 
i 

S 是 一 个 从 初 态 位 置 到 末 态 位 置 的 矢量 一 一 它 确 定 了 感 
兴趣 点 的 位 移 。 然 而 需要 注意 的 是 ，S 并 不 包含 单独 初 末 态 
位 置 的 信息 一 一 只 与 每 总 的 相对 位 置 有 关 。 因 此 ，S. 二 zi1 一 
z2 依 赖 于 xz 坐标 初 末 值 的 差 ， 并 不 能 由 zs 或 zi 分别 确定 。 
所 以 S 是 一 个 真正 的 矢量 : 起 点 和 终点 的 坐标 值 依赖 坐标 
系 ， 但 是 $ 不 依赖 坐标 系 ， 如 图 所 示 。 


(X32 ,72,22) 
By (xX2,)2, 22) 


(x1 ,31 ,21) 
(xX1, 71, 21) 


我 们 的 位 移 矢 量 与 纯 数 学 矢量 的 不 同 之 处 在 于 ， 矢 量 通 
常 是 纯粹 的 量 ， 用 简单 的 数 来 描述 其 分 量 ， 然 而 $ 的 大 小 有 
物理 的 长 度 单位 。 我 们 遵循 矢量 的 单位 与 其 大 小 关联 的 惯例 ， 
而 相应 的 单位 矢量 是 无 量 纲 的 。 因 此 ,， 沿 工 方 回 8m 的 位 移 
ee=( mm 0, 0 S=8 mn $=5/5=1i, 


图 中 位 置 矢量 r 和 r 指示 了 空间 同一 点 的 位 置 ， 但 却 是 


在 不 同 坐标 系 中 画 出 的 。 用 R 表示 从 不 带 撤 坐标 系 的 原点 到 
带 撤 坐 标 系 的 原点 的 矢量 ， 则 有 关系 式 r= 二 R 十 r', 或 者 r= 
k—R. 


这 些 结果 显示 了 位 移 $S， 一 个 真正 的 矢量 ， 是 与 坐标 系 + 


(Xx1,31,21) 
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无 关 的 。 从 图 可 以 看 出 ， 
S A a 
二 (R 十 r;) 一 (R 十 r1) 


7 / 


i 


1.8 速度 和 加 速度 


1.8.1 一 维 运动 


为 了 更 好 地 利用 矢量 描述 三 维 空间 的 速度 和 加 速度 ， 先 
回顾 一 下 一 维 运 动 : 在 一 条 直线 上 的 运动 。 

用 zz 表示 沿 下 线 运 动 的 粒子 的 坐标 ， 测 量 采 用 某 些 方便 
的 单位 ， 例 如 米 。 假 定 我 们 有 位 置 对 时 间 的 连续 记录 。 

时 间 刀 和 1 之 间 的 粒子 的 平均 速度 定义 为 

Tt etl) 
Li2 一 上 | 

(我 们 采用 “一 ”来 表示 一 个 量 的 时 间 平 均值 。) 

盟 时 速度 是 时 间 间隔 趋 于 零 时 平均 速度 的 极限 ， 
CC 士 Ab) 一 (0) 


d= ]i 
Al 一 0 At 


我 们 定义 速度 时 所 引入 的 极限 就 是 微 积 分 里 导数 的 定义 。17 
世纪 下 半 叶 牛顿 发 明了 微 积分 ， 以 便 分 析 变 化 和 运动 ， 特 别 
是 行星 的 运动 ， 这 也 是 他 在 物理 中 的 最 伟大 的 成 就 之 一 。 我 
们 用 独立 发 明了 微 积分 的 莱 布 尼 效 所 采用 的 符号 ， 将 速度 


记 作 
_dz 
"g 
牛顿 的 记 法 是 
三 文 


式 中 ， 点 代表 d/ di: 。 遵 循 物理 中 常用 的 惯例 ， 我 们 只 用 牛顿 
的 记 法 来 表示 对 时 间 的 导数 。 函 数 f(x) 的 导数 也 写作 
f' (x)=df (xz)/dzr. 

类 似 地 ， 瞬 时 加 速度 a 是 


Ar At 
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利用 v= 二 dx /dt， 
dz 
dp” 
这 里 ，d*x/dt* 称 作 之 对 t 的 二 阶 导 数 。 
速率 的 概念 有 时 很 用。 速率 ; 就 是 速度 的 大 小 : 
s= |v | 


对 一 维 情形 ， 速 率 和 速度 的 含义 相同 。 
1.8.2 多 维 运动 


我 们 现在 的 任务 是 ， 利 用 矢量 表示 ， 将 速度 和 加 速度 的 
概念 推广 到 多 维 空间 。 考 虑 一 个 在 x-y 平面 内 运动 的 粒子 。 
随 看 时 间 的 进行 ， 粒 子 描绘 出 一 个 轨道 。 假 设 我 们 知道 粒子 
在 每 一 个 时 刻 的 坐标 。 粒 子 在 时 间 握 的 位 置 为 

F(t 天王 (rf) Y(t) 


a 三 六 


或 

让 人 ET 
式 中 ,zi 是 工 在 上 三 旺 时 的 值 ， 其 他 类 似 。 同 样 地 ， 在 时 间 
ti2 的 位 置 为 r(t2) 一 (zz2yy2)。 


1 时 刻 位 置 


和 时 刻 位 置 


粒子 在 时 刻 tj 和 ts 之 间 的 位 移 为 
Fie — PE) = (Ey wi YY 
我 们 将 此 推广 ， 考 虑 在 时 间 t 和 稍 后 的 时 间 t 十 At 的 位 置 。 
我 们 对 At 不 加 任何 限制 ， 大 小 随意 。 
粒子 在 时 间 间 隐 At 的 位 移 为 
Ar=r(s TA?)— rs) 
这 个 矢量 方程 等 效 于 两 个 标量 方程 : 
人 元 一 站 (十 六 1 一 到 人) 


Ay 一 yC 十 At) 一 y() 
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当 粒 子 沿 着 轨道 运动 时 ， 它 的 速度 为 
Ar 


v= lim 一 一 
At—0At 


_dr 
dt 


Ay 


y (1) 


这 等 效 于 两 个 标量 方程 : 
X(t) x(ttA?) : 衣 ~ 


ss Ee 
= lim At di 


0 dt 
很 容易 将 这 些 推广 到 三 维 情形 。 速 度 的 第 三 个 分 量 为 


wT—2( dz 
站 xz 一 lim 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 
Ai-0 At dt 


速度 的 矢量 定义 是 熟悉 的 直线 运动 的 一 个 直接 推广 。 矢 量 表 
示 可 以 让 我 们 只 用 一 个 方程 来 描述 三 维 运 动 ， 非 常 经 济 ,， 不 
然 就 需要 三 个 方程 了 。 方 程 z 王 dr/dt 简洁 地 表示 了 我 们 刚刚 
得 到 的 结果 。 

计算 速度 的 另 一 个 方法 是 从 定义 r= 二 xi 十 yj 十 zk 开始 ， 
然后 求 导 : 
dr _ d(xi+yj tzk) 


dt dt 
为 计算 这 个 表达 式 ， 我 们 利用 矢量 的 一 个 关键 性 质 一 一 矢量 
随时 间 可 以 改变 大 小 或 方向 ， 或 者 都 变化 。 但 是 ， 基 矢量 是 
单位 矢量 ， 有 确定 的 大 小 ， 所 以 它们 的 大 小 不 会 变化 。 第 卡 
儿 基 矢量 还 有 一 个 特殊 的 性 质 ， 它 们 的 方 四 是 固定 的 ， 因 而 
不 会 改变 方向 。 所 以 求 导 时 可 以 像 以 前 那样 将 笛 卡 儿 基 和 天 量 
看 作 篆 量 : 


dz dz 


dv dvz; dvy : do。。 
Er 


dp 

dz? 
我 们 可 以 继续 对 了 求 更 高 阶 的 导数 ， 得 到 新 的 矢量 ， 
但 是 研究 动力 学 时 会 发 现 ，r.v 和 4a 才 是 我 们 的 兴趣 
所 在 。 


= 
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让 粒子 在 时 间 At 经 历 一 个 位 移 Ar。 在 At 一 0 的 极限 ， A1"> At">Ar 
Ar 与 轨道 相 切 ， 如 图 所 示 。 在 At 一 0 的 极限 ， 有 精确 的 关 
系 式 : 


i 
” 


waAt 


粒子 的 瞬时 速度 处 处 与 轨道 相 切 。 


这 表明 vw 与 Ar 平行 ; 


例 1.7 由 位 置 确定 速度 
假定 粒子 的 位 置 给 定 ，r 二 A(eui 十 eetj)， 这 里 A 和 
a 为 常量 。 计 算 束 度 并 画 出 轨道 。 
2 
dz 


也 


» 
bd 


A nay meyer) 


或 者 Vz = Aaes 
Uy "Ane 
速度 的 大 小 是 


ee 
为 画 出 轨道 ， 看 一 下 极限 情形 通常 是 很 有 帮助 的 。Lz 一 0 
时 ， 我 们 有 

r(0) 王 ACE 十 7 

iD 一 0A 人 一 )) 
注意 (0 区 ?DN 站。 

在 :一 co0，ex 一 co 且 en->0。 在 这 极限 下 ，r 一 

Aeei，r 是 沿 工 轴 的 矢量 ，u->aAentii 在 这 一 非 现实 的 
例子 中 ， 料 子 靠 近 工 轴 ， 且 速度 无 限 增 大 。 


i v(1S>0) 


18 1 矢量 与 运动 学 


例 1.8 匀速 圆周 运动 

圆周 运动 在 物理 中 具有 重要 的 作用 。 这 里 ， 我 们 看 看 
最 简单 最 重要 的 情形 一 一 匀速 国 周 运动 ， 即 沿 圆周 做 匀速 
运动 。 
IN 考虑 粒子 在 xX-y 平面 按 六 一 r(cosoti 十 sinw 好 ) 运动 ， 
?To 天 中 和 为 常量 确定 雪 道 、 妹 度 和 各 过度 。 
i Ir|=Vricosiwtr?sin wt 

I 利用 就 三 的 恒等式 sin:0 十 cos:0= 二 1]，|r | 二 r+ 二 常数 。 轨 道 

是 一 个 圆 。 

在 t= 二 0 时 ,粒子 从 (r，0) 开始 沿 圆周 北 时 针 运 动 。 
它 在 时 间 人 走 过 国 周 ， 这 里 wT 一 2x。w 称 为 运动 的 角 这 
率 〈 或 不 太 严谨 地 称 为 角速度 )， 单 位 是 弧度 每 秒 。 工 是 
完成 一 次 贺 周 运动 的 时 间 ， 称 为 周期 。 


=rw(— sinwti tcoswtj ) 
通过 计算 mw。r 可 以 证 明 v 与 轨道 相 切 : 
Dr =riw(—sinwtcoswtt coswtsinwt) 
= 
由 于 v 与 r 垂直 ,不 出 所 料 ， 运动 与 圆周 相 切 。 易 证 ， 束 
这 |v| 二 rw 为 常量 。 


=rw?(— coswti — sinwtj ) 


=—w?r 


加 速度 沿 径 向 朝 里 ， 称 为 向 心 加 速度 。 我 们 在 本 章 的 极 坐 


标 系 中 将 进一步 讨论 它 。 


1.9 运动 方程 的 形式 解 


在 第 2 章 我 们 将 会 了 解 动力 学 ， 已 知 物体 受 力 就 能 确定 
加 速度 。 一 旦 有 了 加 速度 ， 确 定 速度 和 位 置 就 只 是 积分 的 事 
情 了 。 这 里 给 出 形式 上 的 积分 流程 。 
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如 有 果 加 速度 是 时 间 的 已 知 困 数 ， 利 用 定义 


dw 
=~a(t) 
对 时 间 积分 ， 就 能 确定 速度 。 为 了 更 详细 地 写 出 这 个 方程 
我 们 利用 关系 式 
ns 


可 以 将 两 侧 相 应 的 分 量 写成 分 离 的 方程 。( 为 证 实 这 一 点 ， 可 
分 别 用 i,j 或 k， 对 所 有 项 作 点 积 。) 例如 ，x 分 量 为 

er 和 

dt 
如 果 已 知 初始 时 间 to 的 速度 x 分 量 , 我 们 可 以 对 时 间 积 分 ， 
得 到 后 面 时 间 刀 的 速度 : 


也] i1 
dz = a dt 
UO) Lo 


Ws kb "ws tg = | az(t)di 
Vr (by) = (ky | tz kt Add 
可 类 似 处 理 速 度 的 > 和 < 分量, 我们 有 
v1 一作 攻关 二 | a(t)di 
为 了 表示 在 任意 时 刻 t 的 速度 ， 有 表达 式 
v(t)=vo 十 | alt' )dr 
为 避免 与 积分 上 限 混 淆 ， 这 里 已 经 将 积分 变量 t 换 成 了 t 。 
为 使 表达 式 更 加 人 简单， 初始 速度 v(to〉 也 简写 为 wo 。 正 如 我 
们 所 料 ，t= 二 to 时 ，v (+t) 二 vo。 


例 1.9 由 加 速度 确定 速度 

二 个 乒乓 球 从 (无 空气 的 ) 月 球 表面 ， 以 速度 mo 一 
(0，5， 一 3) my/s 释放 。 它 以 加 速度 a 二 (0,，0， 一 1.6) 
m/s? 向 下 加 速 。 确 定 5s 后 它 的 速度 。 
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廊 程 ， 
De TE 把 ae 
-等 俐 于 三 不 分 量 方程， 


Txt) 一 Doz 十 | | 
vy (t) =vwoy 十 QC de 


vz (tf)= vos 二 让 az (t’) dt" 
轮流 代入 给 定 的 vo 和 a 的 值 ， 可 得 t= 二 5s 时 : 
vi =0 m/s 


vy 三 5 m/s 


5 
zz 一 一 3 十 [es 6)dt’ 三 一 11 m/s 


第 二 次 积分 就 确定 位 置 。 从 公式 


dr (1) 
=v(t) 


可 以 得 到 
rr) 一 ro 十 v(t )dz 
) 


一 个 特别 重要 的 情形 是 匀 加 速 。 取 a 一 常量 ,im 一 0， 我 
们 有 


z(t) 一 Wo 十 at 


F(z)》 王 Po 十 | Goo tar Yd 


l 
r(t)=ro tvott Fat 


这 与 你 熟悉 的 一 维 形式 很 相似 。 例 如 ， 这 个 方程 的 xz 分 量 为 
一 zo 十 oort 十 二 aa 

式 中 ，zvoz 是 wo 的 工分 量 。 你 对 这 个 表达 式 太 熟悉 了 ， 可 

能 会 不 由 上 自主 地 把 它 应 用 于 变 加 速 的 一 般 情 形 。 不 要 啊 ! 


它 只 适合 于 匀 加 速 。 一 般 情形 下 ， 必 须 采 用 上 述 完 整 的 
程序 。 


1.9 运动 方程 的 形式 解 


例 1.10 重力 场 中 的 运动 
假定 一 个 物体 在 重力 的 作用 下 自由 运动 ， 它 有 向 下 的 
匀 加 速度 器 。 选 择 z 轴 坚 直 向 上 ， 则 有 
a=—gk 
如 果 物 体 在 t= 二 0 以 初始 速度 vo 释放 ， 我 们 有 
X=X0+ vort 


yyo Tvovt 


he 
之 二 x0 十 Zoo 有 


不 失 一 般 性 ， 可 以 让 ro 一 0， 并 假定 voy 一 0。 (后 一 假设 只 
意味 着 我 们 选择 了 一 个 初始 速度 在 z-z 平面 的 坐标 系 。) 
因此 ， 


从 两 个 工 和 > 的 方程 中 消去 时 间 可 得 到 轨道 ， 即 路 径 
Cm 


,之 ea 一 一 iy 


UD Zw, 


如 图 所 示 ， 这 就 是 众所周知 的 重力 场 中 的 抛物 线 。 


例 1.11 无 线 电 波 对 电离 层 电子 的 影响 

电离 层 是 围绕 地 球 ， 高 度 大 约 在 200 km (120 mile)， 
由 带 正 电 的 离子 和 带 负 电 的 电子 组 成 的 电 中 性 气体 所 处 的 
区 域 。 无 线 电波 通过 电离 层 时 ， 它 的 电场 会 加 速 带 电 粒 子 。 
因为 电场 随时 间 振 动 ， 带 电 粒 子 倾向 于 来 回 摇动 。 当 电荷 
一 e、 质 量 m 的 静止 电子 突然 受 电场 己 二 Eosinwt 作用 (w 
为 振动 频率 ， 单 位 为 弧度 每 秒 ) 作用 时 ， 确 定 电子 的 运动 。 

电子 所 受 电场 的 作用 力 为 下 二 一 eB， 由 牛顿 第 二 定 
律 ， 我 人 有 a=/m 三 一 eE/m。 (车 此 后 的 推导 不 清楚 ， 
先 暂且 不 管 。 到 第 2 章 就 会 清楚 了 。) 加 速度 为 
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巨 0 为 常 矢 量 ， 我 们 这 样 选择 坐标 系 ， 以 使 其 沿 垃 轴 。 由 于 
y 和 之 方向 没有 加 速度 ， 我们 只 需 考虑 工 方 向 的 运动 。 考 
上 康 到 这 种 情况 ， 我 们 略 去 下 标 ， 用 a 来 表示 ax: 


—eko 5 - 
a (t)= sinwt =aosinwt 
式 中 忆 
—eE'o 
a0 二 一 一 一 
17 
因而 
t / 1 
df 一 到 0 十 | a dt 
0 
[ ph 
=vot | ansinwt dt 
0 
以 人 六 | 
CGOSCE 
00) 
WD 
=vo——(coswt— 1)» 
ww 
并 且 


z(t)=zot+| v(t dt 
i | 
=zo 十 | ww 一 至 (eoswt’—1) | 

0 ay) 


本; 5 下 EE = | 
Et (vo ): ek 
电子 初始 时 静止 ，zo 王 0，uo 一 0， 所 以 最 后 得 到 


Uo WO . 
人) 一 一 :一 一 Sincot 
( [ey] 


结果 很 有 意思 : 第 二 项 表示 振动 ， 对 应 于 电子 的 摇动 ， 与 
我 们 预期 的 一 致 。 第 一 项 对 应 于 电子 的 匀速 运动 所 以 除 
了 电子 的 摇动 ， 电 子 也 在 漂移 。 你 知道 为 什么 吗 ? 


1.10 再 论 矢量 对 时 间 的 导数 


在 1.5 节 ,我 们 介绍 了 如 何 用 矢量 描述 速度 和 加 速度 。 
特别 重要 的 是 ， 如 何 通 过 对 矢量 + 求 导 来 得 到 一 个 新 的 矢量 。 
有 时 我 们 也 需要 把 其 他 的 矢量 对 时 间 求 导 ， 所 以 有 必要 将 我 
们 的 讨论 进一步 推广 。 


1. 10 ”再 论 矢 量 对 时 间 的 导数 


考虑 一 个 随时 间 变 化 的 矢量 A(1)。A(1) 在 上 到 上 十 和 A; 
的 时 间 间 隅 内 的 变化 为 
AA 二 A《7z 十 At) 一 AXz) 


与 1.6 节 对 r 求 导 的 程序 完全 相同 ,我 们 定义 A 的 时 间 
导数 为 
dA | Ar) 一 A(t) 


-一 一 lim 
di ALt—>»0 At 


重要 的 是 要 领会 到 ，dA /dt 是 一 个 新 矢量 ,可 大 可 小 ， 可 指 
向 任何 方向 ， 这 取决 于 4 的 行为 。 

dA /di 与 简单 标量 函数 的 导数 有 一 点 是 不 同 的 。A 的 大 
小 和 方向 都 可 以 变化 一 一 而 标量 函数 只 可 以 改变 大 小 。 这 个 
差异 至 关 重 要 ，。 

图 中 显示 了 增 量 AA 与 4 相 加 。 第 一 种 情形 是 AA4 与 4 
平行 ; 这 使 得 方向 不 变 ， 但 是 大 小 变 到 |4 | 十 |A4 |。 

第 二 种 情形 是 A4 与 4 垂直。 如果 AA 为 小 量 ， 这 会 改 
变 方向 ， 但 其 大 小 实际 上 是 不 变 的 。 

一 般 而 言 ，A 的 大 小 和 方 问 都 会 改变 。 有 必要 画 出 两 种 
变化 同时 发 生 的 情形 。 图 中 我 们 展示 了 小 的 增 量 A4 分 解 成 
与 A 平行 的 分 量 A41 和 与 4 垂直 的 分 量 AA，。 就 像 我 们 在 
求 导 中 取 极 限 A4 一 0 时 ，AA | 只 改变 A 的 大 小 ，AA | 只 改 
变 A 的 方向 。 

如 果 不 能 清楚 理解 矢量 的 两 种 变化 方式 ， 就 很 容易 犯错 ， 
漏 掉 其 中 一 个 。 


1. 10. 1 旋转 矢量 


如 果 d4 /dt 总 是 与 4 垂直 ，4 一 定 在 转动 。 因 为 它 的 大 
小 不 变 ， 它 随时 间 的 变化 只 能 来 源 于 方向 的 变化 。 

图 中 显示 了 当 AA 总 是 与 4 垂直 时 ， 转 动 是 怎么 产生 的 。 
当 把 相继 的 矢量 画 在 一 个 共同 的 原点 后 ， 旋 转运 动 就 更 加 
明显 。 


A(t +A1) 


才 ( 门 


A+AA 
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当 AA 总 是 与 4 平行 时 ， 情 况 刚好 相反 。 


下 ! A" a 


4 A py AA' 4 AH" 


从 一 个 共同 的 原点 ， 画 出 的 天 量 就 像 这 样 : 


ff 
| 


Vg 


例 1. 12 圆周 运动 和 旋转 矢量 
这 道 例 题 把 旋转 夭 量 与 圆周 运动 联系 起 来 。 在 例 1.8 
中 ， 我 们 讨论 了 运动 : 
r=r(coswti + sinwtj ) 
速度 为 
v=rw(— sinwti coswti ) 
因为 
r* VU=riw(—coswtsinwt sinwtcoswt ) 
一 日 
可 以 看 出 ，dr/dt 与 r 垂直 。 我们 断定 了 的 大 小 为 常量 。 
这 样 ，r 的 唯一 可 能 的 变化 就 是 方向 的 改变 ， 也 就 是 说 ，r 
必须 旋转 ， 轨 迹 则 是 圆 。 实 际 情况 恰恰 如 此 ，r 绕 原 点 
转动 。 
前 面 我 们 已 经 得 到 4 二 一 w*r。 由 于 r*v 二 0, 4a。v 二 
一 wr“vV 二 0， a 二 dv/dt 与 0 径直 ， 这 意味 着 ， 这 度 和 失 量 
有 恒定 的 大 小 ， 只 能 通过 转动 发 生变 化 。 图 中 显示 了 Vv 在 
不 同位 置 都 沿 着 轨道 ， 可 看 出 vu 确实 在 旋转 。 在 一 个 共同 
的 原点 画 出 不 同位 置 的 速度 矢量 。 很 显然 ， 每 次 质点 完成 
一 轮 ， 速 度 拓 量 也 转 了 一 图 。 
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1.10 再 论 矢量 对 时 间 的 导数 
b 
< 呈 一 一 -人 、 
dd 人 、 
\ Se 
' 
和 也 
已 Sk 0 
gs 
了 
或 许 你 能 证 明 ， 加 速度 矢量 也 在 匀速 转动 。 
假设 天 量 A(1) 的 大 小 为 第 量 A。4() 随时 间 变 化 的 
di 


唯一 方式 就 是 旋转 ， 我 们 现在 就 为 这 样 一 个 旋转 矢量 的 时 间 
导数 找 一 个 有 用 的 表达 式 。dA /dt 的 方向 总 是 与 4 垂直。 
dA /dt 的 大 小 可 以 通过 几何 论证 得 到 。 
A 在 1 到 1 十 At 的 时 间 间 隔 内 的 变化 为 
AA = 二 A(tTAt)—A(t) 
利用 图 示 的 角度 A9， 


= 常量 


AlI ), 肌 


IAA | =2Asin 人 


对 于 A0 守 1， 就 像 注释 1.2 所 讨论 的 ，sinA0/2 守 A0/2。 我 


们 有 
|AA | 二 2A 
王 上 及 Ab 
和 
兰 和 过 AA Al 
At Ai 
取 极 限 At 一 0， 有 
dA|_A 
di di 


d9/dt 称 为 A 的 角 速率 
先 简单 用 一 下 这 个 结果 ， 让 A 是 例 1. 8 所 讨论 的 旋转 和 


王 广 。 
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这 时 0 =wt, 


dr 
dt 


式 中 , w 是 r 的 角 速 率 。 
回 到 一 般 情形 ，A 的 变化 可 分 为 一 个 转动 和 一 个 大 小 的 改变 ， 
AA=AA 1 十 A4 | 


d 
7r wt) row 或 Urew 


对 于 足够 小 的 Ab， 


IAA | |=AAO 
IAA | |=AA 
除 以 At， 再 取 极 限 ， 
dA | d0 
dt dt 
dAl1|_dA 
dt di 


A 的 方向 不 变 (d0/dt = 二 0)， 则 dA | /di 为 零 ; A 的 大 小 不 
变 ， 则 dA | /dt 为 零 。 

在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 介绍 几 个 有 关 矢 量 求 导 的 恒等式 ， 
它们 的 证 明 留 作 练习 。 令 c 为 标量 ， 矢 量 A 和 B 为 时 间 的 销 
数 ， 则 


dA 


d dc 
(A) ATe EE 


dt 


d dA dB 
4B BTA 


| KH we 
di dt di 


考虑 到 A?*= 二 入 .A， 则 
dA 

TAI) 二 2 ET 

我 们 再 次 看 到 ， 如 果 dA /di 与 4 垂直 ，A4 的 大 小 为 常量 ， 

d(A*)/dt=0, 


1.11 平面 极 坐标 中 的 运动 


目前 我 们 使 用 的 直角 或 笛 卡 儿 坐 标 非常 适合 描述 二 线 运 
动 。 例 如 ， 我 们 调整 坐标 系 ， 使 一 个 轴 沿 着 运动 的 方向 ， 那 


1.11 平面 极 坐 标 中 的 运动 


么 质点 运动 时 就 只 有 一 个 坐标 会 变化 。 然 而 ， 用 直角 坐标 系 
描述 圆周 运动 就 很 费事 。 圆 周 运动 在 物理 中 非 第 重要 ， 值得 
为 此 引入 一 个 更 方便 的 坐标 系 。 

需要 强调 的 是 ,虽然 在 物理 中 可 以 随意 选择 坐标 系 ， 但 
是 ， 知 选择 了 合适 的 坐标 系 则 会 极 大 地 简化 问题 。 本 节 所 介绍 
的 坐标 系 对 许多 问题 都 是 特别 适合 的 ， 尤 其 是 高 等 物理 。 这 些 
材料 对 你 来 说 可 能 是 新 的 。 硅 乍 看 上 去 很 阳 生 ,一 定 要 有 了 而 
心 。 一 旦 你 研究 了 例题 ， 再 做 一 些 习 题 ， 就 会 觉得 日 然 了 。 


1.11.1 极 坐 标 


这 个 二 维 坐 标 系 基于 三 维 柱 坐 标 系 ， 如 同 笛 卡 儿 坐标 系 
的 zx-y 平面 是 三 维 x-y-z 坐标 系 的 子 集 。 柱 坐标 系 的 x 轴 与 
笛 卡 儿 坐 标 系 的 相同 。 

在 x-y 平面 的 位 置 不 用 x-y 坐标 来 描述 ， 而 是 采用 -0 


坐标 ， 这 里 7 为 到 原点 的 距离 ,0 为 7 与 x 轴 的 夹 角 ， 如 图 
所 示 。 
可 以 看 出 


0=arctan (= ) 
无 


我 们 主要 关心 的 是 平面 运动 ， 所 以 现在 忽略 x 轴 ， 把 讨论 限 
定 在 二 维 。 坐标 和 09 称 作 平面 极 坐标 。 下 面 我 们 将 学 习 如 
何 用 这 些 坐 标 来 描述 位 置 、 速 度 和 加 速度 。 

比较 第 卡 儿 和 平面 极 坐标 系 的 常数 坐标 线 ， 很 容易 看 出 


两 者 的 差异 。 


笛 卡 儿 坐 标 系 平面 极 坐 标 系 


zi 
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zx 和 > 为 常数 的 线 是 直 的 ， 并 互相 垂直 。0 为 常数 的 线 
也 是 直 的 ， 并 从 原点 沿 径 向 朝 外 。 相 反 ，r 为 常数 的 线 是 以 
原点 为 圆心 的 圆 。 注 意 ，r 和 9 为 常数 的 线 在 交点 处 也 是 垂 
直 的 ; 笛 卡 儿 和 平面 极 坐标 系 都 是 正 交 坐标 系 。 正 交 性 很 重 
要 ， 它 使 基 矢 量 相 互 独立 ， 就 像 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 三 个 i 、j、 
k 单位 矢量 的 情形 。 在 一 个 正 交 坐标 系 中 ， 基 矢量 不 会 在 其 
他 基 矢 量 上 有 分 量 。 

在 1.6 节 ， 我们 引入 两 个 单位 基 矢 i、j， 使 其 分 别 指 向 
zx 和 y 增 大 的 方向 。 本 着 同样 的 原则 ， 我 们 现在 引入 两 个 新 
的 单位 基 矢 六 和 8， 使 其 分 别 指向 > 和 9 增 大 的 方向 。 

平面 极 坐 标 系 和 笛 卡 儿 坐 标 系 的 基 矢 量 有 一 个 根本 的 不 
同 : 和 6 的 方向 随 位 置 变化 ,而 i、j 有 固定 的 方向 。 在 空 
间 的 两 点 画 出 两 套 基 矢量 可 以 显示 这 个 差异 。 

由 于 六 和 4 随 位置 变 化 ， 极 坐标 系 中 的 运动 学 公式 比 箭 
卡 儿 坐 标 系 的 看 上 去 更 复杂 。 

虽然 地 和 8 的 方向 随 位 置 变 化 ,但 它们 的 方向 只 依赖 于 


9， 与 7 无关 。 为 了 提示 这 个 9 依赖 性 ， 我 们 有 时 将 单位 天 量 


明确 写 为 i(9) 和 6(0)。 : 
图 中 显示 的 是 在 x-y 平面 某 一 点 的 两 套 单 位 矢量 。 由 此 
可 以 看 出 


六 0) 一 cosb 十 singj Ch 
0(0)=— sin0i cosO} C1. 2 
通过 检查 几 个 点 , 例如 0 二 0 和 x/2， 你 可 以 确信 这 些 表达 式 


是 合情合理 的 。 另 外 ,通过 证 实 六 .=0， 你 还 可 以 肯定 
i(0) 和 0(0) 的 确 是 正 交 的 。 

容易 确定 ， 不 论 采 用 笛 卡 儿 还 是 极 坐 标 来 描述 矢量 ~， 
结果 都 相同 。 采 用 笛 卡 儿 坐 标 ， 我 们 有 


r 一 z 十 yj 
在 极 坐标 中 则 有 
r=rr 
代入 方程 (1. 1) 表示 的 六 ， 则 有 
xzityj=r(cosOi tsingi) 
利用 正 交 性 (或 者 这 个 方程 分 别 与 i 和 j 作 点 乘 )， 就 得 到 我 


1. 11 平面 极 坐标 中 的 运动 


们 期 望 的 结果 
T=rceosg 
y=rsin0 
在 极 坐 标 系 中 表示 速度 ， 需 要 对 r+ 二 rr(09) 求 时 间 导 数 ， 
而 这 就 要 小 心 了 。 利 用 链 式 法 则 ,我们 有 


dr dr. dr (0) 
qt Tr ce 


第 一 项 的 含义 是 明显 的 : 这 是 径 问 速度 。 第 二 项 就 涉及 一 个 
新 概念 一 一 基 矢 对 时 间 求 导 。 所 以 ， 让 我 们 来 研究 如 和 何 对 
i(9) 和 0(9) 求 导 。 


1. 11.2 极 坐标 中 的 di/dt 与 d9/dit 


我 们 的 目标 是 计算 六 和 6 的 时 间 导 数 。 我 们 需要 这 些 结 
果 来 表示 极 坐 标 中 的 速度 v 和 加 速度 a。 
”采用 牛顿 对 时 间 导 数 的 表示 ， 可 以 让 方程 看 起 来 更 容易 。 
例如 ， 


d0 . 
下 一 《 
dg ,xs 
da 


我 们 的 出 发 点 是 方程 (1. 1): FF=cos0i 十 sin0y 。 将 它 对 时 间 
求 导 ， 得 

dd 

dz di 

一 一 sin001 十 cos0 0j 

(— singi 十 cos0j )0 


， 吕 . 
CcosO)i TT (sing)j 


记 着 方程 人 1, 2) 的 结果 ， 6 一 一 sin0i 十 cosb1 ， 可 得 


To 
dt 


类 似 地 ， 对 方程 (1. 2) 求 时 间 导 数 ， 我 们 有 


d0 2 i Si 
下 一 cosOL 一 SInOJ )0 
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我 们 会 用 到 这 些 结 果 ， 所 以 在 此 汇总 一 下 : 


gr—00 C1 3) 
dg  .. 
py gr C1], 太 ) 


例 1.13 用 几何 方法 推导 di/dt 和 db/d: 
换 一 种 方式 理解 新 概念 总 是 有 益 的 。 我 们 用 代数 方法 
推导 了 方程 (1.3) 和 (1.4)， 借 助 1.8 节 旋 转 拓 量 的 概念 ， 
还 可 以 用 几何 方法 导出 这 些 结果 。 
因为 (90) 和 08(0) 是 单位 矢量 ,它们 的 大 小 为 常量 ， 
变化 的 唯一 方式 就 是 改变 方向 ， 即 旋转 。 
图 中 显示 了 上 时 刻 的 六 2)， 位 于 角度 2， 以 及 稍 后 上 十 
At 时 刻 的 Fr 十 AO)， 角 度 是 0 十 AO。F 的 相应 的 变化 ， 用 
Ar 表示 ， 几 了 平 与 r 至 直 : 


| Ar 二 | 产 | Ab 王 Ab 


除 以 AL， 得 
ar a0 
A A 
取 极 限 At-> 0, 我 们 有 
a 
dt dt 


现在 大 小 和 方向 都 有 了 ， 就 可 以 得 到 预期 的 结论 


类 似 地 ， 图 中 显示 了 8 的 变化 ， 用 A 表示 ， 沿 广 径 
向 朝 里 。 因此 ， 
|IA8 | 寺 |10|1A0=A0 


2 IA0|. A0 
< Ai At 


取 极 限 ， 
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d6 
dt 


所 有 结果 合并 ， 同 样 得 到 预期 的 结论 


SS 
dz 


d6 


VE 


1.11.3 极 坐 标 中 的 速度 
现在 ， 我 们 就 有 办 法 利用 极 坐 标 计算 速度 了 。 


d, .、 .. 
2 一 下 4r7) 一 阁下 7 dt 
利用 方程 (1. 3)， 可 得 
站 一 六 十 r00 


考虑 每 次 只 改变 一 个 量 的 情形 ,我 们 就 能 考察 各 项 的 意 


情形 1 


情形 1: 径 向 速度 (= 常量， r 变化 )。 如 果 0 为 常量 ， 
0 二 0，w 三 六。 我 们 有 沿 着 固定 径 向 的 一 维 运动 。 

情形 2: 横向 速度 (7 二 常量 , 9 变化 )。 在 这 种 情形 下 
v= 二 700。 由 于 7 是 定 值 ， 运 动 沿 着 圆 缴 ， 即 切 向 。 在 圆 上 的 
点 的 速率 是 r0， 满 足 m 一 r00。 

如 果 ”> 和 0 都 变化 ,速度 是 径 问 和 横 癌 运动 的 合成 。 

下 面 四 个 例子 展示 了 极 坐标 描述 速度 的 方法 。 


例 1.14 极 坐 标 中 的 圆周 运动 

粒子 沿 半径 为 bb 的 圆周 运动 ， 角 过度 0 二 af， 这 里 a 
为 常量 (a 有 单位 rad/s*)。 在 极 坐 标 中 描述 粒子 的 
速度 。 
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由 于 r= 二 6 二 常量 ,，v 完 全 党 切 向 ,v= 二 bat0。 图 中 显示 
了 时 刻 ti 和 稍 后 时 刻 ta 的 区、6 和 vw。 
粒子 位 于 
"ee 1 
r= 二 6b， 9=0o+ | Gdt = 二 060 十 一 gt? 
0 2 
如 果 粒 子 在 := 二 0 时 位 于 工 轴 ， 则 bo 王 0。 粒 子 的 位 置 失 量 


为 r= 二 br ， 得 是 正如 图 中 显示 的 那样 ， 为 确定 了 的 方向 , 0 
必须 给 定 。 


例 1.15 极 坐标 中 的 直线 运动 
考虑 粒子 以 匀速 上 一 丰 ， 没 直线 y 王 2 运动 。 在 极 坐 标 


中 描述 v: 
v=vF+vo0 
由 图 可 得 
Dr 一 公 COSO 
2 一 一 USin0 


六 一 xcos 扩 一 xsingb 
当 粒 子 向 右 运动 时 , 0 减 小 ,六 和 0 政变 方向 。 当 然 
了 ， 我 们 通常 采用 使 问题 尽 可 能 简化 的 坐标 系 ; 极 坐 标 在 
这 里 尽管 可 以 用 ， 但 对 这 个 问题 不 是 很 合适 。 
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例 1.16 轮 辐 上 珠子 的 速度 
珠子 沿 轮 辐 匀 速 运动 ， 速度 为 wu (m/s)。 轮 子 绕 固 定 
轴 匀 速 转动 ， 角 速度 为 0 一 w。 
在 t==0 时 轮 辐 沿 着 工 轴 ， 珠 子 位 于 原点 。 在 (a) 极 
坐标 ; (b) 管 卡 儿 坐 标 中 ， 确 定 珠子 t 时 刻 的 速度 。 
(a 在 极 坐 标 中 ， 7 一 tt 太一 妈 ， 0 三 机。 因此 ， 
v= 十 r 00 二 uf 十 uwt0 
在 时 刻 t+， 珠子 位 于 轮 辐 半径 ut 处 ,与 工 轴 的 夹 角 为 wt。 
(b) 在 黎 卡 儿 誉 标 中 ， 则 有 
vz VCOSO— vasing 
Uy —v, SIn0 + vocoso 
由 于 Vv, 二 WwW，vVg 二 rw 二 wuwt，0 二 wt， 可 得 
v=(ucoswt— uwtsinowt)it (usinwt uwtcoswt )j 
注意 ! 在 极 坐 标 中 结果 是 多 么 的 简单 。( 巧 合 的 是 ， 珠 子 的 
轨道 就 是 众所周知 的 阿 基 米 德 螺 线 ,) 


例 1. 17 在 偏离 原点 的 圆周 上 的 运动 

粒子 以 匀速 vv 沿 半径 为 5 的 圆 运动 ， 圆 心 离 原 点 的 距 
离 为 5b， 因 此 圆 与 y 轴 相 切 。 在 极 坐 标 中 确定 粒子 的 速度 
拓 量 。 

相对 于 这 个 原点 ， 习 不 再 与 0 完全 平行 ， 如 图 
所 示 : 


0 一 一 wsin 及 十 vcos8b 


一 一 usingr vcos0 0 
最 后 一 步 利 用 B 和 0 是 等 腰 三 角形 的 底 角 ， 因 而 
相等 。 
为 完成 计算 ， 必 须 确 定 作为 时 间 函 数 的 0。 利 用 几何 
关系 ，20 二 wt， 或 者 9 二 wt/2， 而 w 二 v/5。 因 此 ， 
v=—vsin(vt/26)F+vcos(vt/26)0 
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1.11.4 极 坐 标 中 的 加 速度 
我 们 余下 的 任务 就 是 在 极 坐 标 中 表示 加 速度 。 对 v 求 导 


可 得 


a 
dt 

d 
dt 


= 


( 产 十 r00) 


= tr tr 

对 dF/dt 和 d9/dt， 利 用 方程 (1.3) 和 (1.4)， 可 得 

a 一 六 十 7106 十 98 十 r08 一 0 

一 ( 关 一 r02)7 十 Cr0 十 270)6 

这 是 一 连 串 的 项 ， 我 们 给 出 它们 的 物理 和 几何 的 解释 后 ， 它 
们 就 很 好 理解 了 。 

情形 1: 径 向 加 速度 。Fr 项 是 径 回 速率 的 变化 引起 的 加 速 
度 。 第 二 项 一 rb2F 是 我 们 前 面 见 过 的 向 心 加 速度 。 图 中 显示 了 
它 来 自 于 横向 速度 方向 的 变化 。 从 图 中 可 以 看 出 ，| Avo | 六 
vo A90。 取 极限 ，| dvo | /dt 二 ve 9 二 709?。 方 向 是 径 向 朝 里 的 。 

情形 2: 横向 加 速度 。x 99 项 起 源 于 横向 速率 大 小 的 变 
化 。 下 一 项 2 799 可 能 就 不 那么 熟悉 了 。 这 项 称 作 科 里 奥 利 
加 速度 。 或 许 你 已 经 听 说 过 科 里 奥 利 力 。 这 是 在 转动 坐标 系 
中 起 作用 的 惯性 力 ， 我们 在 第 9 章 会 研究 它 。 相 反 ， 我们 这 
里 讨论 的 科 里 奥 利 加 速度 是 真实 的 加 速度 ， 当 x 和 0 都 随时 
间 变 化 时 就 会 存在 。 科 里 奥 利 加 速度 的 一 半 来 目 于 径 回 速度 
方 回 的 变化 。 

从 图 中 能 明显 地 看 出 ， 在 时 间 At 径 回 速度 方向 的 变化 
是 |Ao, | 之 v, A9， 取 极限 ，| dv, |/dt 二 v.90。 为 了 看 清 另 一 
半 的 起 源 ， 考 虑 横向 速率 ug 二 x09。 如 果 改变 ,那么 vo 的 
变化 就 是 Auo 二 Ar09， 对 横向 加 速度 的 贡献 就 是 i296， 即 科 里 
奥 利 加 速度 的 另 一 半 。 


例 1. 18 轮 辐 上 珠子 的 加 速度 

珠子 沿 轮 辐 以 匀速 去向 外 运动 。t 一 0 时 它 在 中 心 。 珠 
子 的 角 位 置 由 0 一 wt 给 定 ， 这 里 中 为 常量 。 确 定 速 度 和 加 
速度 。 
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v= 二 ji 十 7r00 
给 定 六 二 w 和 9 二 wt， 所 以 6 二 w。 径 向 位 置 由 7 一 ut 给 定 ， 
与 例 1.16 一 祥 ， 有 
v=uf uwtO 
加 速度 为 
a 一 ( 产 一 r02) 十 Cr0 十 270)8 
一 一 xw2 太 十 2xow6b 


图 中 显示 了 轮子 处 于 几 个 不 同位 置 时 的 速度 。 


妇 


(轨道 仍然 是 阿 基 米 德 螺 线 。) 注意 : 径 向 速度 是 常量 。 横 


向 加 速度 也 是 常量 ， 你 能 看 出 这 一 点 吗 ? 


例 1.19 无 加 速度 的 径 向 运动 
粒子 运动 时 满足 9 二 w 二 常量 和 rr 三 roe& ， 这 里 ro 和 有 
是 常量 。 可 以 证 明 ， 对 某 些 特定 的 B 值 ， 粒子 运动 时 ， 
Q# 0s 
a =(F—r02)F+(rOt+270)0 
一 (827roeg& —roerw?)F+2Broer wd 
如 果 PB 二 土 w。Qa 的 径 向 部 分 是 零 。 


乍 看 起 来 很 惊奇 ， 当 一 roe& 时 ， 粒 子 以 零 径 向 加 速 
度 运动 。 错 误 在 于 ， 以 为 只 有 六 对 a, 有 贡献 ; 然而 事实 上 


一 r02 项 也 是 径 向 加 速度 的 一 部 分 ， 不 能 忽略 。 
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这 样 似 乎 存在 一 个 悖 论 : 即便 a, 二 0， 径 向 速度 wr 一 六 三 
ro0we& 也 ,是 随时 间 快 速 增 大 的 。 然 而， 我 们 或 许 被 笛 卡 儿 
坐标 的 特殊 情形 误导 了 ; 在 极 坐 标 中 ， 


天 | ar (dt 
因为 | aw(1)dt 并 未 考虑 单位 关 量 六 和 上 是 时 间 的 函数 这 一 
事实 。 


注释 1.1 近似 法 


在 解决 物理 问题 的 过 程 中 ， 有 时 你 可 能 会 突然 意识 到 已 
过 分 陷入 了 数学 之 中 ， 而 物理 变 得 极为 模糊 。 在 这 种 情形 下 ， 
值得 暂时 退 一 步 看 看 是 否 可 以 减少 复杂 性 ， 比 如 ， 使 用 简单 
的 近似 表达 式 代 蔡 严格 的 公式 。 你 可 能 觉得 ， 用 不 精确 的 结 
果 蔡 换 精确 的 ， 本 质 上 就 是 错误 的 ， 而 实际 并 非 如 此 ， 下 面 
的 例子 说 明了 这 一 点 。 


摆 长 为 区 的 单 摆 周 期 是 To=2xwvL/g ， 这 里 g 是 重力 
加 速度 。( 第 3 章 会 导出 这 个 结果 。) 单 摆 驱动 的 钟 的 精度 依 
粹 于 工 保持 常量 ,但 是 由 于 热膨胀 和 可 能 的 老化 效应 ，L 可 
能 会 变化 。 问 题 是 周期 对 摆 长 的 小 变化 有 多 敏感 。 如 果 长 度 
的 改变 量 为 1， 新 周期 为 T=2xV(IL 二 1)/g 。 周 期 的 改变 为 


8 


这 个 方程 是 精确 的 ， 但 得 不 出 什么 信息 。 从 中 几乎 看 不 出 
AT 对 长 度 : 变化 的 依赖 性 。 另 外 ， 我们 通常 感 兴趣 的 情形 
是 1<L，AT 是 两 个 大 数 的 差 值 ， 很 小 ， 这 使 结果 对 数值 误 
差 很 敏感 。 然 而 ， 通 过 重 整 AT 的 形式 ， 这 两 个 问题 可 以 一 
起 解决 。 技 巧 是 将 AT 写成 小 量 z=!/ 民 的 竹 级 数 。 我 们 有 


一 To 二 z 一 1) (1) 
接 下 来 ， 我 们 利用 如 下 恒等式 ， 后面 会 导出 此 式 ，; 
] 


] ] 
A id (2) 


注释 1.2 泰勒 级 数 


这 个 展开 对 一 1 二 x 二 1 是 有 效 的 ， 将 其 代 人 方程 (1) 得 
AT= To (二 一 二 十 Ta 十 - (3) 

取 极 限 1 一 0， 则 得 到 AT->0. 这 正如 我 们 所 料 。 对 于 工 委 1， 
只 有 右边 第 一 项 是 重要 的 ， 此 时 ， 
地 
例如 ， 如 果 L/L 二 0.01， 周 期 大 约 增 大 5X10 To。 虽 然 结 果 
是 近似 的 ,我们 可 以 评估 这 近似 是 多 么 的 好 。 误 差 小 于 第 一 
被 忽略 的 项 ， 此 时 这 项 是 (1/8)To(1/L)? 守 1X10~5To。。 若 
需 更 高 的 精度 ， 可 以 进一步 包含 更 多 的 项 。 

形 如 式 (2) 和 式 (3) 的 方程 称 为 窒 级 数 展开 。 无 论 
是 寻找 问题 的 形式 解 ， 还 是 计算 数值 结果 ， 这样 的 展开 都 
极其 有 用 。 这 里 解释 它们 是 如 何 生 成 的 ， 并 给 出 几 个 有 用 
的 例子 。 


] i 
As 了 oz 一 了 1 


注释 1.2 泰勒 级 数 


将 函数 f(t) 表示 为 x 的 客 级 数 的 一 般 形 式 为 
f(x)=aotaiztarr’ t= 六 ea (1) 


这 里 ，av ,a1l,a2,… 是 我 们 下 面 要 确定 的 常量 。 计算 x 二 0 时 
良性 的 ， 换 句 话 说 ， 即 是 可 导 的 。 由 此 得 


d , , 
a (xX)=aiT2asr dar 


我 们 再 次 计算 zx = 二 0 时 级 数 的 值 ， 可 得 
uy Cry | 
如 果 我 们 对 级 数 求 导 & 次 ， 可 得 


] 
人 CY) | se 


式 中 ，f 中 Cr) 是 f(x) 的 & 阶 导数 。 符 号 &1 称 作 k 阶乘 ， 
表示 kX (k 一 1)X(k 一 2)X…X1。 为 简化 表示 ， 我 们 经 常 
将 了 (|s=0 记 作 了 (0) 心中 记 着 fC0)， 意味 者 先 
对 f(x) 求 导 上 次 ,然后 让 x 等 于 0。 综合 这 些 结果 ,方程 
(1)〉 变 为 
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f(z)=F(0)+7 00) rt 0 0) 于 十 … (2) 


这 个 展开 称 作 泰勒 级 数 。 这 里 不 能 保证 级 数 收 全 但 是 知 收 


钱 的 话 ， 在 + 二 0 附近 ， 它 就 为 f(x) 提供 了 一 个 好 的 近似 


很 容易 将 泰勒 级 数 推广 到 其 他 点 ,例如 在 z= 二 a 点 将 


flat+z)=f(a)+fF arti+f (a fe 


这 个 短 级 数 展开 称 作 麦 殉 劳 林 级 数 。 

对 某 些 函数 ， 泰 勒 级 数 对 工 的 所 有 值 都 收敛 ; 而 其 他 的 
则 收敛 范围 有 限 。 我 们 简单 假定 ,我们 处 理 的 函数 的 收敛 范 
围 ， 或 者 是 无 穷 的 ， 或 者 很 明显 。 


注释 1.3 一 些 常见 函数 的 级 数 展开 


三 角 函 数 


利用 d sinx/dx 二 cosx，d coszy/dz 三 一 sinz 以 及 图 数值 
sin(0) 一 0，cos(0) 王 1， 由 注释 1. 2 的 方程 (2) 可 得 


sinx = x aiZ 十 ETZ 一 7 十 
cosz 一 1 一 站 22 十 和 7 一 证 
这 些 级 数 对 的 所 有 值 都 收敛 。 对 较 小 的 x+， 则 有 
sin Sx 


cs 人 一 了 工 


这 些 表达 式 ， 有 时 被 称 作 小 角 近 似 ， 直 到 x 项 都 有 效 ， 这 可 
Ww CM 


B. 指数 函数 


指数 函数 是 ez ， 这 里 e 二 2. 71828… 是 自然 对 数 的 底 。 指 
数 函 数 的 基本 性 质 有 de* /dz 二 e* 和 e? = 二 1。 泰 勒 级 数 为 


人 Wr 
1 十 z 十 可 Ts 十 十 二 zx 十 


这 个 级 数 对 所 有 x 值 收敛 。 


注释 1.4 微 分 


C. 一 些 代 数 式 

1 . =]—z 2 — = he el 
直到 

] 
办 ltrtzr tr 十 全 EL 
3 L 1 2 和 2 La 
= “ = 琵 
Witz 2 § 
D. 二 项 式 级 数 


(1 十 过 )” 表 达 式 在 许多 场合 会 出 现 。 它 的 震级 数 展开 ， 
称 作 二 项 式 级 数 ， 很 容易 展开 为 泰勒 级 数 。 (如果 n 是 整数 ， 


医 级 数 也 可 通过 代数 运算 得 到 。) 


六 六 认 一 必 》 
se 


nmn— 1 (wnw—2) 
一 一 一 一 此 


7 2 3 家 
(I 二 21 十 3 十 
Tt 


这 个 结果 的 有 效 范 围 是 一 1 二 x 二 1, n 可 取 整 数 或 分 数值 。 
如 果 n 为 整数 ， 级 数 中 断 ， 最 后 一 项 是 zx”。 


在 本 节 前 面 ， 出 现 了 表达 式 f (zx) 二 V1 十 z= 二 (1 十 xz) 人 。 
这 对 应 于 7 三 1/2 的 二 项 式 级 数 : 


CP =11 Fr tr 十 …， 
即使 | 袜 | 之 1， 二 项 式 级 数 采 用 如 下 手段 后 仍然 可 用 : 


(1+z)" 一 za 人 (1 十 二 ) 


,1 
二 广 tn 二 + (=) te 


注释 1.4 微分 


当 工 变 到 x 十 Ax 时 ， 我 们 篆 篆 需要 图 数 f(z) 变化 的 
简单 近似 式 。 用 Af = 二 f(z 十 Ax) 一 f(x) 表示 改变 量 。f (x) 
在 工 点 的 泰勒 级 数 为 


六 ] -J 4 


略 去 〈Az)2 项 和 更 高 阶 的 ， 就 得 到 简单 的 线性 近似 
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Af=f(rzFAz)— fr (xr)Ax 
Az 越 小 ， 这 个 近似 就 越 精确 ,但 是 对 于 有 限 的 Az 值 ， 表 


达 式 


Af Sf' (zr)Ax 
只 是 近似 的 。 图 中 显示 了 Af 夺 f(x 十 Ax) 一 f(x) 与 线性 外 
延 式 f(z)Az 的 对 比 。 显 然 ， 对 于 有 限 的 Ar+，/ (x) 的 实 
际 改变 量 Af， 一 般 情况 下 并 不 精确 等 于 广 (z)Az。 
我 们 用 符号 dx ， 称 作 x 的 微分 ， 表示 Az。z 的 微分 随 
意 ， 可 大 可 小 。 我 们 定义 了 的 微分 df 为 
df 三 广 (Cz)dz 
图 中 显示 了 这 套 表 示 。 
符号 dx 和 Az 使 用 时 可 互 换 , 但 是 df 和 Ar 是 不 同 的 
量 : df 是 定义 为 df = 了 f'(x)dz 的 一 个 微分 ， 而 Af 是 实际 
的 改变 量 f(z 十 dx ) 一 f(z)。 换 个 方式 来 说 ， 如 果 我 们 写 出 
df Af 
dr Arz 
左边 的 项 df/dx 是 取 极 限 Ax 一 0 的 结果 ， 但 是 右边 的 项 
Af/Ax 是 两 个 有 限量 (可 能 是 小 的 ) 的 比值 。 虽 然 如 此 ， 计 
算 中 奢 是 线性 近似 合理 ,我们 就 用 df 和 dz 表示 有 限量 Af 
和 Az 。 和 若是 最 终 取 极限 的 话 ， 这 样 做 总 是 可 以 的 。 
实际 应 用 中 ， 微 分 为 积分 变量 的 变换 提供 了 一 个 捷径 。 
考虑 积 人 


| zen dx 
引入 变量 :二 x*， 可 将 指数 简化 。 方 法 是 先 用 1 表示 福 、 
z= 
然后 取 微分 : 
i | 
i 


这 个 结果 是 精确 的 ， 因 为 这 相当 于 取 极 限 。 原 来 的 积分 现在 


式 中 而 一 本 和 by 二 6b2。 


注释 1.5 有 效 数 字 与 实验 不 确定 度 


当 计 算数 值 结 果 时 ， 对 计算 应 当 达 到 的 精度 要 有 一 个 明 
确 的 指导 。 换 句 话 说 ， 我 们 应 当 只 保留 并 非 无 效 的 数字 ,或 
者 说 有 效 数 字 。 

有 效 数 字 的 例子 有 : 3. 1415 (五 位 有 效 数 字 ); 9 (一 位 
有 效 数 字 ); 0. 00021 (两 位 有 效 数 字 ); 0.00210 (三 位 有 效 
数字 ) 。 开 头 的 零 不 算 在 内 ， 尾 部 的 零 要 算 在 内 。 

一 个 有 用 的 经 验 法 则 是 ， 在 计算 结果 中 ， 有 效 数 字 的 个 
数 应 当 等 于 计算 的 所 有 量 中 有 效 数字 个 数 最 小 的 。 例 如 ， 厦 
计算 中 重力 加 速度 取 为 9. 8 m/s:*， 计 算 结 果 就 应 不 多 于 两 位 
有 效 数 字 。 

实验 的 不 确定 度 可 用 几 种 方式 表示 ， 比 如 72. 53 士 0. 20 
或 更 位 涪 的 72. 53 (20)。 男 一 种 方式 是 基于 相对 误差 的 几 分 
之 几 。 在 我 们 的 例子 中 ,相对 误差 是 0.20/72. 53 二 2.8X 
10 飞 、 误 差 可 以 说 成 是 千 分 之 2.8， 或 者 1000 中 有 2. 8。 


习 
es rr- 六 


标 x 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
1.1 矢量 代数 1 

已 知 两 个 矢量 4= (2i 一 3j 十 7k) 和 B=(5i 十 j 十 2k)， 
确定 : (a) A 十 B; (b) 4 一 B; (c) A.B; (d) AXB。 
1.2 矢量 代数 2， 

已 知 两 个 矢量 4= (3i 一 2j 十 5k) 和 B==(6i 一 7j 十 
4k)， 确 定 : (a) A?; (b) B?; (c) (A .B)’, 
1.3 利用 矢量 运算 确定 cos 和 sin* 

确定 两 个 矢量 A 二 (3i 十 j 十 k) 和 B=( 一 2i 十 j 十 k) 的 
夹 角 的 余弦 和 正弦 。 
1.4 方向 余弦 

方向 余弦 ， 是 一 个 矢量 与 坐标 轴 夹 角 的 余弦 。 矢 量 与 x， 
y 和 < 轴 夹 角 的 余弦 ， 通常 依次 称 为 a,B 和 yy。 利 用 几何 或 
矢量 运算 ,证明 a? 十 8 十 7y* 二 1。 
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1.5 垂直 矢量 

证 明 ， 如 果 |14 一 下 | 王 |4 十 中 | ， 则 4 与 也 垂直。 
1.6 平行 四 边 形 的 对 角 线 

证 明 等 边 平 行 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 。 
1.7 正弦 定理 * 

利用 又 积 证 明正 弦 定 理 。 只 需 取 一 对 线 即 可 。 
1.8 三 角 恒 等 式 的 矢量 证 明 

令 64 和 是 x-y 平面 的 单位 矢量 , 与 x 轴 的 夹 角 分 别 为 
人 未。 证 明 表达 式 4 二 cos0i 十 sin0j， b=cosgitsingj, 再 
利用 矢量 运算 证 明 cos(0 一 上 %) 一 cosgcosg 十 singsiny 。 
1.9 垂直 单位 矢量 - 

确定 与 A4=(i 十 j 一 上 和 了 =(2 十 ) 一 3K) 都 垂直 的 单 
位 矢量 。 
1. 10 ”垂直 单位 矢量 ， 

已 知 矢 量 A 二 3i 十 47 一 4k， 

(a) 确定 位 于 z-y 平面 并 与 4 垂直 的 单位 矢量 B， 

(b) 确定 与 4 和 B 都 垂直 的 单位 矢量 C 。 

(c) 证 实 A 与 B 和 C 所 确定 的 平面 垂直 。 
1. 11 平行 六 面体 体积 

证 明 以 A、B 和 C 为 边 的 平行 六 面体 的 体积 是 4， 
(BXC), 
1. 12 构造 到 某 点 的 一 个 矢量 

考虑 位 于 rl 和 r2 的 两 点 ， 其 间距 为 r= 二 | ri 一 rs|。 确 
定 从 原点 到 ri 和 rs 连 线 上 一 点 的 矢量 A， 使 其 到 ri 的 距离 
是 xr， 这 里 xz 十 某 个 数 。 
1. 13 用 一 个 矢量 表示 另外 一 个 

令 A 是 一 个 任意 矢量 ,nn 是 沿 某 个 固定 方向 的 单位 矢 
最 。 证 明和 二 (= 站 入 十 全 光 A) 站 将 
1.14 两 点 

考虑 位 于 ri 和 rz 的 两 点 ， 其 间距 为 r= 二 |ri 一 r2|。 确 
定 一 个 含 时 的 矢量 A(1),， 起 点 在 原点 ， ti 时 位 于 rr1， tz 二 由 
十 时 位 于 rs。 假设 A(t) 沿 着 两 点 的 直线 匀速 运动 。 
1.15 大 辆 

地 球 ( 和 看 作 半 径 为 R 的 理想 球体 ) 上 两 点 的 最 短 距 离 是 
沿 着 一 个 大 圆 的 距离 一 一 经 过 两 点 和 地 心 的 平面 与 地 表 相 交 


所 形成 的 加 上 的 一 段 圆 弧 。 

地 球 上 点 的 位 置 由 经 度 上 和 纬度 人 确定。 经 度 是 经 过 该 
点 的 子午 线 〈 经 过 两 极 ) 和 经 过 格林 尼 治 的 本 初子 午 线 的 夹 
角 。 经 度 以 问 东 为 正 ， 回 西 为 负 。 纬 度 是 从 赤道 开始 ， 沿 该 
点 于 午 线 所 量 的 角度 ， 以 回 北 为 正 。 从 地 心 到 两 点 的 矢量 为 
r 和 rz。 它们 夹 角 0 的 余弦 可 由 它们 的 点 积 得 到 ， 两 点 在 大 
册 上 的 距离 为 RO。 

确定 用 两 点 坐标 表示 的 0 表达 式 。 使 用 这 样 一 个 坐标 系 ， 
x 轴 位 于 赤道 面 ， 并 穿 过 本 初子 午 线 ; zx 轴 在 极 轴 上 ， 指 向 
北极 ， 如 图 所 示 。 

1.16 测量 g 

重力 加 速度 可 用 上 抛物 体 来 测量 ,测量 物体 双向 经 过 两 
个 给 定点 各 自 所 用 的 时 间 。 

物体 双 问 经 过 水 平 线 4 所 用 时 间 为 TA4， 双 癌 经 过 第 二 
条 线 B 所 用 时 间 为 Ta， 假定 加 速度 是 常量 ,证 明 它 的 大 
小 为 
8h 
Ti 
这 里 , hh 为 B 线 在 A 线 上 的 高 度 。 

1. 17 滚 简 

半径 为 尺 的 棚 无 滑动 地 滚 下 斜面 。 它 的 轴 有 一 个 与 斜面 
平行 的 加 速度 a。 桶 的 角 加 速度 有 多 大 ? 
1. 18 电梯 与 落 珠 * 

在 1 二 0， 电 梯 以 匀速 离开 地 面 。 在 时 刻 Ti ， 一 个 小 孩 
深 下 的 一 粒 弹 球 ， 穿 过 地 板 。 弹 珠 以 匀 加 速度 g 二 9.8 m/s? 
下 落 ， 并 在 T，(s) 后 击 中 地 面 。 确定 电梯 在 时 刻 TT 的 
1. 19 ”相对 速度 * 

相对 速度 指 的 是 相对 特定 坐标 系 的 速度 。( 只 用 速度 一 词 
意味 着 相对 于 观察 者 坐标 系 而 言 。) 


站 一 


(a) 一 点 相对 坐标 系 A 的 观测 速度 为 va。 坐标 系 B 与 A - 


相距 R (R 可 以 随时 间 变 化 )， 点 相对 坐标 系 B 的 速度 是 
多 少 ? 

(b) 粒子 a 和 b 在 圆周 上 以 角速度 ww 沿 相 反 的 方 
动 ， 如 图 所 示 。 在 1 二 0， 它 们 位 于 点 + 二 上 处 ， 这 里 : 


» 


村 
nai 


再 


月 
AE 
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的 半径 。 确 定 & 相 对 于 bp 的 速度 。 
1.20 跑车 

一 辆 跑车 用 3. 5 s 可 色 加 速 到 100 km/h。 它 最 大 的 刹车 
加 速度 不 能 超过 0.7 g。 假 设 在 开始 和 结束 时 跑车 都 静止 ， 让 
它 跑 完 1. 0 km 所 需 的 最 短 时 间 是 多 少 ? 

1.21 径 向 匀速 的 粒子 * 

一 个 粒子 以 径 癌 匀速 站 二 4m/s， 从 原点 开始 在 平面 内 运 
动 。 角 速度 为 常量 ， 大 小 为 9 二 2 rad/s。 当 粒子 离 原点 3 m 
时 ,确定 速度 和 加 速度 的 大 小 。 

1.22 扎 克 

加 速度 的 变化 率 称 为 “ 扎 克 ”。 粒 子 沿 半径 为 R 的 圆周 
以 角速度 wo 运动 ， 确定 它 的 扎 克 的 大 小 和 方向 。 画 一 幅 矢 量 
图 ， 显 示 有 瞬时 位 置 、 速 度 、 加 速度 和 扎 克 。 

1.23 电梯 的 平稳 运行 * 
为 了 能 平稳 ( 低 扎 殉 ) 运行 ， 电梯 从 静止 开始 加 速 的 程 
序 为 
a(t)=(am/2)| 1—cos(2xt/T) | D<< 委 了 
a(t)=—i(am/2)[ 1—eos(2at/ TY) Te e227 
式 中 ，an 是 最 大 加 速度 ，2T 是 运程 的 总 时 间 。 

(a) 画 出 时 间 函 数 a(t) 和 扎 克 ，。 

(b) 电梯 的 最 大 速率 是 多 少 ? 

(c) 在 开始 运行 的 短 时 间 内 ，t 之 ,确定 速度 的 近似 表 

(d) 距离 为 也 的 运程 所 需 的 时 间 是 多 少 ? 

1.24 滚动 的 轮胎 

一 个 半径 为 R 的 轮胎 治 直线 无 滑 地 滚动 。 它 的 中 心 以 匀 
速 V 运动 。 一 个 散在 胎 面 上 的 小 石子 在 t+ 二 0 时 与 地 面 接触 。 
作为 时 间 的 函数 ， 确 定 石 子 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 。 

1.25 粒子 的 螺旋 运动 
粒子 沿 螺 线 癌 外 运动 。 它 的 轨道 是 r= 二 A9， 这 里 A 是 常 


量 , A= (二 ) m/rad。0=at?/2 随时 间 增 大 ， 式 中 a 是 常量 ， 


T 
(a) 画 出 运动 曲线 ， 在 几 个 点 标 出 近似 的 速度 和 加 速度 。 
(b) 证 明 当 b=1/V2rad 时 径 向 加 速度 是 零 。 
(c) 在 什么 角度 时 ， 径 向 和 横向 加 速度 大 小 相等 ? 


1.26 斜坡 上 的 射程 ” 

一 名 运动 员 站 在 倾角 为 $ 斜坡 项 上 。 他 抛 出 一 个 石 块 ， 
与 地 面 的 角度 9 是 多 大 时 抛 出 的 射程 最 大 ? 
1.27 尖 屋 顶 * 

如 图 所 示 ， 一 个 尖 屋 项 是 对 称 的 且 张 成 直角 。 站 在 项 下 
高 度 h 处 ， 抛 出 一 个 球 ， 使 其 刚好 擦 过 屋 项 且 落 在 屋顶 同样 
高 度 的 男 一 侧 ， 抛 出 的 速率 是 多 大 ? 
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2.1 简介 


本 章 的 目的 是 理解 牛顿 运动 定律 。 牛 顿 定律 说 起 来 简单 ， 
数学 也 不 复杂 ， 初 看 很 容易 。 然 而 我 们 将 会 看 到 ， 和 牛顿 定律 
结合 了 定义 、 观 测 、 部 分 缘 自 直觉 的 概念 和 一 些 未 经 检验 的 
关于 时 空 的 假设 。 在 他 经 典 著作 《原理 》(1687) 一 书 中 ， 牛 
顿 对 运动 定律 的 表述 有 些 是 不 清楚 的 。 但 是 ， 他 的 方法 太 成 
功 了 ， 直 到 两 百年 以 后 ， 力 学 的 基础 才 被 以 马赫 为 主 的 维 也 
纳 物 理学 家 们 仔细 检查 。 我 们 的 处 理 大 多 本 着 马赫 的 精神 。 

牛顿 运动 定律 绝 不 是 显然 的 。 根 据 亚 里 士 多 德 的 观点 ， 
物体 的 自然 状态 是 静止 : 物体 受 力 时 才 运 动 。 两 千 多 年 来 人 
们 接受 的 是 亚 里 士 多 德 的 力学 ， 直 觉 上 它 是 正确 的 。 为 破除 
亚 里 士 多 德 的 魔 顺 ， 需 要 在 观察 中 仔细 推理 和 天 马 行 空 般 的 
想象 力 。 

用 牛顿 观点 分 析 物 理 系 统 需要 努力 ， 但 收获 是 丰厚 的 。 
为 此 ， 本 章 致力 于 介绍 牛顿 定律 ， 并 将 其 应 用 于 基本 问题 。 
这 样 就 可 以 深化 对 动力 学 的 理解 ， 还 有 即刻 的 回报 一 一 分 析 
貌似 不 可 理解 的 物理 现象 的 能 力 。 

牛顿 力学 有 多 种 表述 形式 ， 其 中 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 的 形 
式 是 以 能 量 ， 而 不 是 以 力 为 基本 概念 。 然 而 这 些 形 式 在 物理 
上 都 等 价 于 牛顿 物理 。 最 终 ， 深 入 理解 了 牛顿 定律 ， 对 理解 
其 他 力学 处 理 方法 都 是 至 关 重 要 的 。 


2.2 牛顿 力学 与 近代 物理 


说 一 下 牛顿 定律 的 有 效 性 : 可 能 你 接触 过 一 些 现代 物 
理 一 一 爱 因 斯 坦 的 相对 论 和 量子 力学 在 20 世纪 早期 的 发 展 。 
这 样 你 就 知道 在 物理 学 的 一 些 重要 领域 ， 牛 顿 力学 失效 而 相 
对 论 和 量子 力学 成 功 。 简 言 之 ， 牛 顿 力学 对 可 与 光速 相 匹 敌 
的 运动 系统 和 量子 效应 显著 的 原子 尺度 或 更 小 的 系统 是 失败 
的 。 失 败 源 于 经 典 时 空 概念 的 局 限 性 和 测量 属性 。 深 入 钻研 
物理 ， 你 就 会 了 解 牛顿 力学 的 范围 。 尽 管 如 此 ， 记 住 ， 在 牛 
顿 力学 适用 的 领域 ， 它 的 成 功 是 无 与 伦比 的 。 

术语 牛顿 力学 和 经 典 物理 经 常 混用 ， 经 典 物理 还 包含 麦 
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克 斯 韦 的 电磁 理论 。 现 代 物 理 通常 用 于 描述 相对 论 和 量子 力 
学 出 现 后 物理 学 的 发 展 。 一 个 自然 的 冲动 就 是 放弃 牛顿 物理 ， 
直接 用 现代 理论 。 这 是 大 错 特 错 的 ， 在 自然 界 的 大 多 数 领域 ， 
牛顿 物理 非常 好 用 ， 而 现代 理论 几乎 无 用 。 例如， 尝试 用 量 
子 力学 来 描述 行星 的 运动 将 会 陷入 无 解 方程 的 泥沼 。 根 据 相 
对 论 的 原则 分 析 台 球 游戏 则 立刻 就 会 回 到 近似 程度 特 好 的 牛 
最 方程 。 与 其 空洞 地 说 牛顿 物理 的 对 与 错 ， 不 如 认识 到 牛顿 
力学 在 物理 学 的 许多 领域 非常 有 用 而 在 其 他 领域 则 不 适用 。 
牛顿 物理 使 我 们 能 提前 几 个 世纪 预言 日 食 、 月 食 ， 但 是 预言 
原子 里 电子 的 运动 则 是 不 合适 的 。 不 管 怎样 ， 经 典 物 理 能 解 
释 那么 多 的 日 常 现 象 ， 它 的 许多 基本 概念 ， 例 如 动量 、 能 量 
和 守恒 定律 ， 是 高 等 理论 的 核心 ， 所 以 它 是 所 有 应 用 科学 家 
和 工程 师 的 基本 工具 。 


2.3 牛顿 定律 


牛顿 定律 基于 一 系列 定义 和 观测 ， 对 理解 哪个 是 哪个 是 
重要 的 。 讨 论 定律 时 我 们 也 必须 学 习 如 何 应 用 它 ， 这 是 物理 
学 的 基本 素材 ， 也 是 深入 理解 基本 概念 的 唯一 方式 。 

我 们 直接 从 实验 开始 。 不 幸 的 是 ， 重 力 和 摩擦 力 等 把 日 
常 的 运动 搞 得 很 复杂 ， 简 单 的 力学 实验 都 难以 完成 。 为 看 清 
物理 的 本 质 ， 我 们 要 消除 所 有 干扰 ， 检 查 最 简单 的 系统 。 消 除 
重力 和 摩擦 的 一 个 方法 是 建立 空间 站 实验 室 ， 因 为 在 自由 落体 
的 环境 中 大 多 数 日 常 的 干扰 都 是 可 以 忽略 的 。 由 于 缺少 进入 轨 
道 的 资源 ， 我 们 只 能 退 而 求 其 次 ， 一 个 称 作 直线 气垫 导轨 的 仪 
器 ， 条 件 很 理想 ， 但 只 能 是 一 维 的 。 (从 研究 一 维 运动 是 否 可 
以 学 习 三 维 运动 呢 ? 令 人 高 兴 的 是 ， 这 是 可 以 的 。) 

气垫 导轨 是 一 个 大 约 两 米 长 的 中 空 的 三 角形 棱柱， 表面 
有 许多 小 孔 ， 用 鼓风机 可 以 从 中 吹出 稳定 的 气流 。 滑 块 静止 
在 导轨 上 。 鼓 风机 打开 后 ， 滑 块 就 浮 在 一 个 薄 的 气 执 上。 空 


气 的 摩擦 效应 极其 小 ， 通 常 是 油膜 的 1/5000， 因 此 与 我 们 施 


加 的 力 相 比 ， 是 可 以 忽略 的 。 如 果 导 轨 调 成 水 平 ， 并 消除 不 
稳定 的 气流 ， 滑 块 沿 导轨 的 运动 就 免 去 了 重力 、 靡 擦 力 和 任 
何其 他 可 探测 得 到 的 影响 。 

现在 ， 让 我 们 观察 滑 块 的 行为 。( 如 果 可 能 ， 这 些 实验 非 


49 


50 


2 牛顿 定律 


常 值 得 你 亲自 做 。) 假设 我 们 把 滑 块 置 放 在 导轨 上 ， 并 小 心地 
让 它 静 止 。 不 出 所 料 ， 滑 块 静止 ， 直 到 有 气流 冲击 它 或 某 人 
碰 动 了 仪器 。( 这 并 不 惊奇 ， 因 为 我 们 调 平 了 导轨 ， 直 到 滑 块 
一 动不动 .) 接 下 来 轻 推 一 下 滑 块 ， 让 它 自由 运动 。 运 动 似乎 
很 神秘 ， 因 为 滑 块 始终 缓慢 而 又 均匀 地 运动 ， 速 度 不 增 不 减 。 
这 与 我 们 的 日 常 经 验 不 符 。( 更 不 用 说 亚 里 士 多 德 的 格言 ， 运 
动 的 物体 ， 若 不 推 它 就 会 停止 运动 .) 滑 块 的 运动 之 所 以 神 
奇 ， 就 在 于 无 摩擦 的 运动 对 我 们 是 陌生 的 。 如 果 停 止 供 气 ， 
滑 块 会 在 摩擦 声 中 停 下 来 。 最 终 ， 摩 擦 终 止 了 运动 。 但 我 们 
已 经 能 够 前 进 了 ; 让 我 们 回 到 正常 运行 的 气垫 导轨 ， 并 拓展 
我 们 的 经 验 。 

类 似 于 一 维 的 气垫 导轨 ， 我们 可 以 做 一 个 二 维 的 气垫 桌 。 
(一 块 光 滑 的 玻璃 板 ， 上 面 放 一 块 干冰 ， 表 现 得 就 会 非常 满 
意 。 燕 发 的 干冰 自 喘 就 提供 了 气垫 6) 我 们 再 次 发 现 ， 不 受 扰 
动 的 滑 块 会 匀速 运动 。 因 为 不 能 进入 太空 ， 三 维 的 独立 运动 
难于 观测 ,但 是 让 我 们 暂时 假定 ,一 维 二 维 的 经 验 在 三 维 也 
成 立 。 我 们 因此 推测 ,所 受 的 影响 如 果 可 以 略 去 不 计 ， 物体 
会 在 空中 匀速 运动 。 


2.5 牛顿 第 二 定律 


2.4 牛顿 第 一 定律 与 惯性 系统 


描述 气垫 导轨 实验 时 ， 我 们 忽视 了 一 个 基本 的 问题 。 运 
动 只 有 相对 某 个 坐标 系 测量 时 才 有 意义 。 因 此 ， 为 描述 运动 ， 
必须 确定 一 个 坐标 系 。 对 于 沿 气垫 导轨 的 运动 ， 我 们 隐 含 地 
使 用 了 一 个 固定 于 导轨 的 坐标 系 ， 坐 标 原点 可 能 就 位 于 某 一 
端 。 然 而 ， 我 们 可 以 随意 选取 任何 坐标 系 ， 包 括 相对 导轨 运 
动 的 坐标 系 。 在 一 个 相对 导轨 匀速 运动 的 坐标 系 中 ， 未 受 二 
扰 的 滑 块 再 次 匀速 运动 ， 但 是 速度 不 同 于 固定 于 导轨 的 坐标 
系 。 这 样 的 坐标 系 称 作 惯性 系 。 并 非 所 有 的 坐标 系 都 是 惯性 
的 。 例 如， 在 相对 导轨 加 速 的 坐标 系 看 来 ， 滑 块 的 速度 会 随 
时 间 变 化 。 但 是 ， 我 们 总 可 以 找到 这 样 一 个 坐标 系 ， 孤 立 秽 
体 在 其 中 会 匀速 运动 。 第 9 章 我 们 将 再 次 回 到 这 个 议题 。 

这 就 是 牛顿 第 一 定律 的 精髓 。 这 个 定律 经 常 被 这 样 陈述 : 
“ 若 不 受 力 的 作用 ， 一 个 匀速 运动 的 物体 会 继续 匀速 运动 ,” 
但 是 潜在 的 观念 实际 上 是 孤立 物体 的 思想 。 由 于 所 有 相互 作 
用 都 随 距离 减弱 ， 孤 立 指 的 是 一 个 物体 离 其 他 物体 足够 远 ， 
从 而 相互 作用 可 以 忽略 。 总 是 可 以 找到 这 样 的 坐标 系 ， 孤 立 
物体 在 其 中 匀速 运动 。 从 这 个 观点 我 们 将 牛顿 第 一 定律 陈述 
如 下 ， 


牛顿 第 一 定律 宣称 惯性 系 存 在 。 


牛顿 第 一 定律 部 分 基于 定义 ， 部 分 基于 实验 事实 。 孤 立 
物体 在 惯性 系 中 匀速 运动 借助 了 惯性 系 的 定义 。 相 反 ， 宣 称 
惯性 系 存在 是 对 物理 世界 的 一 个 表述 。 牛 顿 第 一 定律 引起 了 
若干 问题 ， 比 如 孤立 物体 实际 上 意味 着 什么 ， 但 是 我 们 现在 
先 不 讨论 这 些 。 


2.5 牛顿 第 二 定律 


我 们 现在 转向 在 气垫 导轨 上 不 再 孤立 的 滑 块 如 何 表 现 。 
假定 我 们 用 橡皮 筋 拉 滑 块 。 当 我 们 开始 拉 伸 橡皮 筋 时 ， 滑 块 
开始 运动 。 如 采 我 们 的 手 在 滑 块 前 运动 ， 使 橡皮 筋 的 拉 伸 量 
不 变 ， 滑 块 就 会 以 极其 简单 的 方式 运动 ; 它 的 速度 均匀 增 大 。 
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滑 块 以 匀 加 速度 运动 。 
现在 假设 我 们 重复 这 个 实验 ， 但 是 换 了 不 同 的 滑 块 ， 可 
能 比 第 一 个 大 很 多 。 如 果 同 样 的 橡皮 筋 拉 伸 到 同样 的 长 度 ， 


”化 会 产生 一 个 匀 加 速度 ,但 与 上 一 种 情形 的 加 速度 不 同 。 显 


然 ， 加 速度 不 仅 依赖 于 我 们 对 物体 做 了 什么 〈 可 认为 每 次 我 
们 都 做 了 同样 的 事情 )， 而 且 依 赖 于 物体 的 茶 些 性 质 。 这 个 性 
质 称 作 质 量 。 


2.5.1 质量 


我 们 将 通过 橡皮 筋 实 验 定义 质量 的 含义 。 一 开始 ， 我 们 
可 以 任意 认定 第 一 个 物体 有 质量 m1。 我 们 可 以 定义 m1 为 一 
个 质量 单位 ,或 者 x 个 单位 的 质量 ， 这 里 z 可 以 是 任意 一 个 
方便 的 数 。 接 下 来 我 们 定义 第 二 个 物体 的 质量 为 

Q 1 


5 一 一 
U2 


式 中 ,a1 为 橡皮 筋 实验 中 第 一 个 物体 的 加 速度 ，as 为 第 二 
个 物体 的 加 速度 。 在 我 们 这 里 的 用 法 中 ， 符 号 “三 ”的 意思 
是 “定义 为 ”。 
继续 我 们 的 步骤 ， 采 用 标准 拉 伸 的 橡皮 筋 测量 其 他 物体 
的 加 速度 ， 我 们 可 以 指定 它们 的 质量 。 因 此 ， 
3 王 772 1 二 
C] 


ma = 一 
Ud 


这 个 步骤 是 直截了当 的 ， 但 我 们 还 要 说 明 它 是 有 用 的 。 我 们 
可 以 定义 某 些 其 他 的 性 质 ， 称 为 性 质 Z， 满 足 Z; 寺 Zi1(al/a2z)。 
然而 ,我 们 很 快 就 会 看 到 ， 质 量 原来 是 有 用 的 ， 性质 Z (和 
其 他 你 可 能 尝试 定义 的 量 ) 无 用 。 

用 气垫 导轨 进一步 做 其 他 实验 ， 例 如 不 用 橡皮 筋 ， 用 弹 
段 或 磁铁 产生 运动 ， 我 们 发 现 ， 只 要 对 每 个 物体 做 同样 的 事 
情 ， 不 管 产 生 的 加 速度 有 多 大 ， 加 速度 之 比 ， 因 而 质量 之 比 ， 
都 是 相同 的 。 因 此 ， 这 样 定 义 的 质量 就 与 加 速度 的 来 源 无 关 ， 
好 像 是 物体 的 内 豪 属 性 。 当 然 ， 我们 指定 给 物体 的 特定 质量 
数值 依赖 于 质量 单位 的 选择 。 重 要 的 是 任何 两 个 物体 都 有 唯 
一 的 质量 比 。 


2.5 牛顿 第 二 定律 


我 们 的 质量 定义 是 可 操作 定义 的 一 个 例子 。 可 操作 的 含 
义 是 ,定义 是 用 我 们 完成 的 实验 来 确定 ， 而 不 是 用 抽象 的 概 
念 ， 比 如 “质量 是 对 物体 抵抗 运动 变化 的 度量 ”。 当 然 ， 在 一 
个 很 简单 的 实验 中 可 以 隐 含 很 多 抽象 的 概念 。 例 如 ， 测 量 加 
速度 时 ， 我 们 心照 不 宣 地 认为 彻底 理解 了 惯性 系 ， 空 间 和 时 
间 也 是 如 此 。 虽 然 我 们 直觉 的 想法 在 这 里 是 合适 的 ,但 我 们 
将 会 看 到 ， 在 讨论 相对 论 时 ， 测 量 杆 和 时 钟 的 行为 本 身 就 属 
于 实验 ， 质 量 概念 本 里 也 需要 拓展 。 

由 于 操作 性 定义 原则 上 只 限于 能 够 完成 操作 的 情形 ， 它 
们 理论 上 或 许 令 人 满意 ， 实 际 上 却 有 可 能 是 无 用 的 。 然 而 ， 

这 通常 不 成 问题 ; 物理 通过 建立 一 系列 的 理论 和 实验 而 向 前 
发 展 ， 可 以 让 我 们 采用 方便 的 测量 方法 ,但 它们 最 终 是 基于 
操作 性 定义 。 例 如 ， 物 体 所 受 的 引力 正比 于 它 的 质量 。 由 于 
重量 与 质量 成 正比 ， 人 们 可 以 简单 地 用 比较 重量 来 比较 质量 。 
比如 ， 确 定 山 的 质量 最 实用 的 方法 是 观察 它 对 检验 物体 的 引 
力 ， 例 如 ， 对 一 个 悬挂 的 铅 锤 ， 这 实质 上 是 比较 山 与 地 球 的 

质量 。 pond gt 就 需要 施加 一 个 标准 的 力 ， 
测量 山 的 加 速度 。 退 一 步 说 ,这 是 不 实用 的 。 苹 运 的 是 ， 两 
pnw 

我 们 对 实验 室 的 物体 通过 实验 定义 质量 ; 我 们 不 能 事先 
声称 结果 在 更 大 或 更 小 的 尺度 是 否 一 致 。 事 实 上 ， 物 理学 的 
目标 之 一 就 是 发 现 这 样 定义 的 局 限 性 ， 因 为 局 限 性 常会 揭示 
新 的 物理 规律 。 不 管 怎样 ， 若 要 操作 性 定义 有 用 ， 它 必须 有 
广阔 的 应 用 范围 。 例 如 ， 我 们 的 质量 定义 不 仅 对 地 球 上 的 物 
体 适 用 ， 而 且 对 于 行星 ， 其 至 银河 在 巨大 尺度 上 的 运动 也 适 
用 。 如 果 最 终 我 们 遇 到 了 操作 不 再 给 出 预期 结 末 的 情形 ， 对 
此 也 不 必 惊 讶 ，。 

现在 我 们 已 经 定义 了 质量 ,， 接 下 来 关注 力 的 概念 。 


.5 的 


用 一 根 拉 伸 的 橡皮 筋 作 用 到 检验 质量 上 ， 我 们 将 这 一 操 
作 描 述 为 施加 一 个 力 。 我 们 再 一 次 有 了 一 个 操作 性 的 定义 ， 
回避 力 是 什么 这 一 问题 ， 只 限于 描述 力 是 如 何 产 生 的 一 一 把 橡 
皮 筋 拉 伸 一 定 的 量 。 当 我 们 施 力 后 ， 检 验 质量 以 某 个 比率 a 加 
速 。 如 果 使 用 两 根 并 在 一 起 拉 伸 的 橡皮 筋 ， 我 们 会 发 现 质 量 以 


33 


54 


2 牛顿 定律 


比率 2a 加 速 ， 如 于 在 相反 的 方 问 施加 力 ， 加 速度 为 去。 因此 ， 
橡皮 筋 的 效果 可 以 代数 相 加 ， 至 少 对 直线 运动 是 这 样 。 
把 作用 在 单位 质量 上 产生 单位 加 速度 的 力 定 义 为 单位 力 ， 


”我 们 就 能 建立 一 个 力 的 标 度 。 从 我 们 的 实验 可 得 ，F 单位 的 


力 会 以 下 单位 加 速度 加 速 单位 质量 。 由 质量 的 定义 ， 力作 
用 在 质量 m 上， 会 产生 FX (1/m) 单位 加 速度 。 因 此 ， 作 
用 在 质量 mx 上 的 力 F 产生 的 加 速度 为 4 二 FF/m。 按 我 们 熟悉 
的 顺序 ， 可 将 此 写成 F 二 ma。 

在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 是 牛顿 (N)， 质量 的 单位 是 
千克 〈kg)。 没 有 给 加 速度 指定 特殊 的 单位 ， 它 的 单位 以 米 
每 秒 每 秒 (m/s:) 这 个 形式 被 引用 。 在 2.7 节 会 更 详细 地 讨 
论 单位 。 

我 们 已 经 集中 讨论 了 一 维 运 动 。 很 自然 地 会 认为 ， 对 于 
三 维 运动 , 力 ， 如 同 加 速度 一 样 ， 具 有 矢量 的 性 质 。 虽 然 这 
是 实情 ， 但 也 并 非 显 而 易 见 。 例 如 ， 如 果 质 量 在 不 同 的 方向 
是 不 同 的 ， 加 速度 与 力 将 不 平行 ， 力 和 加 速度 就 不 能 用 一 个 
简单 的 矢量 方程 联系 起 来 。 虽 然 质 量 在 不 同 的 方向 有 不 同 的 
值 这 一 观念 很 荒诞 ， 但 也 并 非 不 可 能 。 实 际 上 ， 物 理学 家 对 
这 个 假说 已 经 完成 了 灵敏 的 检验 ， 没 发 现任 何 偏差 。 所 以 ， 
我 们 可 以 将 质量 处 理 为 一 个 标量 ， 即 一 个 简单 的 数值 ， 记 为 

F=ma 
这 就 是 牛顿 第 二 运动 定律 ， 是 我 们 接 下 来 大 量 讨论 的 基础 。 

有 必要 强调 的 是 ， 力 不 仅仅 是 一 个 定义 。 例 如 ， 如 采 我 
们 观测 到 在 气垫 导轨 上 质量 为 的 滑 块 以 比率 a 开始 加 速 ， 
这 会 诱惑 我 们 断定 观察 到 了 一 个 力 = 二 ma 。 虽 然 诱 人 ,但 却 
是 错 的 。 原 因 在 于 力 总 是 源 于 系统 间 真 实 的 物理 相互 作用 。 
相互 作用 具有 科学 的 含义 : 加 速度 只 是 它们 的 结果 。 物 体 与 
环境 隔离 得 足够 远 ， 就 可 以 消除 所 有 的 相互 作用 一 一 一 个 惯 
性 系 一 一 我 们 预测 它 会 做 匀速 运动 。 

你 可 能 会 怀疑 ， 将 物体 与 环境 完全 隔离 是 否 可 能 。 幸 运 
的 是 ， 据 我 们 所 知 ， 答 案 是 肯定 的 。 因 为 相互 作用 随 距 离 减 
弱 ， 为 使 相互 作用 可 略 ， 所 要 做 的 就 是 将 其 他 物体 移 得 足够 
远 。 能 延伸 到 最 大 距离 的 力 是 我 们 所 熟悉 的 引力 和 库仑 力 。 
这 些 力 以 1/r? 方式 衰减 ， 式 中 r 是 距离 。 大 多 数 力 衰减 得 更 
快 。 例如， 分 开 的 原子 之 间 的 力 以 1/r’ 方式 衰减 。 将 物体 分 
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开 得 足够 远 ， 就 可 以 把 相互 作用 减弱 到 任意 的 程度 。 
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牛顿 第 三 定律 明确 表明 力 必须 是 某 种 相互 作用 的 结果 ， 
第 三 定律 声称 ， 力 总 是 成 对 出 现 ， 大 小 相等 ， 方 向 相反 : 如 
果 物 体 b 在 物体 a 上 施加 一 个 力 F;， 则 必 有 物体 a 在 物体 b 
上 施加 的 一 个 力 Fb， 且 Fb 二 一 F,。 从 来 不 存在 只 有 独自 一 
个 力 ， 而 没有 配对 的 力 。 第 4 章 我 们 将 看 到 ， 第 三 定律 直接 
导致 一 个 强大 的 守恒 律 : 动量 守恒 。 

如 果 牛 顿 第 二 定律 是 有 意义 的 ， 第 三 定律 就 是 必 不 可 少 
的 : 没有 它 ， 就 无 从 知晓 加 速度 是 否 来 自 一 个 真实 的 力 ， 或 者 
仅仅 是 非 惯性 系 中 存在 的 一 个 人 为 效应 。 如 果 加 速度 源 于 力 ， 
那么 在 宇宙 的 某 处 必 有 一 等 值 反 向 的 力作 用 在 其 他 物体 上 。 


例 2.1 惯性 和 非 惯性 系 

-牛顿 第 二 定律 下 二 ma 只 在 惯性 系 中 上 成立。 惯性 系 的 
概念 貌似 微不足道 ， 因 为 地 球 提供 了 一 个 相当 好 的 惯性 参 
考 系 ， 非 惯性 的 效应 在 小 尺度 不 容易 觉察 到 。 然 而 ， 我 们 
现在 就 要 展示 ， 惯 性 系 的 概念 并 非 无 关 紧 要 。 

外 星人 入 侵 了 星际 空间 警 局 ;盗窃 了 一 架 航天 飞机 ， 
开始 光 窜 。 两 稻 字 宙 飞 船 出 发 去 追击 ; 飞船 A 由 指挥 官 埃 
尔 哈 特 指挥 ， 飞 船 B 由 指挥 官 赖 特 指挥 。 为 了 拦截 飞机 ， 
指挥 官 必须 确定 飞机 是 在 加 速 还 是 在 自由 滑行 。 为 简单 起 
见 ， 我们 假定 A、B 和 飞机 都 沿 同一 条 直线 运动 。 

指挥 官 埃 尔 哈 特 凭借 她 的 超级 -LIDAR (激光 雷达 ) 功 
能 ， 在 一 系列 时 间 点 测量 了 到 飞机 的 距离 。 为 画 出 拦截 路 
线 ， 她 建立 了 一 个 沿 着 运动 直线 的 坐标 系 ， 原 点 位 于 她 的 
飞船 ， 在 一 系列 的 时 间 点 测量 到 航天 飞机 的 距离 ZA (1)。 
由 xzA(t)， 她 计算 出 飞机 的 速度 vA 一 之 A 和 加 速度 aA 一 
人 A。 图 中 显示 的 结果 是 清楚 的 ; 距离 随时 间 的 二 次 方 而 
变化 。 她 推断 被 偷 飞 机 的 速度 随时 间 线 性 变化 ， 因 而 它 的 
加 速度 是 常量 。 

埃 尔 哈 特 从 她 的 数据 计算 出 ， 飞 机 以 QA 一 1000 m/s? 
在 加 速 。 她 断定 飞机 的 火箭 发 动机 是 打开 的 ， 发 动机 作用 
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在 飞机 上 的 力 是 Fa=aAM.:=1000(m/s:)XMs(kg)， 这 
里 Ms 为 飞机 的 质量 。( 注 意 方程 的 右边 有 单位 ， 惟 是 我 们 


”预期 的 力 的 单位 kg。 m/s*。) 指挥 官 赖 特 用 同样 的 方法 ， 


却 得 到 了 不 同 的 加 速度 : 4B 二 950 my/sz 。 他 断定 作用 在 飞 
机 上 的 力 为 FB 一 wBM、 王 950(my/s:)XM(Ckg)。 不 一 致 很 
严重 ， 因 为 如 果 不 同 的 观察 者 对 作用 在 一 个 系统 上 的 力 得 
到 不 同 值 ， 至 少 他 们 之 中 有 一 个 是 错 的 。 幸 亏 他 们 都 学 过 
物理 ， 对 力学 规律 很 自信 ， 就 开始 着 手 消除 这 个 差异 。 

赖 特 和 埃 尔 哈 特 想起 牛顿 定律 只 在 惯性 系 中 成 立 。 他 
们 如 何 确定 他 们 的 系统 是 不 是 惯性 系 呢 ? 埃 尔 哈 特 确认 好 
的 发 动机 都 没 运行 ， 附 近 也 没有 其 他 物体 施加 力 。 她 断定 
她 在 一 个 孤 立 的 系统 中 ， 因 而 应 该 是 惯性 的 。 为 确认 这 一 
吉 。 她 做 了 一 简单 而 又 灵敏 的 实验 。 她 小 心地 释放 她 的 花 
生效 三 明治 ， 看 到 它 在 她 面前 漂浮 ;没有 运动 。 由 于 三 明 
治 的 加 速度 可 以 略 去 不 计 ， 她 断定 她 的 确 是 在 惯性 系 中 。 
理由 如 下 : 只 要 埃 尔 哈 特 拿 着 三 明治 ， 它 就 有 与 飞船 一 样 
的 速度 和 加 速度 。 然 而 ， 一 旦 三 明治 被 释放 ， 就 没有 力 对 
它 作 用 ， 这 里 我 们 假定 可 忽略 与 飞船 的 引力 和 电 相互 作用 、 
气流 等 等 。 三 明治 就 代表 了 一 个 孤立 的 物体 。 如 果 飞 船 本 
身 在 加 速 ， 三 明治 就 应 该 相对 于 船体 加 速 。 因 为 三 明治 没 
这 样 ， 所 以 飞船 也 是 一 不 惯性 系 。 

。 挨 尔 哈 特 测 得 的 对 飞机 的 力 一 定 是 正确 的 ， 因 为 它 是 
在 惯性 系 中 测 得 的 。 但 是 对 指挥 官 赖 特 的 测量 ， 我 们 能 说 
什么 呢 ? 为 回答 这 个 问题 ， 我 们 看 一 看 二 A 和 xB 的 相对 
位 置 。 


从 :图 中 看 出 ， 关 NA( 芍 三 RE 十 Xi 这 里 (BW) 是 BB 
相对 A 的 位 置 。 对 时 间 求 导 两 次 ， 我 们 有 


从 A 二 :区 针尖 (1) 
因为 系统 A 是 惯性 的 ， 夺 顿 第 二 定律 应 用 到 飞机 ， 
则 有 
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Pag Me i 《2 

这 里 ，FF 冯 实 为 作用 在 飞机 上 的 真实 力 。B 观测 到 的 表 观 力 

se eb a i 的 结果 ， 就 
得 到 
FB am =Ms A My xx -Ms \ 

赖 特 只 在 蔷 =0 时 ， 才 可 能 测 到 真实 力 。 然 而 ， 只 有 

B 相对 A 多 速 运动 时 才 有 六 一 0。 赖 特 怀 疑 这 并 非 实 情 ， 
也 试 着 做 了 漂浮 三 明治 实验 。 令 他 乾 砍 的 是 ， 他 发 现 三 明 

治 并 未 处 于 静止 状态 。 检 查 飞 船 后 发 现 ; 一 个 助理 工程 师 ， 
不 小 心 让 一 个 火箭 发 动机 在 运行 。 结果， 赖 特 的 系统 不 是 
惯性 的 ， 而 是 相对 A〈 可 假定 相对 宇宙 的 其 他 部 分 ) 以 

50 m/s? 在 加 速 。 | ge 

力 的 值 与 埃 尔 哈 特 相同 。 


上 例 处 理 的 是 直线 运动 ， 这 个 结果 很 容易 推广 到 三 维 。 


如 果 R 是 从 坐标 系 (z+，y，x) 的 原点 到 坐标 系 (zx’， yz) 


的 原点 的 矢量 ， 从 图 中 可 以 看 出 ，r 二 r 一 R。 如 果 在 坐标 
系 (x，y，x) 中 的 加 速度 是 x ， 作 用 在 Ms 上 的 表 观 
力 为 


玉 表 观 一 了 F 真 灾 一 MsR 


如 果 R = 二 0， 则 到 观 二 了 真 交 ， 这 意味 着 第 二 个 坐标 系 也 是 惯 
性 的 。 事 实 上 ， 这 里 我 们 只 是 证 明了 早期 我 们 就 表明 的 ， 相 
对 惯性 系 匀 速 运动 的 任何 参考 系 也 是 惯性 的 。 


2.6.1 惯性 力 


在 非 惯 性 系 中 进行 测量 ， 有 时 是 方便 的 ， 也 可 能 是 必需 
的 。 地 球 提供 了 一 个 典型 的 例子 ; 地球 的 表面 对 于 许多 用 途 
来 说 都 构成 了 一 个 相当 好 的 惯性 系 ， 但是， 由 于 地 球 的 转动 ， 
它 并 非 严 格 惯性 的 。 其 中 一 个 结果 就 是 科 里 奥 利 力 ， 这 会 在 
第 9 章 解 释 ， 它 会 引起 大 尺度 气象 系统 的 旋转 。 男 一 个 是 仁 
科 摆 的 进 动 一 一 一 个 没有 明显 驱动 力 的 圆周 加 速度 一 一 在 许 
多 科学 博物 馆 中 都 有 展 出 。 

为 了 从 非 惯 性 系 的 观测 中 得 到 正确 的 运动 方程 ,我们 需 
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要 做 什么 呢 ? 答案 就 在 关系 式 F 表 观 二 F 丰 交 一 MR 之 中 。 我 
们 可 以 将 最 后 一 项 处 理 成 一 个 附加 力 。 因 为 它 不 是 真实 的 
力 一 一 不 涉及 相互 作用 一 一 我 们 把 它 称 作 惯性 力 。 因 此 ， 有 


关系 式 ， 


五 表 观 一 五 真实 十 下 惯性 


这 里 ，Fim 竹 二 一 MR 。M 是 粒子 的 质量 ，R 是 非 惯 性 系 相 
对 任何 惯性 系 的 加 速度 。 

解决 某 些 问题 时 惯性 力 是 有 用 的 ， 但 是 处 理 它们 时 需要 
小 心 。 在 目前 这 个 研究 阶段 它们 容易 引起 混乱 ， 为 此 我 们 暂 
时 回避 它们 ， 只 采用 惯性 系 。 后 面 第 9 章 ， 我 们 会 严格 讨论 
惯性 力 ， 并 学 习 如 何 处 理 它们 。 


一 些 注 意 事项 

牛顿 定律 可 以 清晰 目 洽 地 表述 ， 但 是 应 意识 到 还 有 一 些 
基本 的 困难 不 能 绕 过 。 对 牛顿 物理 的 概念 更 熟悉 后 ， 在 后 面 
的 几 章 ， 我 们 再 回顾 它们 。 然 而 ， 有 几 点 最 好 现在 就 记 住 。 

1. 你 已 经 信 了 我 们 的 话 ， 我 们 用 来 定义 质量 、 发 展 牛 顿 
第 二 运动 定律 的 实验 确实 给 出 了 所 要 的 结果 。 如 果 情 况 并 非 
总 是 如 此 ， 也 无 须 感 到 意外 (虽然 第 一 次 发 现时 令 人 相当 震 
惊 ) 。 例 如 ， 当 粒子 高 速 运动 ， 爱 因 斯 坦 的 狭义 相对 论 预 言 的 
效应 变 得 重要 时 ， 我 们 建立 的 质量 标 度 就 不 再 自治 了 。 我 们 
所 定义 的 质量 ， 现 在 被 称 作 静止 质量 mo ， 而 一 个 更 有 用 的 量 
是 m= 二 mo/V1 一 v2:/c?: ， 这 里 c 是 光速 ，v 是 粒子 的 速度 。 
对 于 v<&c 的 情形 ，m 和 mo 相差 无 几 。 我 们 的 果 面 实验 并 没 
有 让 我 们 发 现 更 普遍 的 质量 表达 式 ， 原 因 就 在 于 ， 即 便 是 常 
见 的 最 大 速度 ， 比 如 航天 器 绕 地 球 运行 的 速度 ，w/c 宕 3 藉 
10-”，7m 和 mo 只 相差 10" 分 之 几 。 

2. 牛顿 定律 描述 了 质点 的 行为 。 如 果 与 相互 作用 的 距离 
相 比 ， 物 体 是 小 的 ， 这 没有 问题 。 例 如 ， 地 球 和 太阳 远 小 于 
它们 的 距离 ， 对 于 许多 问题 来 说 ， 它 们 的 运动 可 以 描述 为 位 
于 它们 各 自 中心 的 质点 的 运动 。 然 而 ， 幸 运 的 是 ， 我 们 处 理 
理想 质点 的 近似 不 是 必需 的 ， 如 果 我 们 希望 描述 大 物体 的 运 
动 ， 很 容易 将 牛顿 定律 推广 ， 第 4 章 我 们 就 会 这 样 做 。 讨 论 
由 10* 个 原子 组 成 的 刚体 的 运动 ， 比 起 单个 质点 的 运动 ， 原 
来 也 难 不 到 哪里 去 。 


2.7 基本 单位 和 物理 标准 


3. 牛顿 定律 处 理 质点 ， 对 于 连续 的 系统 如 流体 就 很 不 适 
合 。 我 们 不 能 将 二 ma 直接 应 用 于 流体 ， 这 里 力 和 质量 都 
是 连续 分 布 的 。 然 而 ， 牛 顿 力 学 推广 后 可 以 处 理 流 体 ， 并 提 
供 流体 力学 的 基本 原理 。 

对 牛顿 力学 现在 的 形式 来 说 ， 很 麻烦 的 一 个 系统 是 电磁 
场 。 这 种 场 存 在 时 会 引起 矛盾 。 例 如， 两 个 带电 体 的 电 相 互 
作用 实际 上 是 通过 它们 激发 的 电场 作用 的 。 从 一 个 粒子 到 男 
一 个 的 相互 作用 不 是 瞬时 传播 的 ， 而 是 以 光速 传播 。 在 传播 
过 程 中 ， 牛 顿 第 三 定律 是 明显 破坏 的 ; 作用 在 粒子 上 的 力 不 
是 等 值 反 向 的 。 类 似 的 问题 在 引力 和 其 他 相互 作用 中 也 会 出 
现 。 然 而 ， 牛 顿 力学 只 要 不 被 误 用 ， 问 题 就 不 会 那么 多 。 简 
单 的 处 理 就 是 ， 场 具有 的 力学 性 质 ， 像 动量 和 人 能量， 在 分 析 
中 必须 包含 进来 。 从 这 个 观点 来 看 ,不 存在 简单 的 两 粒子 系 
统 。 然 而 ， 对 许多 系统 来 说 ， 场 可 以 加 以 考虑 ， 矛盾 在 牛顿 
体系 中 就 可 以 化 解 。 


2.7 基本 单位 和 物理 标准 


长 度 、 时 间 和 质量 的 概念 对 物理 的 每 个 分 支 都 是 基本 的 。 
长 度 、 时 间 和 质量 的 单位 称 作 基本 单位 ， 由 一 套 物 理 标 准 来 
定义 ， 并 伴 有 使 用 它们 的 描述 程序 。 基 本 单位 不 仅仅 是 实用 
便利 的 事情 : 因为 它们 体现 了 基本 的 概念 ， 是 物理 学 的 基础 。 
本 节 对 基本 单位 和 由 它们 导出 的 单位 制 给 出 一 个 简短 的 描述 ， 
它们 用 在 整个 物理 中 。 

基本 单位 有 两 个 作用 。 定 义 和 复 制 基 本 单位 的 精度 为 所 
有 其 他 计量 标准 的 准确 性 设置 了 一 个 限度 。 在 某 些 情形 ， 精 
度 高 得 难以 置信 一 一 比如 ， 时 间 可 以 测量 到 107 分 之 几 。 在 
更 深 的 层次 ， 与 一 个 物理 量 的 标准 一 致意 味 着 接受 这 个 量 的 
一 个 操作 性 定义 。 人 例如， 时间 的 现代 观点 为 时 间 是 由 时 钟 测 
量 的 。 因 此 时 间 的 性 质 只 能 通过 研究 时 钟 的 性 质 来 获得 。 这 
不 是 个 无 足 轻重 的 观点 ; 所 有 时 钟 的 计时 率 都 受 引 力 和 运动 
影响 (在 第 9 章 和 第 12 草 会 讨论 这 些 ) ， 除 非 我 们 愿意 接受 
时 间 本 身 也 受 运动 和 引力 影响 ， 否 则 我 们 就 会 陷入 概念 的 困 
境 ， 实 用 上 也 可 能 融 来 严重 问题 。 例 如 ， 和 若 忽 略 相 对 论 效应 ， 
全 球 定 位 系统 (GPS) 就 不 能 正常 工作 。 更 进一步 ， 没 人 知 
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道 时 钟 在 超 强 引 力 场 中 如 何 工 作 ， 比 如 ， 在 黑洞 中 ， 时 空 的 
性 质 尚 未 弄 清楚 。 

一 旦 一 个 物理 量 用 一 个 测量 程序 定义 了 ， 为 了 理解 它 的 
性 质 ， 我 们 必须 求助 于 实验 ， 而 不 是 预想 的 观念 。 为 了 对 比 
这 个 操作 性 观点 与 非 操 作 性 方法 ， 例 如 ， 考 虑 牛顿 的 时 间 定 
义 :“ 绝 对 的 、 真 实 的 和 数学 的 时 间 ， 目 身 地 、 本 性 地 、 均 匀 
流逝 着 ， 与 任何 外 在 的 事物 无 天 。 这 在 哲学 和 心理 上 更 具 吸 
引力 ， 但 是 很 难看 出 如 何 使 用 这 个 定义 。 牛 顿 的 时 间 观 念 是 
形而上学 的 《〈 非 物理 的 ) 。 

物理 量 所 依赖 的 操作 商定 后 ， 接 下 来 的 任务 就 是 建立 一 
个 最 精确 的 实用 标准 来 确定 它 。 在 过 去 ， 物 理 标 准 通 常 是 特 
殊 的 物体 一 一 人 工 制品 一 一 所 有 其 他 的 测量 都 参照 它 。 因 而 ， 
长 度 的 单位 ， 米 ， 是 铂 铁合金 棒 上 两 道 刻 痕 的 距离 ， 质 量 的 
单位 是 一 个 铀 铁 圆 柱 体 。 这 样 的 人 工 制品 有 严重 的 缺陷 。 由 
于 标准 必须 严密 保存 ， 实 际 的 测量 时 第 与 背 失 一 定 精度 的 二 
次 标准 打交道 。 人 工 制 品 具 有 内 让 的 局 限 性 。 以 米 标准 为 例 ， 
精度 受 限 于 确定 米 间 隔 的 刻 痕 的 模糊 性 。 最 后 一 点 ， 人 工 制 
品 在 科学 界 不 能 广泛 应 用 ， 它 们 必须 保留 在 一 个 单独 的 计量 
实验 室 里 。 

今天 大 多 数 物 理 标 准 不 是 基于 人 工 制 品 ， 而 是 原子 或 原 
子 现象 。 这 些 所 谓 的 自然 或 原子 单位 可 以 被 任何 人 用 规定 的 
仪器 复制 。 这 样 的 单位 常常 与 基本 的 实验 联系 在 一 起 。 随 痢 
实验 技术 的 进步 ， 标 准 的 精度 也 会 提升 。 长 度 成 为 第 一 个 原 
子 的 基本 单位 ， 它 定义 为 由 一 个 特殊 原子 所 发 出 的 一 条 特殊 
谱 线 的 波长 的 特定 倍数 。 时 间 的 单位 ， 作 为 第 二 个 原子 的 基 
本 单位 ， 定 义 为 在 一 个 特殊 原子 内 振动 特定 次 数 所 用 的 时 间 。 
质量 是 自然 单位 的 最 后 一 个 例外 。 直 到 2013 年 ， 法 定 的 千克 
是 一 个 铂 贸 人 工 制品 的 质量 ,保存 在 法 国 巴 黎 的 BIPM ( 国 
际 计 量 局 的 法 语 缩写 ) 。 然 而 ， 这 一 状况 有 望 在 不 久 的 将 来 被 
改变 ， 千克 将 要 用 电 的 和 量子 的 测量 来 定义 。 

这 里 是 时 间 、 长 度 和 质量 标准 的 简 述 。 


2.7.1 时 间 


历史 上 ， 时 间 是 用 地 球 的 转动 来 测量 的 。 直 到 1956 年 ， 
基本 单位 秒 ,仍然 被 定义 为 平均 太阳 日 的 1/86400。 然 而 ， 
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地 球 的 转动 周期 不 像 我 们 期 望 的 那样 是 不 变 的 。 由 于 大 气 潮 
汐 和 地 核 的 运动 ， 每 天 会 发 生 10’ 分 之 一 的 变化 。 因 为 地 球 绕 
太阳 的 运动 不 受 这 些微 扰 影响 ,在 20 世纪 60 年 代 初 期 秒 
用 平均 太阳 年 来 定义 ， 精 度 可 达 10'5 分 之 几 。 然 而 ，20 世纪 
50 年 代 ， 发 明了 原子 钟 ， 从 而 有 可 能 用 原子 中 天 然 的 微波 频 
率 来 测量 时 间 。1967 年 ， 秒 被 定义 为 饮 -133 的 超 精细 跃迁 的 
9 192 637 770 个 周期 的 时 间 。 初 始 的 精度 为 101 分 之 一 ， 多 
年 以 后 被 提升 到 10” 分 之 一 。 新 一 代 的 原子 钟 基于 光学 跃迁 ， 
精度 可 达 10: 分 之 几 或 更 高 。 到 目前 为 止 ， 时 间 是 最 精确 定 
义 的 基本 量 ， 


2. 了 -之 北上 度 


在 1795 年 制定 米 制 时 ， 一 致 同意 ， 米 一 一 长 度 的 单 
位 一 一 不 能 用 被 一 个 国家 拥有 的 人 工 制 品 来 定义 ， 而 应 该 采 
取 对 所 有 人 都 可 用 的 标准 : 地 球 。 米 被 定义 为 沿 着 敦 刻 尔 克 - 
巴塞 罗 那 子午 线 从 赤道 到 北极 之 间距 离 的 千 万 分 之 一 。 这 样 
的 距离 不 可 能 准确 地 测量 (事实 上 由 于 地 球 的 变形 ， 它 也 会 
变化 )， 因 而 在 1889 年 ， 米 被 重新 定义 为 保存 在 国际 标准 计 
量 局 的 铂 镀 合 金 棒 上 两 道 刻 痕 的 间 中 。 然 而 ， 几 乎 在 同一 时 
间 ， 物 理学 家 迈克 尔 孙 发 明了 用 光 的 波长 精确 测量 距离 的 方 
法 ， 亦 即 创 造 了 一 个 原子 单位 。 大 约 经 过 了 70 年 ， 米 被 法 定 
采纳 为 一 个 原子 单位 : 氮 -86 的 橙 红 谱 线 波长 的 1650 763.73 
倍 的 距离 。 这 个 标准 的 精度 是 108 分 之 几 。 激 光 和 激光 光谱 学 
的 出 现 很 快 使 这 一 定义 过 时 了 。 在 测量 光速 c 时 ， 限 制 因 素 
原来 是 测量 距离 的 精度 ， 或 更 确切 地 ， 与 之 比较 的 波长 的 精 
度 。 结 果 ， 推 理 被 反 转 ， 真 空 的 光速 被 给 予 指定 值 < 一 299 
792 458 m/s。 米 则 被 重新 定义 为 光 在 1/c 秒 传播 的 距离 。 因 
此 ， 米 现在 是 一 个 导出 单位 ， 而 非 初 级 单位 。 


2. 7.3 质量 


在 三 个 基本 单位 中 ,质量 是 唯一 的 用 人 工 制 品 定义 的 . 


(至 少 到 2013 年 ), 但 是 这 一 缺陷 有 望 最 终 被 消除 。 干 殉 是 国 
际 原 器 (“le grand K”) 的 质量 ,一 个 铂 久 合金 的 圆柱 体 ， 保 
存在 国际 标准 计量 局 。 副 基准 可 与 之 比 对 ， 精 度 大 约 在 10” 分 
之 一 ， 但 是 现在 已 经 了 解 到 原 器 和 副 基准 的 质量 都 会 随 着 时 
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间 漂 移 ， 达 到 105 分 之 一 。 在 一 个 称 作 量子 国际 单位 制 中 ， 利 


用 原子 常量 定义 千克 的 计划 已 经 提出 。 这 不 仅 能 避免 质量 原 
需 的 不 稳定 性 ， 也 为 寿 干 基本 的 物理 常量 提供 了 更 高 的 精度 。 


2.7.4 单位 制 


虽然 定义 质量 、 长 度 和 时 间 的 标准 被 整个 科学 界 接受 ， 
各 种 各 样 的 单位 制 仍 在 使 用 。 在 科学 中 广泛 采用 的 ， 也 是 物 
理 中 普遍 使 用 的 单位 制 ， 是 国际 单位 制 ， 缩 写 为 SI1 (代表 法 
语 Systeme International d’” Unit es) 。 这 在 大 多 数 国 家 是 法 
定单 位 制 ， 除 了 美国 这 个 显著 的 例外 。SI 的 长 度 、 质 量 和 时 
间 的 基本 单位 是 米 、 千 克 和 秒 。 与 此 相关 的 另 一 个 单位 制 ， 
CGS (分 别 代表 厘米 、 克 和 秒 ) 制 ， 与 国际 单位 制 相 比 ， 只 
差 一 个 比例 因子 。CGS 制 在 较 老 的 数据 库 里 使 用 ， 偶 尔 也 用 
在 化 学 和 生物 研究 领域 。 另 外 一 个 单位 制 ， 英 制 ， 只 在 英国 
和 北美 的 非 科 学 测量 中 使 用 ， 同 时 英国 也 使 用 国际 单位 制 。 
英制 与 国际 单位 制 通过 法 定 的 比例 因子 转换 ; 例如 ， 英 寸 法 
定 为 2.54 cm。 我 们 主要 采用 的 是 国际 单位 制 ， 偶尔 会 用 到 
英制 。 

表 中 列 出 SI、CGS 制 和 英制 的 一 些 基 本 单位 。 


SI CGS 制 英制 
长 度 ] 米 (m) 1 厘米 (cm) 1 英寸 (in) 
质量 1 千克 (kg) 1] 克 (g) 1 slug 
时 间 1 秒 (s) 1 秒 (Cs) 1 秒 (Cs) 

加 速度 1 m/s’ ] cm/s’ 1 ft/s2 卫 

1 牛 (N) 1 达 因 (dyne) 1 磅 (1b) 
一 ] kg* m/s? =] g* cm/s’ =] slug * ft/s’ 
Q@ ft， 即 英尺 。 

这 里 给 出 这 几 个 单位 制 的 一 些 有 用 关系 式 。 
1] m 王 100 cm ] m39.4 in 
] ft=12 in 1 mile=5280 ft 
l kg=1000 g ] slugS14.6 kg 
1 N= 10° dyne 1 NG0.224 jb 


英制 质量 的 单位 为 slug， 即 1 lb 的 力 引起 1 ft/s: 加 速度 
所 对 应 的 质量 。 这 个 单位 比较 陈旧 。1 slug 的 重量 大 约 是 32 
lb。 磅 一 词 有 时 也 误 用 作 质 量 的 单位 。 这 样 使 用 时 ， 指 的 是 
在 地 球 表面 受 1 lb 引力 所 对 应 的 质量 ,大约 0. 454 kg。 我 们 
要 避免 这 种 混乱 的 用 法 。 

我 们 时 常 要 处 理 比 基 本 单位 很 大 或 很 小 的 量 ， 所 以 在 国 


2.8 量 纲 代数 


际 单位 制 中 提供 了 基于 10 的 医 次 方 〈 正 或 负 ) 的 词 头 ， 可 以 
与 基本 单位 相 乘 。 最 篆 用 的 词 头 列 在 附录 C 中 。 


2.8 量 纲 代 数 


除非 单位 一 致 ， 否 则 物理 方程 就 没有 意义 。 本 书 中 ， 量 
纲 一 词 指 的 是 物理 量 (最 终 要 用 质量 、 长 度 和 时 间 的 单位 来 
表示 ) 的 类 型 ， 与 数学 的 用 法 不 同 ， 那 里 指 的 是 确定 一 个 点 
所 需要 的 坐标 个 数 。 

检查 计算 结果 很 有 用 的 一 步 就 是 看 最 终结 果 两 边 的 单位 
是 否 一 致 。 帮 不 一 致 ， 肯 定 在 哪里 有 错误 。 即 便 方 程 有 物理 
意义 ， 有 时 它们 看 上 去 也 可 能 不 一 致 ， 这 只 是 由 于 单位 需要 
调整 。 例 如 ， 方 程 的 左边 用 米 表 示 ， 右 边 用 千 米 。 

幸运 的 是 ， 物 理 单位 都 有 一 个 很 好 的 性 质 ， 它 们 可 以 当 
作 代 数量 处 理 。 例 如 ， 关 系 式 : 

1 千 米 = 二 1000 米 

可 以 等 价 地 写 为 


工 干 米 

1000 米 

右边 的 表达 式 称 为 换算 因子 ， 可 以 像 普 通 的 代数 量 那样 操作 。 
问题 的 解 中 可 能 有 各 种 单位 ， 为 使 错误 减 到 最 少 ， 就 需 

要 一 套 调 整 它们 的 系统 程序 。 人 例如， 假设 将 3.5 m 的 长 度 用 

cm 表示 ， 我 们 就 从 已 知 的 关系 式 1 m 二 100 cm 开始 。 想 法 就 

是 将 换算 因子 看 作 一 个 代数 关系 ， 其 中 的 数 和 单位 都 当 作 代 

数量 处 理 。 将 换算 因子 写成 一 个 带 “ 单 位 ”的 比值 ， 则 有 


外 FE 


100 cm 
1] m 


(3.5m) ( )=350 em 


单位 形式 地 相 消 。 如 果 我 们 想 把 长 度 从 cm 换 成 m， 换算 因 
子 就 是 1 m/100 cm 。 


例 2.2 单位 换算 

地 球 到 太阳 的 平均 距离 是 9300 万 英里 。 利用 换算 因子 
型 mile 一 5280 fty {t= 19in, 1 in=2. 4 cm, -100 om=1 
m， 用 米 表示 这 个 距离 。 | SU 
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我 们 将 换算 因子 合 在 一 起 ， 可 一 步 得 到 答案 ， 


eax mio) (PoE) (FR) TE i 


=1.5X10n m et 
单位 相 消 后 在 结果 中 就 得 到 了 所 要 求 的 单位 。 注 意 ; 结果 
与 给 定 的 数据 一 样 要 有 相同 的 有 效 数 字 。 


我 们 已 经 看 到 ， 力 学 量 ， 例 如 速度 和 力 ， 它 们 的 单位 都 
可 以 用 质量 、 长 度 和 时 间 的 基本 单位 来 构造 。 不 管 我 们 采用 
什么 单位 制 ， 牛 顿 力学 中 的 每 个 物理 量 都 以 唯一 的 方式 与 质 
量 、 长 度 和 时 间 相 关 。 例 如 ， 速 度 的 单位 在 SI 制 中 为 m/s， 
在 CGS 制 中 为 cm/s， 但 两 者 都 有 相同 的 量 纲 ， 长 度 /时 间 。 

在 分 析 方程 的 单位 一 致 性 时 ， 质 量 的 量 纲 缩写 为 M， 长 
度 的 量 纲 为 L， 时 间 的 量 纲 为 了。 发 展 电磁 理论 的 麦克 斯 韦 ， 
首次 使 用 方 括号 表示 物理 量 的 量 纲 。 

[质量 ] 一 M [长 度 ]=L [时 间 ]= 
力学 量 的 量 纲 都 可 以 用 M、L 和 T 的 智 次 来 表示 。 例 如 ， 

[速度 ]= LT-! [ 力 ]=MLT 

方程 两 边 的 单位 必须 一 致 ， 只 有 量 纲 一 致 才能 如 此 。 注 意 ; 
M、L 和 了 都 是 独立 的 量 ; 我 们 不 能 用 时 间 表 示 质 量 ， 或 用 
质量 表示 长 度 。 因 此 ， 为 使 方程 成 立 ， 不 管 我 们 采用 什么 单 
位 制 ，M,，L 和 了 的 宕 次 必须 分 别 相同 。 举 一 个 例子 ， 第 5 
章 我 们 将 接触 动能 定理 ， 这 个 定理 简单 说 就 是 ， 对 于 从 静止 
开始 运动 的 一 个 物体 ， 


力 X 距 离 = 动能 二 mv 


我 们 从 量 纲 上 检查 它 : [ 力 j=[L 质 量 j 儿 加 速度 ] 王 MLT :， 所 
以 左边 有 量 纲 ML2:T-。 动 能 有 量 纲 M (LT !)?* = 
ML*T“。 因 此 ,方程 在 量 纲 上 是 一 致 的 。 


2.9 牛顿 定律 的 应 用 


牛顿 定律 是 简单 的 , 但 只 有 会 用 才 有 意义 。 为 此 ， 在 本 
章 的 余下 部 分 ， 我 们 考虑 几 个 力学 问题 ， 其 中 力 是 已 知 的 ， 
物体 当 作 质点 处 理 ， 而 不 是 有 一 定 大 小 的 实际 物体 。 我 们 先 
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介绍 解 题 的 步骤 ,一 旦 学会 了 了， 束 习 以 为 第 7 了 了。 和 加 解释 
以 免 你 觉得 太 教 条 : 大 多 数 问 题 都 有 不 同 的 做 法 ， 这 里 所 
描述 的 程序 当然 不 是 唯一 的 。 事实 上 , 俗套 的 程序 永远 也 
替代 不 了 充满 智 莫 的 分 析 性 思维 。 然 而 ， 就 算 你 以 后 发 现 
了 捷径 或 其 他 方法 ,这 套 程序 还 是 值得 掌握 的 。 下 面 就 介 
绍 做 力学 题 的 步骤， 适合 于 只 包含 几 个 物体 的 系统 ， 所 受 
的 力也 是 简单 的 。 


1. 隔离 物体 


主观 上 将 系统 分 为 更 小 的 系统 ， 每 个 只 包含 一 个 物体 。 
各 物体 都 当 作 质点 处 理 。 以 后 我 们 会 把 这 套 方法 推广 到 有 一 
定 大 小 的 实际 物体 。 


2. 画 出 每 个 物体 的 受 力 图 


受 力 图 描述 了 问题 中 所 有 重要 的 物理 信息 ， 是 理解 问题 
的 天 键 所 在 。 为 了 夯 受 力图 : 

(a) 用 一 个 点 或 者 简单 的 符号 来 表示 、 标 记 每 个 物体 。 

(b) 对 于 每 个 物体 ， 画 的 力 矢量 起 点 位 于 物体 上 ， 每 个 
矢量 代表 一 个 力 ， 并 标记 每 个 天 量 。 

这 里 有 技巧 。 只 画作 用 在 物体 上 的 力 ， 而 不 是 物体 施加 的 
力 。 物 体 可 能 被 绳子 拉 ， 被 其 他 物体 推 ， 经 受 引 力 或 电场 力 
等 。 任 何 情况 下 ， 确 信 没 有 漏 掉 任何 力 。 提 醒 : 在 力图 上 使 用 
符号 ， 绝 不 能 用 数值 。 程 序 的 目的 是 获得 问题 的 一 个 符号 解 ， 
然后 代入 数值 。 没 有 符号 解 ， 就 没 办 法 确定 结果 是 否 合 理 。 


3. 在 受 力图 上 建立 坐标 系 


沿 着 方便 的 方 回 设 定 坐标 轴 ， 通 稍 取 为 假定 的 运动 方向 ， 
或 者 沿 着 受 力 的 方 回 。 不 论 什 么 情形 ， 坐 标 系 必须 是 惯性 
的 一 一 也 就 是 说 ， 它 必须 固定 在 一 个 惯性 参考 系 中 。 


与 运动 方程 


所 谓 运 动 方程 指 的 是 牛顿 第 二 定律 形式 的 方程 ， 在 里 面 
包含 力 和 加 速度 。 因 此 它 是 这 种 形式 ，Flz 十 Fz 十 … 二 
这 里 方程 左边 的 每 一 项 代表 物体 所 受 每 个 力 的 x Im 

。 因 为 力 和 加 速度 是 和 失 量 ,每 个 感 兴趣 的 维度 都 需要 一 
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分 量 方程 。 每 个 力 分 量 的 正 负 号 必须 与 受 力图 和 坐标 系 一 致 。 
即使 对 一 个 静止 的 物体 ， 它 的 加 速度 为 零 ， 先 写 出 完整 的 运 


动 方程 ， 然 后 代入 已 知 量 ， 这 样 做 也 是 一 个 好 的 练习 。 


5. 与 约束 方程 


在 许多 问题 中 ， 物 体 受 到 约束 ， 只 能 沿 着 特定 的 路 径 运 动 。 
例如 ， 摆 锤 沿 圆周 运动 ， 在 昌 面 上 滑动 的 物 块 是 被 约束 在 一 个 平 
面 内 运动 。 每 个 约束 可 以 用 一 个 几何 方程 来 描述 ， 称 作 约 束 方 
程 。 为 外 ， 如 果 同 一 个 系统 中 的 两 个 物体 相互 作用 ， 它 们 之 间 的 
作用 力 满足 牛顿 第 三 定律 ， 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 列 出 每 个 约束 
方程 。 有 时 约束 隐 含 在 问题 的 表述 中 。 例 如 ， 对 于 桌子 上 的 物 
体 ， 就 没有 竖 直 加 速度 a,， 约 束 方程 简化 为 a, 二 0。 


6. 求解 


运动 方程 和 约束 方程 应 提供 足够 多 的 关系 式 ， 使 我 们 能 
确定 每 一 个 未 知 量 。 如 果 和 忽视 了 一 个 方程 ,方程 太 少 就 不 能 
求解 。 这 就 提示 你 需要 进一步 寻找 。 

有 时 力学 分 为 静 力 学 一 一 分 析 处 于 平衡 的 物体 所 受 的 力 ， 
以 及 动力 学 一 一 人 研究 力 所 产 生 的 运动 。 然 而 ， 这 种 区 分 在 这 
里 是 不 重要 的 : 静 力 学 可 以 看 作 动 力学 在 加 速度 为 零 时 的 特 
殊 情 形 。 这 要 求 作用 在 每 个 物体 上 的 净 力 也 为 零 。 

为 展示 这 个 方法 ， 考虑 静止 在 果 上 的 两 个 物 块 A 和 B， 
如 图 所 示 。 图 中 显示 了 每 个 物 块 的 受 力图 。 重 力 和 坐标 轴 的 
方 回 用 箭头 表示 。 

问题 是 确定 所 有 的 力 。 

由 于 力 沿 竖 直 方向 ， 我 们 只 考虑 沿 > 轴 的 分 量 。 受 力图 显 
示 了 物 块 的 重力 Wa 和 Wp， 方 向 朝 下 。F 是 物 块 B 作用 在 A 
上 的 力 ，Fz 则 是 物 块 A 作用 在 B 上 的 。 两 个 物体 的 接触 力 奎 
指向 垂直 表面 的 方向 ， 我 们 称 之 为 法 回力 。 桌 子 作 用 在 B 上 的 
法 向 力 标 记 为 N。 我 们 已 经 假定 了 力 的 方向 。 如 果 我 们 猜 错 
了 ， 实 际 的 力 沿 着 相反 的 方向， 求解 时 它 会 珊 有 一 个 负 号 。 

物 块 A 的 运动 方程 为 

Fi—WA=mAaaaA 


一 一 一 x 物 块 B 的 运动 方程 为 


NO—F,—Wese=meas 
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由 牛顿 第 三 定律 ， 按 照 受 力 图 中 假定 的 方向 ，Fi 一 Fs 。 因 为 
系统 是 静止 的 ，a a 二 as 二 0。 因 此 ， 
Fi=Wy 
B 的 运动 方程 是 
N=Wae 二 TF, 

解 题 的 最 后 一 步 是 确保 你 的 答案 是 合理 的 。 这 里 ,扣子 作 用 
在 物 块 B 上 的 法 向 力 N 伴随 着 一 个 物 块 作 用 在 果子 上 的 等 
值 反 问 的 力 (图 中 未 画 出 )。 由 于 N 二 Ws 十 Fs 二 Ws 十 Wa， 
作用 在 和 果子 上 的 力 是 两 个 物 块 的 重力 ， 与 我 们 的 预期 一 致 。 

这 道 题 的 目的 是 展示 我 们 作用 在 物体 上 的 力 与 物体 作用 
在 我 们 上 的 力 之 间 的 差异 。 例 如 ， 引 力 一 一 重力 Wa 一 一 只 
作用 在 物 块 A 上 ， 而 不 是 果子 或 者 物 块 B 上 。 当 然 啦 ，A 的 
重力 对 这 两 个 物体 都 有 效果 ， 但 却 是 通过 源 于 保持 系统 平衡 
的 接触 或 法 回力 。 生 理 上 ， 力 容易 引起 混乱 。 在 果 面 上 推 一 
本 书 ， 你 感受 到 的 力 不 是 使 书 运动 的 力 ， 而 是 书 作 用 在 你 身 
上 的 力 。 依 据 牛 顿 第 三 定律 ， 这 两 个 力 总 是 等 值 反 回 。 

如 果 一 对 力 中 的 一 个 是 有 限 的 ， 另 一 个 也 必须 是 有 限 的 ， 
下 面 的 例子 就 说 明了 这 一 点 。 


例 | 2 宇航 员 的 拔河 比赛 
两 个 字 航 员 在 一 一 次 太空 行走 中 ， 各 拉 住 绝 子 的 一 0 
要 玩 拔河 比赛 。 


宇航 员 爱 丽 丝 ， 是 所 在 学 院 的 明星 ， 恰好 比 宇航 员 鲍 
勃 要 强壮 一 些 ， 而 鲍 勃 则 热衷 于 玩 视 频 游戏 。 结 果 ， 爱 丽 
丝 的 最 大 拉力 比 鲍 勃 的 最 大 拉力 要 大 。 宇 航 员 的 质量 分 别 
是 MA 和 Ms， 假设 绳子 的 质量 M, 可 以 略 去 不 计 。 当 每 
个 宇航 员 部 尽 可 能 用 力 时 ， 试 确定 系统 的 运动 。 

下 图 为 受 力 图 ， 


0 dhe ~ a on 
hp ' \ | 
QA ae | ee dap 


注意 ; FA 和 Fi 为 字 航 中 件 用 站 强 子 上 的 力 ， 而 不 是 作用 
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在 他 们 自身 的 。 绳子 作用 在 字 航 员 上 的 力 是 和 包 。 受 
力图 显示 了 力 的 方向 和 我 们 采用 的 符号 规定 : 加 速度 以 向 
右 为 正 : : 

沿 强 子 的 运动 是 我 们 感 兴 趣 的 。 没 有 约束 ， 可 以 直接 
求解 。 : 

按照 受 力图 中 的 方向 规定 ， 由 牛顿 第 三 定律 ， 有关 


过 要 
A 
Fp=Fsp GL 
绳子 的 运动 方程 是 
Fe—FAa=M.ar (2) 


绳子 的 质量 M, 可 以 略 去 不 计 ， 所 以 我 们 在 方程 〈2) 
中 代入 Mi 二 0。 由 此 得 到 Fs 一 Fa 二 0 或 者 


这 说 明了 一 个 普遍 原理 : 因为 有 限 力作 用 在 零 质 量 的 物体 
上 会 产生 无 限 大 的 加 速度 ， 所 以 作用 在 质量 可 略 物体 上 的 
合力 必然 近似 为 零 。 

由 于 Fs 二 A 方程 (1) 给 出 .FA 二 FA 二 Fs 二 Fi。 
因此 ， 

FaA=Fs 

最 终 ， 宇 航 员 只 能 用 相同 的 力 拉 绳子 。 不 管 爱丽 丝 比 鲍 壹 
多 强壮 ， 她 也 不 能 比 鲍 过 的 拉力 大 。 从 身体 考虑 ， 如 果 爱 
丽 丝 的 拉力 坟 大 ， 鲍 过 就 握 不 住 强 子 ， 强 子 则 会 滑动 。 爱 
丽 丝 能 作用 的 力 受 限于 鲍 勃 的 抓 握 。 

字 航 员 的 加 速度 为 


MB 


负 号 的 意思 是 as 是 向 左 的 。 加 速度 和 力 分 量 的 方向 在 开 


始 解 题 时 常常 是 未 知 的 。 写 运动 方程 时 ， 只 要 与 受 力 图 中 
的 方向 一 致 ， 方 向 怎么 选 都 有 效 。 如 果 解 中 出 现 负 号 ， 加 
速度 和 力 就 与 规定 的 方向 相反 。 


2.9 牛顿 定律 的 应 用 


下 一 个 例子 则 表明 ， 对 于 正在 加 速 的 由 几 个 物体 组 成 的 
一 个 系统 (复合 系统 )， 系 统 中 每 个 物体 都 受到 一 个 净 力 。 


Ten 


例 2.4 


每 个 货车 的 质量 为 M,， 火 车头 对 三 节 货 车 的 拉力 为 
及。 摩 扩 力 可 以 略 去 不 计 。 奖 定 作用 在 每 节 货 车 上 的 拉力 。 


FE 


在 画 受 力图 之 前 ， 有 必要 先 将 系统 作为 一 个 整体 来 考 
虑 。 货 车 连 在 一 起 ， 在 此 约束 下 就 有 相同 的 加 速度 。 总 质 
量 是 3M， 它 们 的 加 速度 就 是 

i > 


Ace 
3m 


在 末节 车 厢 3 的 受 力图 中 ，W 为 重力 ，N 为 铁轨 作用 的 向 
上 的 力 ， 忆 3 为 车 古 2 作用 在 车 厢 3 上 的 力 。 
,过 剖 入 过 典 册 有 ， 扩 汶 IW 一 WW 水平 前 巡 动 这 程 沪 


Fi 一 Ma 
F 
Ne 
eh Ww 
| 
现在 我 们 再 来 考虑 车 厅 2。 竖 直方 向 的 力 同 前 ， 所 以 咯 去 让 7 一 六 
它们 。Fi 为 最 后 一 节 和 车 有 厢 的 作用 力 ，F; 为 车 山 1 施 加 
的 力 。 i 
运动 方程 为 和 
Fs— Fi=Ma \ FY Pr | 


和 
由 牛顿 第 三 定律 ， Fs=F;, 所 以 Fy Le 
则 有 


2 


一 -一 


oe 3 
作用 在 车 而] 的 力 为 下， 向 右 ， 而 
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向 左 。 每 节 车 厢 所 受 的 净 力 都 是 下 /3， 向 右 。 

看 待 这 个 问题 还 有 一 个 更 一 般 的 方法 。 考 虑 有 NN 节 车 
”万 的 列车 ， 索引 力 为 下 ， 每 节 的 质量 为 M。 加 速度 是 
a=F/(NM)., 


下 


N (N-1) (N-—2) 2 1 


为 了 确定 对 最 后 n 节 车 础 的 拉力 下 , ， 注 意 下 ;必须 使 
ni 节 桔 厢 产 生 加 速度 F/(NM)。 因 此 ， 


F 
Fr=nM NM 
7 
ok 
一 节 车 厢 拉 另 一 节 的 力 ， 或 者 说 ， 车 丽 之 间 的 力 ， 正 比 于 


所 牵引 的 车 厢 数 量 。 


接 下 来 我 们 转向 比 单 一 物体 更 复杂 的 系统 。 苹 果 受 重 
力作 用 下 沙 ， 这 是 牛顿 动力 学 的 原型 ， 不管 这 个 传说 真实 
与 否 ， 系 统 都 体现 了 万 有 引力 定律 ， 这 必定 是 科学 史上 最 
伟大 的 智力 综合 之 一 。 我 们 稍 后 再 考虑 它 ， 现 在 则 从 被 茶 
些 高 调 者 贬 为 物理 中 最 春 问 题 的 系统 开始 : 物 块 在 平面 上 
滑动 。 

然而 ， 为 了 使 问题 更 有 趣 ， 我 们 允许 平面 也 滑动 。 我 
们 先 看 看 ， 物 块 必须 待 在 平面 上 这 个 约束 条 件 与 物 块 和 和 平 
面 加 速度 的 关系 。 它 们 的 加 速度 与 一 个 几何 约束 方程 有 关 ， 
作为 处 理 更 实际 动力 学 问题 的 准备 ， 我 们 先 看 两 个 这 样 的 
侈 村 ， 


例 2.5 约束 运动 的 例子 
1. 斜面 和 物 志 
。” 物 块 在 针 面 (表面 是 平 的 ) 上 滑动 ， 斜 面 又 在 水 平 桌 
面 上 滑动 ， 如 图 所 示 。 斜 面 的 倾角 为 6， 高 度 为 户 。 物 块 和 
儿 面 的 加 速度 关系 如 何 ? 摩擦 方略 去 不 计 。 

由 于 斜面 与 桌子 接触 ， 一 个 明显 的 约束 是 ， 斜 面 的 坚 
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直 加 速度 为 零 。 为 确定 物 块 在 斜面 上 滑动 这 一 不 明显 的 约 
束 ， 让 和 为 斜面 顶端 的 水 平 坐标 ,x 和 2y 为 物 块 的 水 平和 
坚 直 坐标 ， 如 图 所 示 。 

利用 几何 关系 ， 有 


jet ek 
Txtand 


hy=(x—X)tang 
对 时 间 求 导 两 次 ， 再 整理 ， 就 得 到 加 速度 的 约束 方程 ; 
y 一 ( 叉 一 们 )tang (1) 


” 网 点 评论 ， 注意 坐标 是 惯性 的 。 如 果 我 们 相对 斜面 测 
量 物 块 的 位 置 ， 由 于 斜面 在 加 速 ， 不 能 当 作 惯性 系 ， 利 用 
牛顿 第 二 定律 就 会 有 麻烦 。 第 二 点 ， 对 时 间 求 导 后 ， 不 重 
要 的 几何 参数 ,例如 斜面 高 度 会 消失 ， 但 是 它们 在 建立 几 
何 关系 时 是 有 用 的 。 最 后 ， 约 束 方程 独立 于 受 力 。 例 如 ， 
即使 物 块 和 斜面 的 摩擦 力 影响 它们 的 加 速度 ， 约 束 方 程 
(1) 仍然 有 效 (只 要 物体 保持 接触 )。 
2. 滑轮 系统 

所 示 的 滑轮 系统 用 于 提升 一 个 物 块 。 末 端 强 子 的 加 束 
度 与 物 块 的 加 速度 关系 如 何 ? 

利用 图 示 的 坐标 ， 绳 子 的 长 度 为 


7 二 ER 一 四 )EER 民 (天 一 下 7) 


式 中 ， 民 为 每 个 滑轮 的 半径 。 因 此 ， 芝 二 一 三 全 。 物 决 的 


加 速度 是 手 的 一 半 ， 方 向 相反 。 


例 2.6 物体 和 滑轮 
两 个 物体 ， 质 量 为 M1 和 Ms， 用 绳子 连 在 滑轮 上 。 
如 图 ， 滑轮 向 上 的 加 速度 为 A， 每 个 物体 受 的 重力 是 砚 ; 一 
Mig。 问 题 是 确定 物体 的 加 速度 和 绳 中 张力 。 
从 受 力 图 可 得 
T—Wi=Mi YN (1) 
T—W,=M:; Y, (2) 
我 们 有 两 个 方程 ， 但 有 三 个 未 知 量 : y1 和 ys 和 了 。 所 需 的 
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第 三 个 方程 ， 就 是 将 加 速度 联系 起 来 的 约束 方程 。 图 中 显 
示 了 各 个 坐标 。 若 用 yp 表示 到 半径 为 尺 的 滑轮 中 心 的 距 
离 ，/ 是 绳 长 ， 则 有 \ 
PCyy — yi) tnR Cy 
对 时 间 求 导 两 次 ， 得 到 
me mh 

信人 放下 ri 得 到 的 来 窜 扣 1 

: : 二 5 二 2 | (3) 

很 容易 求解 方程 (1) 一 (3)， 


MiM: 
了 二 2(A rR 


CEA a Ne Mg 
OY 
(2A 十 g)MI 一 Mag 
ee | 
结果 是 合理 的 。 如 果 两 个 物体 的 质量 相同 ， 它 们 的 加 速度 
相等 ， 张 力 为 M(A 十 g)。 如 果 其 中 一 个 质量 为 零 ， 另 一 
个 在 重力 作用 下 自由 落体 。 如 果 及 二 0， 这 套装 置 就 是 
“ 阿 特 伍德 机 ”， 是 课堂 展示 和 初等 实验 室 的 常用 设备 。 阿 
特 伍德 机 的 作用 就 是 “ 沾 小 重力 ”一 较 重 的 物体 比 自由 东 
体 下 降 得 慢 。 


目前 的 例子 只 涉及 直线 运动 。 接 下 来 讨论 转动 的 动力 学 。 


2.10 采用 极 坐 标的 动力 学 


为 了 理解 极 坐标 中 的 动力 学 ， png nn 


动 开 始 。 圆 周 运动 的 基本 特征 是 具有 径 向 加 速度 。 
时 稼 导致 混乱 ， aaa 
的 变化 有 关 ， 而 在 圆周 运动 中 径 向 加 速度 则 来 源 于 运动 方 


向 的 改变 。 


2. 10 ”采用 极 坐标 的 动力 学 


例 2. 7 物 块 和 绳子 1 

长 为 尺 的 绳 末 端 有 质量 为 m 的 物 块 ， 在 自由 空间 的 一 
个 水 平面 内 以 恒定 速率 vv 旋转。 确定 物 块 所 受 的 力 。 

物 块 所 受 的 力 只 有 绳 的 张力 T， 如 图 所 示 ， 指 向 国 
心 。 很 自然 要 用 极 坐 标 系 。 根 据 1. 11 节 的 推导 ， 径 向 加 
速度 为 a, 二 六 一 r0*?， 这 里 0 是 角速度。 《ar 是 正 的 ， 
向 外 。) 

由 于 全 指向 原点 , 二 一 TH， 径 向 运动 方程 为 


—T=ma,=m( 7 —r0?) 


约束 方程 是 7 二 RR， 所 以 六 二 靖 二 0。 因 为 各 二 wv/R， 我 们 


得 到 
UN vz 
ed 
m vu 
人 


注意 ; 工 是 指向 原点 的 ; 在 物 块 上 没有 向 外 的 力 。 如 果 你 
用 绳子 旋转 一 个 炳 卵石 ， 你 能 感受 到 一 个 向 外 的 力 。 然 而 ， 
你 感受 到 的 力 并 不 作用 在 掀 卵 石上 ,而 是 作用 在 你 身上 。 
这 个 力 与 你 拉 殷 卵石 的 力 ， 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 这 里 假 
定 绳子 的 质量 可 以 忽略 。 


在 下 一 个 例子 中 ， 圆 周 运动 中 的 径 向 和 切 问 运动 都 起 
作用 。 


例 2.8 物 块 和 绳子 2 

物 块 在 长 为 尺 的 绳子 未 端 ， 以 膀 时 速率 旋转 ， 在 地 
球 重 力 场 中 的 竖 直 平面 内 运动 。 作 用 在 物 块 上 的 力 是 向 下 
的 重力 WW 二 mg 和 指向 圆心 的 绳子 张力 T。 绳 子 与 水 平方 
向 的 瞬时 角度 为 0。 确定 任意 时 刻 的 本 和 切 向 加速度。 

图 中 显示 了 力 和 单位 矢量 六 和 0 。 

径 向 力 是 一 本 一 Wsin9， 径 向 运动 方程 是 

—(T+Wsing)=ma; 


=m(7¥—r02) (1) 


R \ 
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1 
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下 一 个 例子 明显 是 一 个 简单 问题 ， 却 有 一 些 意 想不到 的 
微妙 之 处 。 


nn 


们 


" “ r 
“his 
t= 


i 
A 


8 


g/ (lw) 


» COSCX= 
、 


人 
\ 


习 题 


角 。 对 于 w>V877 ， 解 (A) 是 不 稳定 的 一 如果 系统 处 
于 这 个 状态 并 受到 轻微 的 扰动 ， 就 会 向 外 跳 离 。 我 们 期 望 
分 贫 点 ， 即 在 这 一 点 方程 突然 有 两 个 解 ， 具 有 一 些 特殊 的 


意义 。 在 例题 3. 10 中 ， 我 们 将 看 到 w 一 Vg77 是 摆 长 为 ! 
的 单 摆 的 振动 频率 ， 单 位 是 弧度 每 秒 。 如 果 转 动 频率 小 于 
这 个 值 ， 单 摆 可 竖 直 悬挂 。( 它 也 可 以 来 回 摆动 ， 做 单 押运 
动 .) 然而 ,对 高 于 单 摆 频 率 的 转动 频率 ， 单 摆 会 向 外 飞 
出 ， 除 非 它 恰好 竖 直 。 你 能 看 出 为 什么 会 这 样 吗 ? 

本 题 的 富 意 是 ， 检 查 一 个 数学 解 的 物理 意义 很 重要 。 


» | Ear 
-| 让 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
2.1 富 时 力 ” 

质量 为 5 kg 的 物体 所 受 作用 力 FF 一 (41*i 一 3:j) N， 式 
中 :上 是 时 间 ， 单 位 是 秒 。 在 1 二 0 时 刻 ， 它 在 原点 从 静止 开始 
运动 。 确 定 : 此 后 任意 时 刻 ，(a) 它 的 速度 ;(b) 它 的 位 置 ; 
相 te) r XY, 
2.2 两 个 物 块 和 绳子 

两 个 物 块 Mi 和 Ms，* 用 一 根 质 量 可 略 的 绳子 相连 ， 如 图 
所 示 。 如 果 系 统 从 静止 释放 ， 确定 物 块 Mi 在 时 刻 : 滑动 多 
远 。 忽 略 摩 探 。 
2.3 桌 上 两 个 物 块 

两 个 物 块 mm 和 ms 在 水 平 〈 译 者 补 : 光滑 ) 桌面 上 相 
互 接触 。 一 个 水 平 力 施加 在 一 个 物 块 上 ， 如 图 所 示 。 如 果 
mi 二 2 kg，m2 二 1 kg， 下 天 3N， 确 定 两 个 物 块 之 间 的 接 
触 力 。 
2.4 做 圆周 运动 的 粒子 和 作用 力 

两 个 质量 分 别 为 m 和 M 的 粒子 都 相对 彼此 作 勾 速 圆 周 
运动 ， 间 距 是 R， 相 互 的 作用 力 是 恒定 的 吸引 力 下 。 和 角速度 
是 wl(rad/s)。 证 明 R= 二 (F/w*)(1/m 十 1/M)。 
2.5 混凝土 搅拌 机 * 

在 混凝土 搅拌 机 中 ， 水泥、 石子 和 水 在 缓慢 旋转 的 桶 中 
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通过 翻 跟 斗 的 动作 来 混合 。 如 果 桶 转动 太 快 ， 配 料 会 粘 在 桶 
壁 上 而 不 混合 。 

假定 搅拌 机 的 桶 半径 尺 =0.5m， 并 使 其 转轴 水 平 。 为 了 
不 使 配料 始终 粘 在 桶 壁 上 ， 桶 最 快 的 转速 是 多 少 ? 假定 8g 王 
9. 8 m/s’ 
2.6 圆锥 里 的 粒子 

质量 为 m 的 粒子 无 摩擦 地 在 圆锥 内 壁 滑动 。 圆 锥 的 轴 是 
竖 直 的 ， 重 力 是 向 下 的 。 圆 锥 尖端 的 半角 为 6， 如 图 所 示 。 

粒子 的 路 径 恰好 是 水 平面 的 一 个 圆 。 粒 子 的 速率 是 wo。 
画 出 受 力图 ， 确 定 圆 的 半径 ， 并 用 v。、g 和 0 表示 。 
2.7 斜 杆 

质量 可 略 的 杆 斜 靠 在 墙 上 ,与 水 平面 的 夹 角 为 09。 重力 
回 下 。 

(a) 确定 一 端的 竖 直 加 速度 和 男 一 端的 水 平 加 速度 的 约 
束 关系 。 

(b) 现在 假定 在 每 一 端 安装 一 个 带 轴 的 质量 为 M 的 物 
体 。 当 杆 刚 开始 在 无 摩擦 的 墙壁 和 地 面 上 滑动 时 ， 确 定 加 速 
度 的 竖 直 和 水 平分 量 。 假 定 在 开始 运动 时 ， 杆 施加 的 力 沿 着 
杆 的 方向 。( 在 运动 过 程 中 ， 系 统 转动 ， 杆 会 施加 侧 回 力 。) 
2.8 两 个 物体 和 两 个 滑轮 

质量 分 别 为 Mi 和 Ms 的 两 个 物体 用 绳子 连 到 一 个 滑轮 
系统 中 ， 如 图 所 示 。 强 子 是 无 质量 、 不 可 伸 长 的 ， 滑 轮 是 无 
质量 、 无 摩擦 的 。 确 定 Mi 的 加 速度 。 
2.9 桌 上 的 物 块 

两 个 物 块 A 和 B， 放 在 无 摩擦 的 保 面 上 ， 如 图 所 示 。 

它们 系 在 长 i 的 轻 强 两 端 ， 绳子 又 绕 过 质量 可 上 略 的 滑轮 。 
滑轮 与 悬挂 的 物体 C 通过 绳子 相连 。 确 定 每 个 物体 的 加 速 
度 。 (你 可 以 考虑 特殊 情形 来 检查 你 的 答案 是 否 合 理 一 一 例 
如 ，MA 王 0 或 者 Ma 二 Ms 一 Mc 的 情形 .) 


2.10 三 个 物体 

图 中 质量 分 别 为 MI 、M， 和 Ms 的 三 个 物体 的 系统 使 用 
了 无 质量 的 滑轮 和 绳子 。 水 平 果 面 是 无 摩擦 的 ， 重力 是 问 
下 的 。 

(a) 男 出 受 力图 ， 显 示 所 有 相关 的 坐标 。 

(b) 它们 的 加 速度 有 什么 关系 ? 
2.11 斜面 上 的 物 块 ” 

以 恒定 的 加 速度 A 沿 桌 面 推 一 个 45 的 和 斜面。 质量 为 
的 物 块 沿 和 斜面 无 摩擦 地 滑动 。 确 定 物 块 的 加 速度 。 重 力 是 向 
下 的 。 
2. 12 ”脚手架 上 的 油漆 工 * 

质量 为 M 的 油漆 工 站 在 质量 为 m 的 脚手架 上 ， 通 过 悬 
挂 在 滑轮 上 的 两 根 绳 子 ， 向 上 拉 起 自己 ， 如 图 所 示 。 

他 用 力 下 拉 每 根 绳子 ， 以 色 加 速度 a 向 上 加 速 。 确 定 
忽略 没 人 可 以 长 期 这 样 做 的 事实 。 


a 


2. 13 ”教学 仪器 * 

一 个 “教学 机 器 ”如 图 所 示 。 所 有 的 表面 都 是 无 摩擦 的 。 
为 保持 M3 上 升 或 下 降 ， 施 加 在 Mi 上 的 力 下 有 多 大 ? 
2. 14 教学 仪器 2* 

在 上 一 个 问题 的 “教学 机 器 ”中 ， 考 虑 下 为 零 的 情形 。 
确定 Mi 的 加 速度 。 
2.15 带 挂钩 的 转盘 

转盘 以 匀 角 速度 w 转动 ， 如 图 所 示 。 两 个 质量 分 别 为 
mA 和 ms 的 物体 ， 在 穿 过 盘 心 的 槽 中 无 摩擦 地 滑动 。 它 们 
用 长 的 轻 绳 相连， 开始 时 用 挂 钧 固定 在 一 个 位 置 , 使 ma 


到 中 心 的 距离 为 -A。 重 力 略 去 不 计 。t 二 0 时 ， 去 除 挂钩 ， 物 - 


体 可 自由 滑动 。 

刚 去 除 挂钩 时 ， 确 定 *。， 并 用 ma arA 和 w 表示 。 
2.16 普 朗 克 单 位 ” 

普 朗 克 引 和 人 了 一 个 常量 hh， 现在 称 作 普 朗 克 常 量 ， 将 谐 
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振子 的 能 量 与 它 的 频率 联系 起 来 。h 二 6.6X10 -34J。s， 这 里 
1 焦 (J])= 二 1 牛 ， 米 (N。m)。(h 刻 在 德国 哥 廷 根 普 朗 克 的 
幕 碑 上 。) 

普 朗 克 指 出 ， 如 果 采 用 hh、 牛 顿 的 万 有 引力 常量 G = 
6.7X10-0 m3。kg-1。s-2 和 光速 c 王 3.0X108 m/s 作为 基 
本 量 ， 就 可 能 组 合 它们 ， 形 成 三 个 新 的 独立 量 ， 替 换 常 规 的 
质量 、 长 度 和 时 间 单 位 。 这 三 个 新 的 量 称 作 普 朗 克 单 位 。 

(a) 普度 克 长 度 LPp 

(b) 普度 克 质 量 MP 

(c) 普 朗 殉 时 间 TP 

普 朗 克 单 位 很 自然 地 应 用 到 现代 宇宙 学 ， 特 别 是 早期 宇 
宙 的 宇宙 学 中 。 

确定 普 朗 克 单 位 的 SI 值 ， 例如 1Lp 二 (?)m。( 注 意 : 已 
公布 的 结果 可 能 与 你 的 不 相同 ， 因 为 他 们 时 常 采 用 大 二 hh/2x 
来 计算 。) 

2. 17 加速 斜面 上 的 物 块 

物 块 停留 在 斜面 上 ， 和 斜面 在 水 平面 上 。 物 块 与 斜面 的 摩 
擦 因数 是 jy 。 重 力 向 下 。 和 斜面 倾角 0 满足 tan6 二 jy。 斜面 的 水 
平 加 速度 为 a。 为 使 物 块 在 斜面 上 固定 不 动 ， 确 定 a 的 最 大 
和 最 小 值 。 


3 力 和 运动 方程 


3.1 简介 
3.2 物理 的 基本 力 
3.3 引力 
3.3. 1 球体 的 万 有 引力 
3.3.2 引力 产生 的 加 速度 
3.3.3 重力 
3. 3.4 ”等 效 原理 
3.3.5 静电 力 
3.4 一 些 唯 象 力 
3.4.1 接触 力 
3.4.2 张力 一 一 线 中 的 力 
3.4.3 法 问 力 
.4.4 ”摩擦 力 
3.5 漫谈 微分 方程 
3.6 黏 性 力 
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3 ” 力 和 运动 方程 


3.1 简介 


力 的 概念 是 牛顿 物理 的 核心 。 本 章 描 述 引 力 和 静电 力 一 一 
自然 界 中 的 两 种 基本 力 。 我 们 也 讨论 几 个 唯 象 力 ,， 例如 摩擦 
力 。 这 样 的 力 在 “日 常 ” 物 理 中 会 经 常 遇 到 ， 可 用 经 验方 程 近 
似 描述 它们 。 由 于 力 的 概念 只 在 人 们 知道 如 何 求解 涉及 力 的 问 
题 时 才 有 意义 ， 所 以 本 章 包含 很 多 应 用 牛顿 定律 的 例子 。 

物理 中 时 常 遇 到 由 已 知 的 力 计 算 运 动 的 问题 。 例 如 ， 着 
手 设 计 粒 子 加 速 器 的 物理 学 家 ， 利 用 力学 定律 和 电磁 力 的 知 
识 计 算 粒 子 在 加 速 器 中 如 何 运 动 。 然 而 ， 相 反 的 过 程 同样 重 
要 ， 从 运动 的 观测 推断 物理 相互 作用 会 发 现 新 的 定律 。 经 典 
的 例子 就 是 牛顿 从 开 普 勒 行星 运动 定律 推断 平方 反比 的 引力 
定律 。 当 代 的 例子 有 ， 在 日 内 瓦 的 CERN 大 型 强 子 对 撞 机 和 
其 他 高 能 实验 室 中 ,通过 高 能 散射 实验 揭示 基本 粒子 的 相互 
作用 所 做 的 种 种 努力 。 

整理 实验 观测 以 确定 潜在 的 作用 力 ， 这 一 过 程 是 复杂 的 。 
英国 的 宇宙 学 家 Arthur Eddington 曾经 幽默 地 说 ， 力 是 我 们 
放 在 牛顿 第 二 定律 左手 边 的 数学 表达 式 ， 以 便 得 到 与 观察 的 
运动 相符 的 结果 。 幸 运 的 是 ， 力 有 更 具体 的 物理 实在 。 

接 下 来 几 章 的 大 多 数 努 力 都 是 理解 系统 受 力 后 的 行为 。 
如 果 宇 宙 中 的 每 对 粒子 都 有 目 己 独特 的 作用 ， 这 个 任务 就 坚 
无 希望 可 言 。 幸 运 的 是 ， 自 然 界 是 更 友善 的 。 据 我 们 所 知 ， 
宇宙 中 只 有 四 种 基本 的 不 同类 型 的 相互 作用 : 引力 、 电 磁 相 
互 作用 、 所 谓 的 弱 相 互 作 用 和 强 相 互 作 用 。 电 力 和 磁力 曾经 
被 认为 是 不 同 的 力 ， 在 19 世纪 70 年 代 麦 克 斯 韦 的 工作 统一 
了 了 它们， 揭示 它们 是 一 个 称 作 电磁 场 的 单一 力 场 的 不 同方 面 。 
在 男 一 个 大 综合 中 ，Steven Weinberg、Sheldon Glashow 和 
Abdus Salaam 在 20 世纪 70 年 代 统 一 了 弱 和 电磁 相互 作用 ， 
他 们 为 此 获得 了 1979 年 的 诺 贝尔 奖 。 


3.2 物理 的 基本 力 


最 熟悉 的 基本 力 是 引力 和 电磁 力 ， 两 者 都 在 大 范围 内 起 
作用 。 它们 的 强度 按 粒子 间距 的 平方 反比 而 减弱 。 除 了 这 点 


3.3 弛 力 


类 似 ， 它 们 在 自然 界 中 所 起 的 作用 完全 不 同 。 引 力 总 是 吸引 
的 ， 电 力 可 以 是 吸引 的 ， 也 可 以 是 排斥 的 。 然 而 最 主要 的 差异 
是 ， 与 电磁 相互 作用 比 ， 引 力 是 难以 置信 地 弱 。 例 如 ,在 氨 原 
子 中 ， 电 子 和 质子 的 引力 约 为 电力 的 1/10”。 然 而 ,在 大 的 系 
统 中 ,， 电 的 吸引 和 排斥 在 很 大 程度 上 抵消 ， 只 剩 下 引力 。 因 
此 ， 引 力 在 大 尺度 的 宇宙 起 主导 作用 。 相 反 ， 我 们 周围 的 世界 
则 被 电力 主导 ， 在 原子 尺度 更 是 远 远 强 于 引力 。 电 力 决定 着 原 
子 、 分 子 和 更 复杂 的 物质 形式 的 结构 ， 以 及 光 的 存在 。 

还 有 其 他 两 种 基本 力 : 弱 相 互 作 用 和 强 相 互 作 用 。 它 们 
只 在 小 到 原子 核 直径 ， 一 般 是 10 5m， 这 样 小 的 范围 内 才 是 
重要 的 。 这 些 相 互 作用 即使 在 原子 的 距离 ，10“”m， 也 是 可 
以 忽略 的 。 顾 名 思 义 ， 强 相互 作用 非常 强 ， 在 原子 核 内 远 强 
于 电磁 力 。 在 原子 核 内 ， 它 是 把 质子 和 中 子 结合 在 一 起 的 
“胶水 ”。 除 此 之 外 ， 它 对 日 常 世 界 几 乎 没有 影响 。 弱 相互 作 
用 的 影 啊 不 怎么 引 人 注 目 . 它 在 中 微 子 的 产生 和 汰 灭 中 起 调 
和 作用 ; 而 中 微 子 是 不 带电 、 质 量 几 乎 为 零 的 粒子 ， 它 对 理 
解 物质 结构 是 必需 的 ， 只 能 被 最 尖端 的 实验 探测 到 . 

引力 和 电磁 力 之 所 以 被 认为 是 基本 的 ， 就 在 于 它们 不 能 
用 更 简单 的 方式 来 解释 。 我 们 要 讨论 的 唯 象 力 ， 例 如 摩擦 力 、 
接触 力 和 黏 济 力 ， 可 以 用 相对 简单 的 经 验 数学 表达 式 来 描述 ， 
但 是 ， 当 进一步 仔细 检查 它们 时 ， 它 们 可 以 解释 为 复杂 原子 
力 的 宏观 表现 。 


3.3 引力 


引力 ， 最 熟悉 的 基本 力 ， 在 力学 的 发 展 中 久 负 辟 名 。 牛 
顿 在 1666 年 发 现 了 万 有 引力 定律 ， 同一 年 他 还 提出 了 运动 定 
律 。 通 过 计算 两 个 受 引 力 相 互 作用 的 粒子 ,牛顿 能 够 导出 行 
星 运动 的 开 普 勒 经 验 定 律 。( 在 26 岁 就 完成 了 这 一 切 ， 牛 屯 
创立 了 一 个 至 今 仍然 保持 的 传统 一 一 伟大 的 进展 时 常 是 年 轻 
的 物理 学 家 做 出 的 。) 

根据 牛顿 的 引力 定律 ， 两 个 粒子 的 相互 吸引 力 与 它们 质 
量 的 乘积 成 正比 ， 与 它们 距离 的 平方 成 反比 。 引 力 总 是 吸 
引 的 。 

引力 的 这 种 文字 表述 ， 基 本 上 是 对 的 , 但 对 解 题 是 没有 
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3 力 和 运动 方程 


用 的 ， 因 为 我 们 需要 的 是 数学 表达 式 。 考 虑 两 个 粒子 a 和 bb， 
质量 分 别 为 M 和 Mb，， 间 距 为 +。 令 FF 表示 粒子 a 作用 在 
粒子 b 上 的 力 。 引 力 大 小 的 文字 描述 可 用 数学 表达 式 表示 为 
z GM,M', 


广 


Pas | > 


G 是 引力 常量 。G 的 值 可 通过 测量 两 个 处 于 一 定位 形 的 粒子 
的 作用 力 来 确定 ， 这 个 方法 是 卡 文 迪 什 在 1771 年 利用 扭 秤 实 
现 的 。 在 下 一 节 可 以 看 出 ， 地 球 的 质量 可 从 C、 引 力 加 速度 
g 和 地 球 半 径 这 几 个 量 得 到 。 卡 文 迪 什 一 跃 成 为 “ 称 量 地 球 ” 
的 著名 科学 家 。 

G 的 值 是 6.673(10)X10-1ms。kg-1。s 2。 由 于 引力 
太 弱 ，G 很 难 测 量 ， 相 对 不 确定 度 是 10“:， 是 物理 中 最 不 精 
确 的 基本 常量 。 相 比 之 下 ， 其 他 常量 典型 的 相对 不 确定 度 是 
10 或 更 小 。 

两 个 粒子 之 间 的 引力 是 有 心力 ， 因 为 力 的 方向 沿 看 两 者 
的 连 线 。 矢 量 表示 最 适合 从 数学 上 描述 这 些 性 质 。 按 照 惯例 ， 
我 们 引入 矢量 rt.。， 表 示 从 施 力 粒子 a 连 到 受 力 粒子 b。 显 
然 5 Fi 一 一 Ta 注意 s |Fbwal 二 xs 强人 单位 天 量 入 mw 一 
rb,a/r， 我 们 有 
GM M,. 
负 号 表示 作用 在 粒子 b 上 的 力 指向 粒子 a， 即 力 是 吸引 的 。b 
作用 在 a 上 的 力 是 


GM:M:. 
Fob rab 


及 二 站 二 Bin 


CAM MP 
一 让 2 i = 


2 
这 里 ， 我 们 用 到 关系 式 Pi 一 一 Ps。 因 而 两 个 粒子 的 力 是 等 
值 反 向 的 ， 满 足 牛顿 第 三 定律 。 


3. 3. 1 球体 的 万 有 引力 


牛顿 的 引力 定律 描述 了 质点 之 间 的 相互 作用 。 我 们 如 何 
确定 一 个 像 地 球 一 样 的 真实 的 扩展 物体 作用 在 一 个 粒子 上 的 
引力 呢 ? 由 于 力 满 足 二 加 原理 ,来 自 粒 子 集合 的 作用 力 就 等 
于 单个 粒子 所 施加 力 的 矢量 和 。 这 人 允许 我 们 将 物体 看 作 微 元 
的 集合 ， 每 个 微 元 可 当 作 质点 处 理 。 我 们 因而 可 以 采用 标准 
的 积分 方法 ， 对 所 有 质点 的 力求 和 。 这 个 方法 在 注释 3. 1 中 
用 来 计算 一 个 质量 为 m 的 质点 和 一 个 质量 为 M、 半 径 为 R 


8.3 本 力 


的 匀 质 薄 球 元 之 间 的 作用 力 。 结 果 是 


NM. 
= rR » F 
一 
F=0 r=<R 


式 中 ,，r 是 球 壳 的 球 心 到 质点 的 距离 。 如 果 质 点 位 于 球 壳 外， 
">R， 力 等 同 于 球 壳 所 有 的 质量 集中 在 它 的 球 心 。 如 果 质 点 
位 于 内 部 ， 力 就 为 零 。 

在 球 壳 内 部 引力 为 零 的 原因 可 从 牛顿 给 出 的 一 个 简单 论 
证 看 出 。 如 图 所 示 ， 考 虑 顶点 位 于 m 的 锥 形 在 球 沉 上 划 出 的 
两 个 小 质 元 。 

每 个 质 元 的 质量 与 它 的 表面 积 成 正比 。 面 积 随 (距离 
的 增 大 而 增 大 。 然 而 ， 力 的 强度 随 1/( 距 离 )? 变化 。 这 里 
距离 是 从 顶点 到 球 壳 测量 出 的 。 因 此 ， 两 个 质 元 对 m 的 力 等 
值 反 向 ， 互 相抵 消 。 我 们 可 以 对 球 壳 的 所 有 质 元 这 样 配对 ， 
所 以 作用 在 mx 上 的 合力 为 零 。 

一 个 均匀 球体 可 看 作 由 一 系列 的 薄 球 壳 组成， 对 于 球 外 
的 粒子 ， 球 的 引力 表现 就 好 像 它 的 所 有 质量 集中 在 它 的 球 心 。 
这 个 结果 对 密度 随 半 径 变 化 的 情形 也 成 立 ， 只 要 质量 分 布 具 
有 球 对 称 就 可 以 。 

例如 ， 本 但 它 的 质量 分 布 
是 近似 球 对 称 的 ， 所 以 作为 一 个 合理 的 近似 ， 地 球 对 质量 为 
te 


GM.m 
2 


式 中 ，M。 是 地 球 质量 ，R. 是 地 球 半径 。 
3.3.2 引力 产生 的 加 速度 


在 地 球 表面 ， 作 用 在 质量 为 m 的 物体 上 的 引力 是 


GM.m 
Ri 
引力 产生 的 加 速度 是 
F GM.. 
et 


与 我 们 预期 的 一 样 ， 加 速度 与 质量 无 关 。 地 球 引 力 产生 的 加 
速度 ， GM./R?, 通常 用 g 表示 。 当 g 写成 矢量 时 ,矢量 的 
方向 癌 下 ,指向 地 球 的 中 心 : 
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3 ” 力 和 运动 方程 
GM.. 
有 一 一- 
这 个 结果 证 实 了 我 们 早期 的 说 法 ，Me 可 以 由 G，g 和 R。 确定 。 
g 的 值 在 地 球 的 表面 有 微小 的 变化 ， 硅 精度 要 求 不 高 、 
可 取 5 的 标准 值 ，9. 80 m/s: 二 980 cm/s: 守 32 ft/s’。 
按 惯例 ，g 表示 相对 地 球 表面 测 得 的 物体 加 速度 。 这 和 
微 不 同 于 真正 的 引力 加 速度 一 一 在 惯性 系 测 得 的 加 速度 一 一 
这 是 由 于 地 球 在 转动 ， 这 一 点 我 们 第 9 章 再 讨论 。 另 外， 从 
赤道 到 两 级 ，g 增加 约 千 分 之 五 。 大 至 上， 这 个 变化 的 一 半 
起 因 于 地 球 稍微 有 点 遍 ， 余下 的 来 自 地 球 的 转动 。 局 部 的 质 
量 分 布 ， 例 如 海洋 和 大 气 潮汐 会 影响 g; 典型 的 变化 是 日 万 
ss 
引力 加 速度 也 随 高 度 h 变化 。4 与 地 球 半 径 相 比 很 小 时 ， 
这 个 效应 容易 估算 。 可 以 写 出 关系 式 


dg 
hg=g* 并 十 和) 一 gp (入 a 


这 里 估算 的 是 与 R。 处 的 偏离 。 结 果 是 


PO 
这 样 马上 就 能 看 出 效应 大 小 的 比例 。g 随 高 度 的 相对 变化 是 
Ag _ 2h 
2 Re 
地 球 的 半径 近似 是 6X10sm， 所 以 在 高 度 上 每 增加 3 m，8 

减 小 大 约 百 万 分 之 一 。 


3.3.3 重力 


物体 的 重力 是 地 球 作 用 在 它 上 的 引力 。 在 地 球 表面 ， 质 
量 为 m 的 物体 的 重力 是 


同一 


e22 、 
到 2 六 二 六 


e 


重力 的 单位 是 牛顿 (N，SI)， 达 因 (dyne，CGS); 或 者 在 
美国 和 其 他 一 些 国家 , 磅 (lb， 英制 )。 在 日 常事 务 中 ， 在 大 
多 数 没有 歧义 的 情形 下 ， 重 力 和 质量 可 以 混用 。 因 此 ， 人 们 
可 能 听 到 这 样 的 说 法 “1 千克 等 于 2. 2 磅 ”， 严 格 说 来 这 意味 
着 ， 质 量 为 1 kg 的 物体 其 重力 是 2.2 lb。 类 似 的 ， 提 到 


3 3 下 力 


磅 质量 ”意味 着 物体 的 重力 为 10 lb。 

我 们 对 重力 的 定义 是 清楚 的 。 根 据 这 个 定义 ， 物 体 的 运 
动 不 影响 它 的 重力 。 然 而 ， 重 力 时 常 在 另 一 种 感觉 下 使 用 ， 
受 引力 作用 的 物体 肯定 受到 周围 环境 的 作用 力 ， 以 支撑 自身 ， 
而 这 被 当 作 重 力 。 下 面 的 例子 说 明 这 两 个 定义 的 差异 。 


例 3.1 电梯 里 的 乌龟 
一 只 质量 为 M 的 可 爱 的 乌龟 站 在 以 aq 向 上 加 加 的 电梯 
里 。 确 定 电梯 地 板 作 用 在 乌龟 上 的 力 N。 
作用 在 乌龟 上 的 力 是 法 向 力 N 和 重力 ， 真实 的 引力 
WW 二 Mg ， 以 向 上 为 正 ， 则 有 
N—W=Ma 
N=Mg+Ma 
=M(g+Ta) 
这 个 结果 说 明 使 用 重力 的 两 种 情况 。 第 一 种 情况 ,重力 是 
引力 ， 和 乌龟 的 重力 Mg 独立 于 电梯 的 运动 。 然 而 ， 如 果 重 
力 被 看 作 电 梯 对 乌龟 作用 力 的 大 小 ， 例 如 称 乌 龟 所 用 的 秤 
的 读数 ， 那 么 显示 的 读数 是 ， 重力 N 二 Ml(g 十 a)。 采 用 这 
个 定义 ， 电 梯 向 上 加 过 时 ， 乌 龟 的 重力 增加 ， 电 梯 向 下 加 
速 时 重力 减少 。 如 果 向 下 的 加 速度 等 于 g，N 变 为 零 ， 色 
龟 “ 飘 浮 ” 在 电梯 里 ， 就 称 岛 龟 处 于 失重 状态 。 


虽然 重力 的 两 个 定义 在 前 面 的 例子 中 普遍 使 用 ， 都 是 可 
接受 的 ,我 们 一 般 认 为 重力 是 作用 在 m 上 的 真实 引力 W = 
mg， 就 像 在 惯性 系 中 测 得 的 那样 。 这 与 我 们 决定 在 惯性 系 中 
描述 所 有 运动 是 一 致 的 ， 也 有 助 于 清楚 地 理解 作用 在 物体 上 
的 真实 力 。 

我 们 的 重力 定义 有 一 个 小 缺点 。 在 上 一 个 例子 已 经 看 到 ， 
在 加 速 的 系统 中 , 秤 的 读数 不 是 mg 。 我 们 已 经 指出 ， 由 于 
地 球 自转 ， 静 止 在 地 表 的 系统 有 一 个 小 的 加 速度 ， 所 以 固定 
于 地 表 的 秤 的 读数 不 是 作用 在 物体 上 真实 的 引力 。 然 而 ， 这 
个 效应 很 小 ， 目 前 我 们 把 地 球 表面 当 作 惯 性 系 。 


3. 3.4 等 效 原理 


引力 表现 出 一 个 极其 神秘 的 特性 。 考 虑 粒子 b 受 粒 子 a 
引力 作用 的 运动 方程 。 令 ab 表示 粒子 b 的 加 速度 ， 则 
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3 力 和 运动 方程 
CMbM， 
下 Pht (i 1) 
属 
一 Mbah 改作 
.或 者 
GM,. 
Ut 2 Ln 


受 引 力作 用 的 粒子 加 速度 与 它 的 质量 无 关 ! 这 就 是 为 什 
么 所 有 的 物体 在 无 阻力 时 都 以 相同 的 加 速度 下 落 。 然 而 ， 在 
合并 方程 (3.1) 和 (3.2)、 消 去 Mb 时 ， 我 们 忽视 了 一 个 微 
妙 之 处 。 引 力 定律 的 “质量 ”( 引 力 质 量 ) 衡量 引力 相互 作用 
的 强度 ， 在 操作 上 有 别 于 刻画 牛顿 第 二 定律 中 惯性 的 “质量 ” 
(惯性 质量 )。 引 力 质量 为 什么 正比 于 惯性 质量 ， 是 一 大 奥秘 。 
牛顿 发 现 了 这 一 秘密 ， 并 通过 观察 单 摆 周 期 不 依赖 于 单 摆 的 
材料 ， 以 1% 的 精度 从 实验 上 验证 了 这 个 事实 。 


3.3.5 静电 力 


我 们 只 简短 地 讨论 一 下 静电 力 ， 它 的 完整 描述 最 好 等 到 
系统 地 研究 了 电学 和 磁 学 之 后 。 两 个 粒子 之 间 的 静电 力 的 特 
点 是 ， 像 引力 一 样 ， 力 是 平方 反比 的 有 心力 。 力 依赖 于 一 个 
称 作 电荷 g 的 粒子 的 基本 性 质 。 存 在 两 种 电荷 : 实验 上 发 现 ， 
相同 电荷 排斥 ， 不 同 的 电荷 则 吸引 。 

电荷 g 作用 在 电荷 g。 上 的 静电 力 Ft, 由 库仑 定律 给 出 ， 


dadb. 
Fy.a =* i oa 


式 中 , & 是 比例 常量 76. 是 从 a 指向 b 的 单位 矢量 。 按 照 本 杰 
明 .富兰克林 的 天 才 想 法 ,我 们 为 g 指定 一 个 代数 符号 来 区 分 
两 种 电荷 ， 或 正 或 负 。 如 果 g。 和 qs 都 是 正 的 或 者 都 是 负 的 ， 
力 是 排斥 的 ; 但 是 ， 如 果 电 荷 有 不 同 符号 ，Fb.s 是 吸引 的 。 

在 国际 单位 制 中 ， 电荷 的 单位 是 库仑 (C)， 用 电流 和 磁 
力 来 定义 。 在 这 个 单位 制 中 ，& 是 一 个 规定 值 

k=10 cA28. 99 X10IN。 m’:/C? 

式 中 ,，c 是 规定 的 光速 。 

电场 的 概念 在 电磁 理论 中 是 基本 的 。 目前， 我们 只 简单 
地 定义 电场 为 物体 所 受 的 电力 除 以 其 电荷 。 电 和 荷 9 位 于 原 
点 时 ,，r 处 的 电场 为 


3.4 一 些 唯 象 力 


3.4 一 些 唯 象 力 


3.4.1 接触 力 


接触 力 是 物体 之 间 由 原子 或 分 子 的 短程 相互 作用 传递 的 
力 。 例 子 包括 线 的 拉力 、 靡 擦 力 及 运动 物体 和 流体 之 间 的 慕 
沛 力 。 当 在 原子 或 分 子 矿 度 检查 时 ， 发 现 这 些 力主 要 来 源 于 
粒子 之 间 的 静电 相互 作用 。 然 而 ， 这 里 我 们 感 兴 趣 的 是 受 力 
粒子 的 动力 学 ， 所 以 我 们 唯 象 地 人 处 理 这 些 力 ， 用 近似 的 经 验 


公式 搬 述 它们 ， 通常 忽 略 它 们 的 微观 起 源 ，。 


3. 4:2 张力 一 一 线 中 的 力 


我 们 对 线 的 拉力 习以为常 ， 对 它 的 表现 也 有 所 了 解 。 下 


面 的 例子 旨 在 对 这 个 力 进行 更 进一步 的 分 析 。 
例 3. 2 物 块 和 线 
质量 为 m 的 线 系 在 质量 为 M 的 物 块 上 ， 线 受 的 拉力 
是 下。 重力 略 去 不 计 。 线 作用 在 物 块 上 的 力 Fi 是 多 少 ? 
图 中 显示 了 受 力 情况 下 | 是 线 对 物 块 的 作用 力 ， 玉 是 物 块 
对 线 的 作用 力 。 物 块 的 加 速度 是 aMm， 线 的 加 速度 是 4; 。 运 动 方 
程 是 


Fi=Mam 
F—Fi=ma; 
假定 线 是 不 能 伸 长 的 ， 线 与 物 块 的 加 速度 必须 相同 ， 
所 以 约束 方程 是 aM 二 as。 另 外 ， 由 牛顿 第 三 定律 ， 1 二 
Fi。 求解 加 速度 4 二 am 二 a;， 可 得 : 


RN 

i 

| a 
EM 


作用 在 物 块 上 的 力 小 于 下; 线 没有 传递 完全 的 受 力 。 这 个 
解 是 合理 的 ， 像 我 们 期 望 的 那样 ， 如 果 mM， 那 么 Fl 
下 。 在 另 一 个 极端 情形 M< 和 em， 我 们 希望 下 1 之 0， 因为 线 
实际 上 没有 拉 任 何 东 西 。 
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我 们 可 以 将 线 看 作 由 小 段 组 成 ,通过 接触 力 互相 影响 。 
每 一 段 都 拉 它 两 侧 的 小 段 ， 根 据 牛 顿 第 三 定律 ， 它 也 受到 相 
邻 小 段 的 拉力 。 相 邻 小 段 之 间作 用 力 的 大 小 称 作 张力 。 没 有 
与 张力 相关 的 方向 。 插 图 中 ，A 处 的 张力 是 下 ，B 处 的 张力 
是 F'。 

虽然 线 上 可 以 有 相当 大 的 张力 ， 例 如 吉他 的 弦 ， 但 大 
张力 是 均匀 的 ， 每 小 段 所 受 线 的 净 力 仍然 是 零 ， 每 段 都 保 
持 静 止 ， 除 非 受到 外 力作 用 。 如 果 有 外 力作 用 在 每 段 上 ， 
或 者 线 在 加 速 ， 张力 会 沿 着 线 变 化 , 例 3.3 就 显示 了 这 
= 村。 


例 3.3 悬挂 的 绳子 

质量 为 M、 长 为 工 的 匀 质 绳子 悬挂 在 树枝 上 。 在 距离 
下 端 工 处 确定 绳子 的 张力 。 

纪 于 下 端 长 的 一 段 的 受 力 已 经 在 图 中 男 出 ， 这 一 段 
受到 大 小 为 T(z) 的 向 上 的 拉力 ，T(z) 是 工 处 的 张力 。 
作用 在 这 一 段 向 下 的 力 是 它 的 重力 WW 三 Mg (z/L), je 
段 处 于 静止 状态 ， 所 受 合力 为 零 。 因 此 ， 


Te 


在 绳子 的 底部 张力 是 零 ， 而 在 绳子 的 顶部 工 二 上 上， 张力 等 
于 绳子 的 总 重力 Mg 。 


张力 和 原子 力 

在 处 于 平衡 状态 的 线 中 ,每 一 段 所 受 的 合力 必须 为 零 。 
然而 ， 如 果 张 力 太 大 ， 线 会 扯 断 。 从 原子 的 角度 看 一 根 线 ， 
我 们 就 能 定性 理解 这 一 点 。 线 的 一 个 理想 模型 是 一 个 单一 的 
分 子 长 链 ， 被 分 子 间 力 束 缚 在 一 起 。 假 设 力 下 是 线 的 一 端 分 
子 1 上 的 作用 力 。 分 子 1、2 和 3 的 受 力 在 图 中 已 画 出 。 平 衡 
时 ， 下 一 F， 下 一 F ,下 一 FF ， 最 终 F”= 二 下 。 我 们 看 到 线 
在 “传递 ” 力 下 。 

为 了 理解 这 是 怎么 发 生 的 ,我 们 需要 了 解 分 子 间 力 的 
性 质 。 

定性 来 看 ， 两 个 分 子 之 间 的 力 一 一 在 这 个 模型 中 就 是 线 
的 张力 一 一 依赖 于 它们 的 距离 R， 如 图 所 示 。 距 离 大 时 ， 所 


3.4 一 些 唯 象 力 


有 分 子 之 间 的 作用 是 吸引 力 ， 称 作 范 德 瓦 耳 斯 力 。 距 离 小 时 ， 
分 子 之 间 的 力 是 排斥 的 。 在 茶 一 距离 Ru ， 力 为 零 ， 尺 二 Ro 时 


是 吸引 的 。 对 于 较 大 的 R 值 ， 力 必须 减 小 为 索 ， 因 为 分 于 在 - 


大 距离 时 没有 相互 作用 。 图 上 没有 刻度 ， 但 是 Ro 的 典型 值 是 
几 埃 (A, 1 A=0.1 nm=10-™ m), 

没有 外 力 时 ， 相 邻 分 子 之 间 的 距离 一 定 是 R6; 否则 分 子 
间 的 作用 力 就 使 线 收缩 或 伸 长 。 当 我 们 拉线 时 ， 分子 会 稍微 
离开 一 点 ， 比 如 到 RR 二 R。， 这 里 分 子 间 的 吸引 力 刚 好 平衡 外 
加 力 ， 使 每 个 分 子 所 受 的 合力 为 零 。 如 果 线 僵硬 得 像 一 根 金 
属 杆 ， 就 既 可 以 推 ， 又 可 以 拉 。 推 力 使 分 子 稍微 紧凑 一 点 ， 
比如 到 RR 二 R11， 这 里 分 子 间 的 排斥 力 平衡 外 力 。 长 度 的 变化 
依赖 于 Ro 处 分 子 间 的 力 曲线 的 斜率 。 对 应 于 给 定 的 拉力 ， 曲 
线 越 陡 ， 伸 长 越 少 。 

如 图 所 示 ， 分 子 间 的 吸引 力 有 一 个 最 大 值 Fasx。 如 果 施 
加 的 拉力 大 于 Fmax， 分 子 间 的 力 就 太 弱 ， 不 能 达到 平衡 一 一 
分 子 继续 分 离 ， 线 就 断 了 。 

对 于 实际 的 线 或 杆 ， 分 子 间 力作 用 在 一 个 三 维 原 子 唱 格 
上 。 大 多 数 材 料 的 断裂 强度 远 远 小 于 Fmax 设 定 的 极限 值 。 断 
裂 发 生 在 晶 格 的 弱点 或 “缺陷 ”处 ， 这 里 分 子 的 排列 没有 规 
则 性 。 微 观 的 薄 金 属 “ 唱 须 ” 和 碳 “ 纳 米 管 ” 几 乎 没有 缺陷 ， 
它们 展示 的 断裂 强度 接近 理论 最 大 值 。 


3.4.3 法 向 力 


如 果 物 体 与 一 个 表面 接触 ， 表 面 作 用 在 物体 上 的 力 可 分 
解 成 两 个 分 量 ， 一 个 垂下 于 表面 ， 另 一 个 与 表面 相 切 。 笨 二 
的 分 量 称 作 法 回力 ， 相 切 的 分 量 称 作 摩 探 力 。 

法 回力 的 来 源 与 线 中 张力 的 来 源 类 似 。 把 一 本 书 放 在 
桌子 上 ， 书 的 分 子 对 鞭子 的 分 子 施加 一 个 向 下 的 力 。 果 子 
顶部 向 下 移动 ， 直 到 蝎子 分 子 的 排斥 力 与 书 施 加 的 力 平 衔 
为 止 。 表 面 越 坚硬 ,弯曲 越 小 。 由 于 没有 完全 刚性 的 表 
面 ， 压 缩 总 是 会 发 生 的 。 然 而 ， 压 缩 量 通常 太 小 ， 觉 察 不 
到 ， 大 多 数 情况 下 ， 我 们 可 以 假设 一 个 理想 表面 是 完全 刚 
性 的 。 

处 于 平衡 时 ,表面 作用 在 物体 上 的 法 向 力 与 所 有 其 他 在 
垂直 方向 作用 在 物体 上 的 合力 等 什 反 回 。 当 你 站 立时 ， 地 面 
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施加 的 法 向 力 与 你 的 重力 相等 。 当 你 行走 时 ， 法 向 力 就 像 表 
面 上 下 加 速 那样 涨 落 。 


3.4.4 摩擦 力 


摩擦 力 是 反抗 接触 物体 间 相 对 运动 的 力 。 在 机 械 设 计 中 ， 
摩擦 力 常 被 看 作 是 一 个 问题 ， 然 而 实际 上 没有 摩擦 力 的 生活 
会 充满 绝望 : 我 们 走 不 了 ， 汽 车 动 不 了 。 比 如 ， 太 空 行走 的 
宇航 员 是 在 一 个 无 摩擦 的 环境 中 运动 ， 为 了 返回 宇宙 飞船 ， 
他 们 必须 依靠 接触 力 ， 拉 一 个 牵强 ,或 者 也 可 能 利用 喷气 背 
包产 生 的 火箭 推力 。 

当 一 个 物体 的 表面 沿 着 另 一 个 物体 的 表面 运动 或 试图 运 
动 时 ， 摩 擦 力 就 产生 了 。 摩 擦 力 依赖 于 分 子 层次 的 详细 结构 ， 
一 般 来 说 太 复 杂 ， 不 能 用 基本 原理 来 分 析 。 结 果 ， 摩 擦 力 必 
须 唯 象 地 处 理 ， 用 经 验 法 则 来 描述 。 摩 擦 力 的 大 小 以 复杂 的 
方式 随 表面 性 质 和 它们 的 相对 速度 而 变化 。 事 实 上 ， 关于 摩 
擦 力 我 们 唯一 可 说 的 是 ， 它 反抗 它 不 存在 时 所 发 生 的 运动 。 
例如 ， 假 设 我 们 试 着 沿 桌 面 推 一 本 书 ， 轻 推 时 书 不 会 动 ， 摩 
擦 力 达到 使 书 保持 静止 所 需 的 大 小 。 然 而 ， 这 个 力 不 能 无 限 
地 增 大 。 推 力 足 够 大 时 ， 书 开始 滑动 。 一 旦 书 滑动 了 ,在 低 
速 时 摩擦 力 近似 是 常量 。 

在 很 多 情况 下 发 现 ， 两 个 表面 之 间 摩 擦 力 的 最 大 值 基本 
与 接触 面积 无 关 ， 这 似乎 很 奇怪 。 理 由 就 是 ， 在 原子 尺度 ， 
实际 的 接触 面积 是 总 表面 面积 的 很 微小 的 一 部 分 。 这 部 分 正 
比 于 压强 ， 即 单位 面积 的 压力 。 如 果 面 积 增 大 一 倍 ， 而 法 向 
力 保 持 不 变 ， 那 么 压强 就 减 半 。 因 而 有 两 倍 的 接触 面积 ， 但 
是 在 每 一 部 分 只 有 一 半 的 微观 力 。 最 终 的 总 摩擦 力 ， 等 于 接 
触 面积 和 微观 力 的 乘积 ， 是 不 变 的 。 这 是 一 个 过 分 简化 的 解 
释 ， 像 汽车 轮胎 这 样 的 非 刚性 物体 就 更 为 复杂 。 宽 轮胎 比 罕 
的 在 加 速 和 制 动 方面 通常 要 好 一 些 。 

经 验 上 ， 摩 擦 力 正比 于 法 向 力 ， 可 表示 成 /二 kN， 这 里 
是 无 量 岗 的 经 验 常 量 ， 称 作 摩 擦 因数 。jy 的 典型 值 在 0. 3 
到 0. 6 之 间 。 对 于 异常 光滑 的 特 氟 龙 @，pw=0.04; 对 于 某 些 
表面 ，y 可 以 超过 1 。 

当 物 体 在 表面 滑动 时 ， 摩 擦 力 有 一 个 最 大 值 yxN ， 指 向 
反抗 运动 的 方向 。 实 验 上 ， 当 物体 开始 滑动 时 ， 摩 擦 力 略 微 


3. 4 一 些 唯 象 力 
减 小 。 术 语 “ 竟 摩 探 ” 和 “ 动 摩 探 ” (或 者 “滑动 摩 探 ") 有 
时 用 来 区 分 静止 和 和 运动 的 情形 ， 但 是 一 般 情况 下 ， 我 们 将 忽 
略 静 摩擦 因数 和 动 摩擦 因数 的 差异 。 
总 之 ， 我 们 这 样 看 待 摩擦 力 : 
1. 对 于 没有 相对 运动 的 物体 (静摩擦 力 )， 
0< fpuN 
f 反抗 它 不 存在 时 所 产生 的 运动 。 
2. 对 于 相对 运动 的 物体 〈 动 摩擦 力 )， 
f=yN 


卫 指 回 相 对 速度 的 反方 癌 。 


例 3. 4 物 块 和 有 摩擦 的 斜面 
质量 为 m 的 物 块 静止 在 倾角 为 0 的 固定 斜面 上 上。 摩擦 
因数 是 pri。 (对 于 木 制 物 块 ， 扩 的 典型 值 在 0.2 和 .0.5 之 
间 。) 确定 物 块 开始 滑动 时 0 的 值 和 滑动 时 的 加 速度 并。 
没有 摩擦 力 时 ， 物 块 会 滑 下 斜面 ， 因 此 摩擦 力 f 沿 针 
面向 上 。 按 图 中 所 示 的 坐标 ， 我 们 有 


mi =Wsing—f 


my 二 N—Weceos0=0 


刚 要 开始 滑动 时 ，f 有 最 大 值 jN， 区 二 0。 从 方程 得 到 
Wsin Omax =pN 
WeosOmax=N 
因此 ， 
tan Omax 一 以 
物 块 在 开始 滑动 前 ， 满 足 关系 式 : 
f=Wsin0 . 00max 
当 斜 面 倾角 从 零 逐 渐变 大 时 ， 摩 擦 力 的 大 小 从 零 变 到 最 大 
值 KN 。 
一 旦 物 块 滑 动 了 ， 它 的 加 速度 满足 方程 : 
mix —=Wsing— pW eosO 
=g(sing—ycos0) 
方程 右边 的 物理 量 单位 是 重力 加 速度 5 的 单位 ， 左 边 是 
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区 ， 也 是 加 速度 ， 所 以 方程 是 量 岗 正确 的 。 然 而 ， 作 为 一 
个 很 好 的 练习 ， 可 以 看 一 下 对 应 不 同 参 数值 的 情况 ， 本 题 


. 即 六 的 不 同 值 。/ 较 小 的 时 候 ， 加 速度 略 小 于 没 摩 擦 力 的 


情形 ， 与 我 们 的 预期 一 致 。 然 而 ， 如 果 凡 大 到 一 定 程度 ， 
表达 式 sing 一 pcosb 变 成 负 的 ， 区 就 是 负 的 ， 这 表明 物 块 
向 上 滑动 ， 违 反 了 从 静止 开始 滑动 的 假设 。 如 果 物 块 向 上 
滑动 ， 摩 擦 力 实际 上 会 沿 久 面向 下 ， 与 受 力图 不 符 ， 解 与 
实际 出 现 矛 盾 了 。 这 个 矛盾 来 源 于 在 分 析 中 假设 摩擦 力 有 
最 大 值 。 而 这 只 有 在 物 块 滑动 时 才 是 真实 的 。 在 从 盖 tanb 
的 情形 ， 物 块 从 来 不 会 滑动 。 


例 3.5 恺 怖 转 桶 

恐怖 转 桶 是 游乐 国 的 一 个 游乐 项 目 一 一 一 个 大 的 竖 直 
圆 桶 ， 旋 转 足 够 快 的 时 候 ， 里 面 的 每 个 人 在 桶 底 去 掉 时 都 
被 粘 在 桶 壁 上 。 若 桶 底 可 以 安全 地 去 除 ， 最 小 的 稳定 角 速 
度 下 肿 : 多 大 ? 

假定 桶 的 半径 是 及 ， 人 的 质量 是 Mi 令 j 是 人 与 桶 壁 
之 间 的 摩擦 因数 。 作 用 在 M 上 的 力 是 重力 即 、 摩 擦 力 / 
和 桶 壁 施加 的 法 向 力 N， 如 图 所 示 。 

径 向 加 速度 是 Rw? ， 指 向 转轴 ， 径 向 运动 方程 为 


-N=MRw? 
M 在 竖 直 方向 平衡 ， 
六 二 
由 静摩擦 力 公式 : 
f<uxN=pMR ws 
则 有 
Mg <uMR w’ 
或 者 
wR 


sn 所 


3.5 漫谈 微分 方程 


例如 ,游乐 场 里 安装 的 名 巴 “重力 器 ”和 “星际 飞船 
2000” 的 游乐 设施 ， 桶 的 半径 是 有 RAT7 m， 大 到 一 次 足够 
容纳 40 人 。 衣 服 和 桶 壁 的 摩擦 因数 至 少 为 0.5。 这 时 
Wn Woe m/s /700.57 m) 二 1.7 rad/s。 桶 的 转速 必 
须 之 二 =0. 27 r/s( 转 / 秒 )==16 r/min ( 转 / 分 )。 实 际 上 ， 


桶 通常 转 到 24 r/min, 


3.5 漫谈 微分 方程 


解决 物理 问题 的 过 程 中 会 频繁 地 出 现 微分 方程 。 我 们 第 
第 可 以 分 析 系 统 在 短 时 间 间 隔 的 行为 ， 或 者 能 写 出 系统 的 一 
个 微 元 所 受 的 所 有 作用 力 。 要 确定 系统 所 有 了 时间 的 行为 ， 或 
者 整个 系统 的 行为 ， 归 根 结 底 需要 积分 , 或 者 ， 本 质 上 需要 
求解 微分 方程 。 

术语 微分 方程 可 能 会 引起 不 安 ， 因 为 各 种 微分 方程 在 数 
学 上 非常 具有 挑战 性 。 微 分 方程 的 研究 一 直 是 应 用 数学 的 一 
个 活跃 分 支 , 但 是 本 书 感 兴趣 的 系统 通常 可 以 用 一 个 简单 方 
程 来 描述 ， 途 物理 直觉 就 能 想到 其 解 。 这 些 同样 的 方程 会 出 
现在 不 同 的 领域 ， 是 物理 “工作 词汇 表 ” 的 基本 部 分 ， 有 必 
要 了 解 。 

在 力学 中 处 理 微分 方程 包含 两 个 方面 。 首先 ， 应 用 物理 
定律 建立 微分 方程 ; 其次， 用 数学 求解 微分 方程 。 

如 果 系 统 的 不 同 部 分 有 不 同 的 加 速度 ， 牛 顿 定律 仍 
然 成 立 ， 但 是 使 用 时 需要 小 心 。 下 面 的 例子 就 处 理 这 样 
一 个 系统 。 通 过 分 别 考虑 绳子 的 每 一 小 段 ， 可 以 得 到 一 
个 简单 的 微分 方程 ， 由 此 可 以 确定 沿 着 绳子 任意 一 点 的 
张力 。 


例 3.6 旋转 的 绳子 

质量 为 M、 长 为 上 的 均匀 绳子 以 一 端 为 轴 ， 在 水 平面 
内 以 匀 角 过 度 w 旋转 在 距离 转轴 处 绳 中 张力 是 多 少 ? 
重力 忽略 不 计 。 
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让 我 们 确定 在 和 7 十 Ar 之 间 一 小 段 的 运动 方程 。 这 
一 小 段 的 长 度 是 Ary， 质量 是 Am= MAr/L. 由 于 运动 是 
. 圆周 运动 ， 故 这 一 小 段 有 径 向 加 速度 。 这 就 要 求 一 个 净 的 
径 向 力 ， 而 这 只 有 在 这 段 的 两 端 拉 力 不 等 时 才 可 能 。 结 果 ， 
张力 必须 随 变化 ， 所 以 将 张力 记 作 工 (7)。 Et 

在 距离 转轴 7 处 向 内 的 张力 是 工 (Cr)， 人 向 外 的 力 是 
T(r 十 Ar)。 恕 果 我 们 将 这 一 小 段 处 理 成 质量 为 Am 的 站 
子 ， 它 向 内 的 径 向 加 速度 为 rw。 (这 一 点 可 能 引起 混乱 ， 
加 速度 取 为 (r 十 Ar)w* 也 是 合理 的 。 然而， 取 极 限 Ar 一 
0， 两 个 表达 式 给 出 同样 的 结果 。) 

这 一 小 段 的 运动 方程 是 

TG+Ar)— T(r)=— (Am)rw’ 

Mrow Ar 
最 后 一 个 方程 除 以 Ar 给 出 AT/Ar， 这 是 工 随 六 的 变化 
率 。 严 格 地 说 ， 这 个 结果 是 近似 的 ， 但 是 当 取 极限 Ar 一 0 
时 ， 就 给 出 精确 的 结果 dT/dr: 


可 和 


dE 1; EO pa je 
dr i Ar 

de i 

dr 的 


这 是 一 个 微分 方程 ， 这 个 方程 不 给 出 张力 ， 而 是 给 出 张力 
随 位 置 如 何 变化 。 因 为 方程 的 右边 二 0， 故 张力 随 着 的 增 
大 是 减 小 的 ， 这 是 合理 的 变化 。 

为 确定 作为 了 的 函数 的 张力 ， 我 们 积分 : 


2 
dT=— rdr 
T(r r 2 
be :dT = ~ A 
这 里 ，To 是 > 一 0 处 的 张力 ， 是 一 个 待定 的 常量 。 
M yD/ 
rt 
或 者 
wr 2 
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为 确定 To 的 值 ， 我 们 需要 一 条 附加 信息 ， 称 作 边界 条 件 。 
因为 在 r= 二 上 L 处 绳子 的 末端 是 自由 的 ,张力 必须 为 零 。 因 
而 有 结果 : 


SE 
T(W=0=To osMo'L 


因此 ，To 二 广 Mw?L， 最 后 的 结果 可 写成 


_Mow 人 
T(r)= 97 Cs ro 


这 个 结果 是 合理 的 ; 在 原点 的 张力 Mw?L/2 等 同 于 绳子 所 
有 的 质量 集中 在 半 绳 长 的 位 置 ， 并 以 此 为 半径 转动 。 


接 下 来 ,我们 考虑 处 于 平衡 的 绳子 ， 但 是 在 这 个 情形 中 ， 
作用 在 绳子 上 的 力 沿 着 不 同 的 方向 。 问 题 是 确定 用 滑轮 改变 
绳子 的 方 回 时 所 需 的 作用 力 。 每 个 水 手 都 知道 ， 这 个 力 依赖 
于 张力 和 绳子 方向 改变 的 角度 2 go 。 从 受 力 图 中 可 明显 看 
出 ， 强 子 作 用 在 滑轮 上 的 总 的 力 是 2Tsinbo 。 这 是 正确 的 解 ， 
人 但是， 确定 绳子 每 一 段 对 滑轮 的 作用 力 ， 再 求 天 量 和 ， 从 这 
个 第 一 原理 导出 这 一 结果 ， 也 是 具有 局 示意 义 的 。 


例 3.7 滑轮 
一 根 张力 恒定 为 工 的 细 绳 被 一 个 固定 滑轮 偏转 角度 
。 作 用 在 滑轮 上 的 力 有 多 大 ? 
a 
滑轮 施加 在 这 一 段 的 向 外 的 力 。 令 A0 一 0， 这 段 线 就 可 以 
视 为 一 个 点 。 平 衡 时 ， 这 段 的 合力 为 零 。 我 们 有 


SP Tin =0 


对 于 小 角度 A0，sin(A0/2) 守 A9/2， 因 此 


业 关 二 2 TA 
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这 样 这 段 就 对 滑轮 施加 一 个 向 内 的 径 向 力 TA0。 确 定 绳 子 
作用 在 滑轮 上 的 合力 需要 对 来 自 每 一 段 的 贡献 相 加 (各 


”分 )。 可 能 倾向 于 把 方程 两 边 简单 地 积分 


Jar =T|ao 
但 是 盲目 地 插入 符号 将 给 出 荒 廖 的 结果 下 三 T9。 虽 然 偏转 
角度 日 减 小 时 ， 力 将 消失 ， 但 当 角 度 变 大 时 ， 它 却 会 无 限 
增 大 。 

要 点 是 在 每 一 段 两 端的 力 是 不 平行 的 ， 每 一 段 作 用 在 
滑轮 上 的 力 必 须 求 矢量 和 。 由 对 称 性 ， 净 力 正 沿 工 方向 ， 
所 以 我 们 只 需 计 算 它 的 工分 量 。 利 用 关系 式 A FF = 
TAbcosg。 来 自 每 一 段 的 贡献 之 和 就 变 为 在 极限 AO-~>0 的 
积分 。 我 们 有 


“Oo 
F.= |dF:=T| cos0d0 =2Tsin Oo 
一 人 0 


正如 所 料 。 


3.6 黏 性 力 


物体 穿 过 流体 和 气体 时 会 受阻 于 黏 性 力 一 一 一 种 来 自流 
体 的 力 。 由 于 穿 过 介质 的 物体 会 施加 一 个 作用 力 ， 使 周围 的 
流体 运动 ， 这 时 黏 性 力 就 会 出 现 。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ， 流 体 
对 物体 施加 一 个 反作用 力 。 番 性 力 正 , 沿 着 运动 方向 线 ， 反 抗 
运动 ， 与 速度 成 正比 ， 我 们 可 以 写 出 矢量 形式 

F,=—Cv 

式 中 ，C 是 常量 ,依赖 于 物体 的 几何 形状 和 流体 。 对 于 缓慢 
穿 过 低压 气体 的 形状 简单 的 物体 ，C 可 以 从 第 一 原理 计算 出 
来 。 对 于 半径 为 r 的 球体 ， 在 普通 流体 如 水 或 空气 中 低速 运 
动 时 ，C=6r7r ， 这 里 7 称 作 流体 的 动力 黏度 。 核 对 量 纲 ， 
容易 发 现 ，dimy=ML IT 1， 所 以 在 国际 单位 制 中 ，7 的 
单位 是 kg/(m，s)。 关 系 式 下 二 6xwrv 称 作 斯 托 克 斯 定律 。 

高 速 时 ， 会 带 来 汗 流 引起 的 其 他 力 ， 总 的 摩擦 力 ， 通 常 
称 作 拖 电 力 ， 有 更 复杂 的 速度 依赖 关系 。 (赛车 设计 者 假定 一 
个 正比 于 速率 平方 的 力 来 解释 拖 忠 力 ,， 然而， 在 许多 实用 的 


3.6 答 性 力 


低速 情形 ， 医 性 力 是 唯一 重要 的 拖 忠 力 。 


例 3.8 终极 速度 

地 球 的 大 气 层 通 常 包含 大 量 的 微小 粒子 ,例如 小 水 滴 
和 发 灰 ， 通 常 称 作 浮 质 。 考 虑 一 个 球形 的 小 水 滴 ， 受 重力 
作用 在 静止 空气 中 直 落 。 如 果 小 水 滴 的 半径 是 5 pm， 它 下 
落 的 最 大 连 度 ( 奴 家 巡 度 ) 是 多 少 ? 水 的 贤 层 是 pw 二 000 
kg/m 空气 站 20 记 的 动力 占 并 有 是 18X10 5 kg/tm*: 5, 

若 m 是 小 水 滴 的 质量 ,，v 是 它 的 瞬时 速度 ， 竖 直 运 动 
的 方程 是 


dv 
2 Gnu me 


m 

时 天 这 
i RL 
dt m 


这 旺 ， 以 向 下 为 正 。 
利用 了 研一 (4/3)x 六 0Ow 给 出 速率 的 微分 方程 ， 


如 果 小 玉 滴 从 静止 vv 二 0 开始 ， ee go 
但 是 小 水 滴 加 速 后 ， 黏 性 力 增 大 ， 直 到 加 速度 变 为 堆 。 此 
后 小 水 滴 就 以 恒定 的 终极 速度 wy 下 落 ， 


二 ) 浊 


由 此 得 到 


-一 一 一 
一 -一 


A 
9 Sm/s’ ) CLO00 A 0 i) 
9 ol D9 mh es 
=3X10™» m/s 
非常 小 的 水 满 实际 上 是 贰 浮 在 空 气 趾 的。 对 于 较 火 的 水 调 ， 
例如 雨滴 ,+ 二 1 mm 一 10-3 各， 终极 速度 是 120 m/s， 就 
> a 


-一 一 
一 -一 


如 果 物 体 只 受 黏 沛 阻力 ， 运 动 方程 是 
dv 


We = =:—CGY 


drt 
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我 们 再 次 得 到 一 个 微分 方程 ,一 个 关于 变量 v 的 方程 。 
因为 力 沿 着 运动 方向 ， 只 有 nm 的 大 小 发 生变 化 ， 矢 量 方 程 可 


简化 为 标量 方程 : 
mm Cv 
我 们 可 以 把 它 写 成 更 简单 的 形式 : 
dv__ 1 
dt EE 


这 里 我 们 引入 了 参量 t= 二 m/C。， 

有 几 个 微分 方程 ， 就 像 这 一 个 ， 很 简单 且 频 繁 出 现 ， 无 
论 在 什么 情况 下 ， 或 用 什么 符号 表示 ， 它 们 的 解 都 值得 彻底 
掌握 。 例 如 ， 同 样 形式 的 微分 方程 可 以 表示 放射 性 衰变 核 素 
的 减少 、 即 将 处 于 热平衡 的 物体 的 温度 和 与 电阻 相连 的 电容 
的 电量 减少 。 

方程 du/d 王 一 zy/r 告诉 我 们 ， 速 度 是 按 着 与 其 值 成 正 
比 的 比率 减 小 。 大 你 熟悉 指数 函数 ef ， 你 就 知道 这 实际 上 是 
它 的 基本 性 质 : derz /dz 三 时 。 这 提醒 我 们 ， 可 以 尝试 形 如 
v 二 et! 的 解 ， 这 里 45 是 常量 ， 需 要 使 bt 无 量 纲 。 然 而 ,在 这 
个 莹 试 解 中 有 一 个 明显 的 缺陷 : 在 量 纲 上 是 不 可 能 的 。 方 程 
的 左边 有 速度 的 量 纲 ，LT : ， 但 是 右边 是 量 纲 为 1 的 。 为 弥 
补 这 个 缺陷 ， 我 们 尝试 一 个 形 如 = 一 Bex% 的 解 ， 这 里 B 是 一 
个 有 速度 单位 的 和 常量。 这 个 尝试 解 给 出 

dx 


) 
— 二 DbBer 


dt 


do _ 

dt 
只 需 0 三 一 1/r， 这 个 解 就 满足 方程 dv/dt = 二 一 w/tr， 所 以 解 
的 形式 是 


bv 


也 一 有 ee 
B 可 以 是 任意 值 ， 但 这 就 陷入 了 一 个 困境 ,我 们 需要 的 是 一 
个 不 含 任意 常量 的 解 。 为 了 确定 B 的 值 ， 我 们 利用 所 谓 的 初 
始 条 件 ， 即 在 某 一 特定 时 间 所 知 的 特定 信息 。 这 个 问题 表述 
为 ， 在 上 一 0， 物 体 有 速率 一 wo 。 因 此 ， 


v(t=0)=wvo=Be' 
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因为 = 二 1， 由 此 B= 二 vw。， 完 整 的 解 是 
UVU=v0e Wr 
我 们 可 以 通过 简单 地 猜想 解 的 形式 来 求解 方程 。 这 个 常 
识 性 的 方法 是 求解 这 类 问题 的 一 个 好 办 法 ， 但 是 方程 也 可 以 
正规 地 求解 : 


dv_ 也 
di 7 
dy_ 出 
U 和 


注意 积分 上 下 限 的 对 应 关系 : v 是 上 时 刻 的 速度 ，zm 是 0 时 
刻 的 速度 。 初 始 条 件 包 含 在 上 下 限 中 。 


人 二 Wye i 


离开 这 个 问题 之 前 ， 让 我 们 更 详细 地 看 一 看 这 个 解 。 我 
们 引入 的 参量 t= 二 m/C 具有 时 间 的 单位 。 速 度 随 时 间 呈 指数 
式 地 减 小 ,rz 是 系统 的 特征 时 间 ; 它 是 速度 降 到 初始 速度 的 

和 0. 37 所 用 的 时 间 。 物 理 问 题 的 解 中 出 现 的 数学 参量 通 
常 有 物理 意义 。 不 难看 出 ， 虽 然 物 体 理论 上 从 未 静止 ， 它 却 
只 走 一 个 有 限 的 距离 vor。 


例 3.9 下 落 的 雨滴 
在 例 3.8 中 ， 我 们 确定 了 在 重力 和 徐 性 力作 用 下 小 水 
泣 下 落 的 终极 速度 。 这 里 我 们 求解 运动 方程 ， 确 定 小 水 泣 
从 静止 释放 后 在 任意 时 刻 的 速率 。 

建立 向 下 为 正 的 坐标 系 ， 运 动 方程 可 以 写成 

人 CT 
在 这 个 表示 中 ， 终 极速 度 是 
oe (2) 
为 求解 方程 (1)， 通 过 将 因 变 量 从 v 变换 到 二 v 十 a， 可 
以 把 方程 转换 成 我 们 已 经 研究 过 的 形式 ， 这 里 a 是 待定 党 
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弹性 力 外 力 


Se 
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IT 
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量 。 因 为 常量 的 导数 为 零 ， 则 方程 (1) 的 左边 是 dv/dt 二 
du/dt。 用 4 表示， 方程 (1) 变换 成 


ttg (3) 
取 a 二 一 rg 就 把 方程 (3) 变 为 熟悉 的 形式 : 
U0 寺中 
dt 7 
它 有 通 解 : 
u= Be 
因此 ， 


v=utrte=rgt Be Mr 
利用 初始 条 件 ，1 二 0 时 v 二 0， 我 们 确定 旭 二 一 rg， 再 利 
用 方程 (2)， 最 后 的 解 是 
v=rg(l—e "rr)=v(l—e *r) 
可 见 ， 如 果 t 污 tr， 小 术 滴 基本 上 以 终极 达 度 下 落 。 对 于 空 
气 中 直径 2 mm 的 雨滴 Tt 人 12 s。 


3.7 胡 克 定律 与 简 谐 运动 


17 世纪 中 叶 胡 殉 ( 牛 顿 同时 代 的 人 ) 发现， 弹簧 的 伸 长 
量 ， 不管 是 正 的 还 是 负 的 位 移 ， 都 正比 于 所 受 的 力 。 弹 得 的 
作用 力 Fs 由 胡 殉 定律 给 出 : 

Fs=—k(zr—x0) 

式 中 , & 是 常量 ， 称 作 幼 度 系数 ，zx 一 zo 是 弹簧 末端 偏离 平 
衡 位 置 zu 的 位 移 。 

胡 克 定律 的 重要 特征 是 ， 力 随 位 移 线性 变化 ， 且 总 是 指 
向 平衡 位 置 。 弹 簧 伸 长 时 ,， 工 二 zo，FSs 是 负 的 ， 指 向 zo。 弹 
簧 压缩 时 ， 工 二 zo，Fs 是 正 的 ， 再 次 指向 zo。 由 于 这 个 原 
因 ， 衣 克 力 有 时 称 作 线 性 回复 力 ， 

胡 克 定律 基本 上 是 经 验 规律 位移 较 大 时 不 再 成 立 。 套 
用 一 个 并 不 严 间 的 说 法 ， 胡 克 定 律 可 以 改 述 为 “ 伸 长 正比 于 
力 ， 只 要 它 满足 即 可 。” 然 而 ,对 于 足够 小 的 位 移 ，、 胡 克 定 律 
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惊人 地 准确 ,不仅 对 弹 得 ， 对 于 近 平 衡 的 每 一 个 实际 的 系统 
也 是 如 此 。 看 一 看 分 子 之 间 的 作用 力 曲线 就 会 明日 为 什么 弹 
性 力 在 本 质 上 如 此 普遍 。 

如 果 力 曲线 在 平衡 点 附近 是 线性 的 ， 那 么 力 与 偏离 平 
衡 点 的 位 移 成 正比 。 这 在 物理 上 几乎 总 是 实情 。 在 力 随 位 


移 变 化 的 曲线 上 ， 足 够 短 的 一 小 段 总 是 可 以 很 好 地 近似 为 让 


直线 。 只 有 在 反常 情形 ， 近 平衡 的 力 与 位 移 才 不 具有 线性 


关系 。 然 而， 对 于 较 大 的 位 移 ， 正 如 我 们 所 料 ， 线 性 近似 。 


不 可 避免 地 被 破坏 ， 

与 弹 壬 相连 的 物体 ， 偶 离 平 衡 点 被 释放 后 的 运动 ， 称 为 
简谱 运动 (SHM)。 这 种 运动 在 物理 中 是 普 过 存在 的 ， 出 现 
在 各 种 各 样 的 力学 和 电磁 学 场景 中 ， 所 有 的 波动 现象 以 及 小 
到 原子 尺度 的 现象 中 ,例如 原子 核 在 分 子 中 的 振动 。 

为 导出 简 谐 运动 的 方程 ， 考 虑 质量 为 M、 连 在 弹 革 一端 
的 物 块 ， 弹 鞭 的 妨 一 端 是 固定 的 。 

物 块 静止 在 水 平 无 摩擦 的 表面 。 我 们 取 平 衡 位 置 为 坐标 
系 的 原点 。 运 动 方程 是 


M 了 7 一 一 
或 者 

dzx kk 

J 


引入 变量 w= 二 Vk/M ， 将 SHM 方程 改写 成 标准 形式 : 
d? xz 


一 十 wx 二 0 
dr 


满足 这 个 方程 的 任何 系统 都 称 作 谐 振子 。 在 查看 谐振 子 方程 
的 解 之 前 ， 先 看 看 方程 能 从 物理 上 告诉 我 们 什么 ?位移 和 加 
速度 总 是 有 相反 的 符号 。 物 体 向 外 运动 + 之 0 时 ， 负 的 加 束 
度 最 终 会 使 物体 静止 ， 然 后 加 速 使 它 返回 平衡 位 置 。 当 物体 
快速 通过 平衡 点 时 ， 加 速度 改变 符号 ,物体 被 拉 回 。 我 们 因 
此 预测 物体 会 在 平衡 位 置 振动 。 

有 规则 的 重复 运动 称 为 周期 运动 ， 我 们 猜测 简 谐 运动 是 
周期 运动 。 正 弦 和 余弦 函数 是 周期 性 的 ， 当 它们 的 变量 增加 
2x rad (360”) 后 就 会 重复 。 在 例 5.2 中 我 们 将 正式 推 叶 
SHM 方程 的 解 ， 但 是 这 个 解 太 直观 了 ， 我们 可 以 猪 测 它 的 
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形式 : 


=Asinwt+ Bceoswt 


式 中 ,A 和 B 是 常量 ,或 者 等 价 的 形式 : 


X=Csin(wt+g$)=C(cosg)sinwt tC(sing)coswt 
只 要 A 二 Ccosg 且 B= 二 Csing， 两 种 解 的 形式 在 任何 时 间 
都 成 立 。 反 过 来 ,C= 二 VA? 十 B* ，tang 二 BB/A。 容 易 看 
出 ， 这 两 个 解剖 满足 运动 方程 ， 这 里 ，A 和 B、C 和 4 是 
由 初始 条 件 确 定 的 常量 ,， 例如， 在 时 刻 t1 二 0 的 位 置 和 
速度 。 

运动 是 时 间 周 期 性 的 ， 在 时 间 本 内 完成 一 周 ， 而 wo 了 = 
2r。 了 (符号 与 张力 的 符号 相同 ) 是 运动 的 周期 ， 运动 
Root 和 ren 的 Penn 
直角 ， 

简 谐 运动 的 基本 性 质 是 ,运动 的 频率 和 周期 不 依赖 于 
振幅 。 释 放 物 体 前 ， 硅 弹簧 拉 伸 较 大 ， 运 动 的 振幅 变 大 ， 
这 意味 着 物体 在 每 个 周期 中 要 移动 得 快 一 些 。 由 于 力也 随 
振幅 增 大 ， 加 速度 变 大 ， 物 体 更 快 地 通过 原点 。 长 距离 的 
效应 被 较 大 的 加 速度 效应 补偿 ， 完 成 一 周 的 时 间 保 持 
不 楼。 

注意 : 频率 ”的 单位 是 赫 效 : 1s ! 二 1Hz (赫兹 )。 频 率 
用 符号 f 或 vy 表示。 在 物理 〈 数 学 ) 中 ， 和 角度 的 自然 单位 是 
浙 度 ,物理 中 目 然 单位 是 弧度 每 秒 的 频率 ， 称 作 角 频率 。 角 
频率 通常 用 w 表示 ， 但 是 单位 没有 专 有 的 名 字 。 频 率 和 角 频 
率 有 相同 的 物理 量 纲 dimf 二 T 7! 和 dimw 二 T !,， 但 是 两 个 
量 关 一 个 因 了 于 2m ww 二 2mf 


例 3. 10 摆 的 运动 

”这 里 我 们 考虑 一 个 单 摇 一 一 质点 是 挂 在 一 一 根 无 质量 的 
线 上 一 一 这 是 许多 做 简 谐 运 动 的 物理 系统 之 一 。 在 后 面 的 
第 7 章 ， 我 们 将 去 除 物体 是 质点 和 线 无 质量 的 假设 ， 分 析 
所 谓 的 物理 摆 。 若 摆动 的 振幅 是 小 角度 的 ， 它 也 可 以 很 好 
地 近似 成 简 谐 运动 。 


日 ” 原 书 此 处 将 频率 与 圆 频率 做 了 等 同 。 一 一 编辑 注 
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图 中 显示 了 一 个 长 为 !、 质 量 为 M 的 单 摆 ， 相 应 的 重 
力 W=Mepg. 

物体 在 竖 直 平面 内 的 一 个 圆 绝 上 运动 。 用 0 表示 
其 与 紧 直 方向 的 夹 角 ， 可 以 看 出 ， 速 度 是 [dg/df， 加 
速度 是 ld*9/dt*。 切 向 力 是 一 Wsin0。 因 此 运动 方 
程 是 


或 者 


> dt2 -1 
因为 有 正弦 函数 ， 故 这 不 是 SHM 的 方程 ， 不 能 用 获悉 的 


函数 求解 。 然 而 ， 若 摆 的 幅度 不 大 ， 满 足 9&1， 我 们 可 以 
做 近似 sin9 守 9， 从 而 有 


这 是 简 谐 运动 的 方程 。 取 ww 二 Vg/1， 方 程 可 写成 标准 


形式 : 


d20 
TU 


摆 以 角 频 率 由 振动， 以 角速度 db/di 运动 ， 重要 的 是 不 要 
混 消 两 者 。 
解 是 


0=A sinwt Bceoswt 


式 中 Ww 二 Vg/l1，A 和 B 是 常量 。 如 果 在 时 间 +t 二 0 时 ， 捍 


0=00coswt 


运动 是 周期 性 的 ， 意 味 着 会 周而复始 地 运动 。 周 期 于， 相 
继 重 复 运 动 的 时 间 ， 由 wT 二 2x 给 出 ， 或 者 


2 [1 
T= 一 2 | 一 
Vg/l 8 


最 大 角度 90 是 这 个 运动 的 振幅 。 对 于 小 角度 ， 周 期 几乎 与 
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振幅 无 关 ， 这 也 是 摆 特 别 适 合 校准 时 钟 的 原因 。 然 而 ， 运 
动 的 这 个 特点 是 近似 sin0s0 的 结果 。 更 精确 的 解 表 明 ， 
周期 随 着 振幅 的 增 大 而 略微 变 长 。 尽 管 如 此 ， 如 果 机 械 装 


” 置 能 使 振幅 近似 为 常量 ， 则 摆 钟 是 适合 家 用 的 计时 装置 。 


如 果 振 幅 (假设 为 5°”) 的 变化 保持 在 0.3 之 内 ， 一 个 典型 
的 摆 钟 快慢 不 超过 每 天 5s。 

在 注释 5.1 中 ， 利 用 能 量 方法 ， 计 算 了 不 做 小 角度 近 
似 时 单 摆 运动 的 通 解 。 


例 3. 11 弹簧 枪 与 初始 条 件 

弹簧 枪 利用 弹簧 和 枪 管 中 的 活塞 发 射 一 个 质量 为 M 的 
石 弹 ， 如 图 所 示 ，。 | 

活塞 质量 为 内， 连 在 劲 度 系数 为 的 弹簧 一 端 。 活 


塞 和 五 弹 从 平衡 点 被 拉 回 的 距离 是 由 ， 然 后 释 元， 问题 


是 确定 石 弹 刚 离开 活塞 时 的 速率 。 重 力 和 摩擦 力 可 咯 去 
不 计 。 

取 江 轴 沿 运动 方向 ， 原 点 位 于 弹 鞭 未 伸 长 的 位 置 。 活 
塞 的 位 置 满足 SHM 方程 : 


ds Wh 


‘MT mT 


十 天 交 一 人 0 


方程 有 通 解 
T(t)=Asinwtt Beoswt (1» 
这 里 ，w 二 VR/(M 十 m)。 迷 度 是 
v(t) T=wAcoswt — whsinwt (2) 
为 确定 常量 和 A 和 B 的 值 ， 我 们 利用 初始 条 件 (1 二 0) 王 
一 LL 和 w(t 二 0) 二 0。 代 入 方程 (1) 和 (2)， 我 们 有 
TDL A int = OmiB eto Os 


vu(0)=0=wAcos(w * 0)—wBsin(w * 0)=A 
所 以 解 可 以 写成 


X(t)=—Lceoswt 人 


注释 3. 1 球 壳 的 引力 


v(t)=wL sinwt (4) 

我 们 的 解 只 在 五 弹 和 活塞 接触 时 成 立 。 活 塞 只 能 推 石 

弹 ， 不 能 拉 ， 当 活塞 开始 慢 下 米 时 ， 就 不 再 接触 ,五 弹 以 

恒定 速度 运动 。 从 方程 (4) 看 出 ， 速 度 达到 最 大 值 的 时 间 
tm 满足 


9 
(Lm 9 
将 此 代入 方程 (3)， 我 们 确定 


X(tm)=—Leos S70 


当 弹 簧 经 过 平衡 点 时 ， 石 弹 不 再 与 活塞 接触 ， 如 我 们 所 料 ， 
因为 在 文 汪 0， 活 塞 被 弹力 减 慢 。 


SY es 
Dee 7 Re 


要 获得 高 速 ，& 和 上 应 该 大 ，M 十 m 应 该 小 。 换 一 种 说 
法 ， 为 了 获得 高 速 ， 可 使 用 小 的 抛射 体 ， 尽 可 能 用 力 拉 弹 
簧 。 答 案 是 合理 的 。 


注释 3.1 球 壳 的 引力 


在 这 个 注释 中 ,我们 计算 一 个 质量 为 M 的 均匀 薄 球 元 和 
一 个 质量 为 m、 距 离 球 心 为 7 的 粒子 之 间 的 引力 。 我 们 要 证 
明 ， 粒 子 位 于 球 壳 外 时 ， 引 力 的 大 小 是 CMV/ 一 ， 粒 子 在 内 


部 时 引力 为 零 。 


为 攻克 这 个 难题 ， 我 们 把 球 壳 划分 成 罕 环 ， 利 用 积分 把 
它们 的 力 加 在 一 起 。 令 R 为 球 壳 半径 ，t 是 它 的 厚度 ，1 < 
R。 在 角 08 处 对 应 着 角度 dg 的 环 ， 有 周 长 2xRsin96、 宽 度 


Rd9 和 厚度 +。 
它 的 体积 是 
dV 王 2r 及 :tsin0d0 
它 的 质量 是 


NM 
odV 一 2x Riosin0d0 一 了 Sinbdb 
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球 壳 的 总 体积 是 4xR?*t， 所 以 它 的 质量 密度 是 po 王 M/7 (4rR2z)。 
环 的 每 一 部 分 离 m 都 有 相同 的 距离 ”> 。 环 的 一 小 段 对 m 
的 力 指 向 该 小 段 。 由 对 称 性 ， 整 个 环 的 横向 力 分 量 的 矢量 和 
由 于 力 矢量 和 中 心 线 的 夹 角 a 对 环 的 所 有 小 段 都 相同 ， 
沿 中 心 线 的 力 分 量 加 在 一 起 就 是 环 对 m 的 合力 : 


dF = Rcosa 
对 整个 环 都 适用 。 
整个 球 充 的 作用 力 是 


V 
P= | dF = | pr cosa 


现在 的 问题 是 用 一 个 变量 来 表示 被 积 函 数 里 的 所 有 量 ， 比 如 极 角 


9。 由 图 可 得 ，cosa 二 (rr 一 Reos0)/r 和 rr = 二 Vr? 十 R? 一 2rRcos0 。 
由 于 


odV 王 Msin0d0712 
我 们 有 
_ GMm 站 (r—Reos0)singd0 


F = 一 一 
2 o (7 十 民 和 一 27RcosO737 


为 计算 这 个 积分 ， 一 个 方便 的 代 换 是 一” 一 Recosg，dx = 
Rsin0d0。 因 此 ， 


GMm rriR u du z 
一 | (1) 


De 2 ir CR 


这 个 积分 列 在 积分 表 中 ， 但 是 我 们 可 以 利用 分 部 积分 直接 计 
算 它 。 对 任意 函数 f 和 g， 有 规则 : 


d(fg)=fdg+gdf 
从 a 积 到 5b， 我 们 有 


pb p pb 
ts] = seat fear 
为 了 用 它 ， 我 们 选择 /和 g， 使 | /dg 是 我 们 想 要 计算 的 积 


分 ， 还 要 使 | sdy 是 较 简单 的 积分 。 在 这 个 问题 中 ， 一 个 好 
的 选择 是 


注释 3. 1 球 壳 的 引力 


f 三 wx 
加 
和 
因而 有 
i ¢ udu 
| fae= | CR — ra 
和 
[gaf=— | Rr Tr 
合并 后 ， 结 果 是 
、 Pe r 十 RR 
F wt a R? ri Far | 
2R VR , 


人 人 yi 
2R ek rt +t-R)| 
ss rR 


六 


对 于 ~> 有 R， 球 壳 的 引力 作用 等 效 于 它 的 所 有 质量 都 集中 在 
球 心 。 

在 我 们 的 积分 计算 中 有 一 微妙 之 处 。Vr? 十 R? 一 2rR 项 
总 是 正 的 ， 由 于 7+ 这 R， 我 们 必须 取 Vr? 十 R? 一 2rR 一 ”一 及 。 
如 果 粒 子 在 球 充 内 部 ， 力 的 大 小 仍 由 方程 (1) 给 出 。 然 而 ， 


在 这 种 情况 下 ,rr 二 R， 所 以 计算 中 我 们 取 vVr* 十 R? 一 2rR = 
R 一 +r。 我 们 得 到 


Wi 


=0 rR 


一 个 实心 球体 可 以 看 作 一 系列 的 球 过 系列。 不 难 把 我 们 
的 结果 推广 到 球 密度 p(r') 只 是 径 向 距离 ~ 函数 的 情形 ， 六 
是 到 球 心 的 距离 。 半 径 为 、 厚 度 为 dr 的 球 壳 质量 是 
plr' )4rr 2dr 。 它 对 m 的 作用 力 是 


Cr / /六 / 
dF = pty )4nxr “dr 


2 
r 


由 于 每 个 球 壳 的 作用 力 都 指向 球 心 ， 则 合力 是 
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天 二 rm | 


本 |， Rr ) 4nr 2dr’ 


然而 ， 积 分 很 简单 ， 就 是 球 的 总 质量 ， 我 们 发 现 ， 对 于 二 


R，m 和 球 的 作用 力 等 同 于 两 个 质量 为 m 和 M、 间 距 为 7 的 


粒子 之 间 的 力 。 


习题 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
3. 1 无 摩擦 的 倾斜 杆 

两 个 质量 同 为 M 的 物体 安装 在 长 上 的 无 质量 的 细 杆 两 
端 。 细 杆 斜 靠 在 光滑 的 表面 上 ,倾角 为 0， 如 图 所 示 ， 然 后 
释放 。 确 定 每 个 物体 的 初始 加 速度 。 
3.2 有 摩擦 力 的 滑 块 ” 

物 块 A 的 质量 MA 二 4 kg， 静 止 在 物 块 B 的 项 部 。 物 块 
B 的 质量 Ms 二 5 kg， 静 止 在 无 摩擦 的 桌面 上 。 当 对 下 面 物 块 
施加 的 水 平 力 下 =27 N 时 ， 两 个 物 块 之 间 刚 要 开始 滑动 。 假 
设 现在 一 个 水 平 力 作用 在 上 面 的 物 块 上 ,， 若 物 块 之 间 没 有 相 
对 滑动 ， 力 的 最 大 值 是 多 少 ? 
3.3 三 放 的 物 块 与 滑轮 

质量 为 Ms 的 物 块 a 放 在 质量 为 Mb 的 物 块 b 上 ， 如 图 所 
示 。 假 设 Mb> 字 Ms。 两 个 物 块 从 静止 开始 被 一 条 穿 过 滑轮 的 
无 质量 的 绳子 拉动 。 滑 轮 的 加 速度 为 A。 物 块 b 在 无 摩擦 的 
桌面 上 滑动 ， 但 是 物 块 a 和 bb 之 间 由 于 相对 运动 ， 有 恒定 的 
摩擦 力 /。 确 定 绳 中 的 张力 。 
3.4 同步 轨道 

确定 绕 地 球 的 同步 卫星 的 轨道 半径 。 (同步 卫星 每 24 小 
时 绕 地 球 一 周 ， 所 以 它 的 位 置 相对 地 面 观测 站 是 静止 的 ,) 最 
人 简单 的 确定 答案 并 给 出 结果 的 方法 是 ， 用 地 球 半 径 R。 表 示 所 
有 的 距离 。 
3.5 物体 与 转轴 

质量 为 m 的 物体 用 两 根 长 为 ! 的 线 连 在 竖 直 转轴 上 ， 每 
根 线 与 轴 的 夹 角 为 4 ， 如 图 所 示 。 轴 和 物体 都 以 角速度 w 
转动 。 重 力 向 下 。 

(a) 清楚 地 夯 出 物体 的 受 力图 。 
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(b) 确定 上 面 那 根 线 的 张力 TE 和 下 面 那 根 线 的 张 
is 
3.6 桌布 游戏 

如 果 你 有 勇气 , 手 又 有 力 ， 你 可 以 猛 拉 铺 在 桌子 和 太 
子 之 间 的 桌布 。 玻 璃 杯 离 桌 边 6in (1 in 二 25. 4 mm)， 大 要 
求 杯子 在 离开 桌子 前 达到 静止 ， 拉 出 果 布 的 最 长 时 间 是 多 
少 ? 假定 玻璃 杯 在 和 桌布 和 桌子 上 滑动 的 摩擦 因数 都 是 0. 5。 
(为 了 游戏 的 效果 ， 旧 布 应 当 快 速 拉 出 ， 而 杯子 没有 明显 的 
移动 。) 
3.7 ” 滑轮、 绳子 及 摩擦 力 

图 中 所 示 的 系统 使 用 了 无 质量 的 滑轮 和 绳子 。 物 体 与 水 
平面 的 摩擦 因数 是 六 。 假 定 质量 为 MA 和 ME 的 两 个 物体 都 滑 
动 。 重 力 回 下。 

(a) 画 出 每 个 物体 的 受 力图 ， 标明 所 有 相关 的 坐标 。 

(b) 加 速度 的 关系 如 何 ? 

(c) 确定 绳 中 张力 。 
3.8 物 块 和 斜面 ” 

物 块 静止 在 倾角 9 的 斜面 上 。 物 块 与 斜面 的 摩擦 因数 
是 pg。 

(a) 斜面 固定 时 ， 确 定 使 物 块 竺 在 斜面 上 不 动 的 0 的 最 
大 值 。 

(b) 斜面 的 水 平 加 速度 为 a， 如 图 所 示 。 假 设 tang 之 A， 
为 使 物 块 在 斜面 上 不 滑动 ， 确 定 加 速度 的 最 小 值 。 

(c) 重复 (b)， 确定 加 速度 的 最 大 值 。 
3.9 绳 中 的 张力 

质量 为 m、 长 为 ! 的 均匀 绳子 连 在 质量 为 M 的 物 块 上 。 
用 力 下 拉 强 子 。 确 定 距离 强 子 一 端 x 处 的 张力 。 忽 略 重 力 。 
3. 10 绳子 和 树 ， 

均匀 绳子 所 受 重力 为 W. 悬挂 在 两 棵 树 之 间 。 强 子 两 端 
在 同一 高 度 ， 它 们 与 树 的 夹 角 为 2。 确 定 

(a) 绳子 两 端的 张力 

(b) 绳子 中 部 的 张力 。 
3. 11 旋转 的 环 ” 

将 一 根 长 为 :、 质 量 为 M 的 线 做 成 一 个 圆 环 ， 并 绕 圆 环 
的 中 心 以 色 角 速度 w 旋转 。 确 定 线 中 的 张力 。 提 示 : 画 出 对 
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3 ” 力 和 运动 方程 


应 着 角 Ab 的 环 中 一 小 段 的 受 力图 。 
3. 12 ”绞盘 

一 种 称 作 绞盘 的 设备 ， 用 在 船上 以 控制 工作 时 有 很 大 张 
力 的 绕 强 。 缆 绳 绕 在 一 个 固定 卷 简 上 ， 通 常会 绕 几 圈 (图 中 
显示 3/4 圈 )。 缆 绳 的 负载 对 缆绳 的 拉力 为 Ta4， 水 手 以 非常 
小 的 力 Ta 拉 它 。 证 明 Tae=TAe ， 这 里 py 是 摩擦 因数 ，0 
是 缆绳 统 在 卷 简 上 的 对 回 总 角度 。 
3. 13 未 走 完全 程 的 环 路 火车 

质量 为 M 的 汽车 驶 人 一 个 环 路 火车 装置 ， 如 图 。 走 完整 
个 环 路 而 不 掉 下 来 的 最 小 速度 是 zu 。 然 而 ， 一 辆 汽车 以 恒定 
速度 v 怠 入 ， 这 里 v 二 vo。。 汽 车 与 环 路 的 摩擦 因数 是 y。 

汽车 在 角度 0 开始 下 滑 ， 列 出 其 方程 。 不 必 求 解 这 个 
方程 。 
3. 14 在 轨道 运行 的 球体 

在 和 目 由 空间 ， 两 个 全 同 的 实体 球 以 它们 间距 的 中 点 为 圆 
心 ， 在 引力 作用 下 做 圆周 运动 ， 确 定 可 能 的 圆周 运动 的 最 短 
周期 。 球 体 由 白金 制 成 ， 密 度 为 21. 5 g/cm”。 
3. 15 ”穿越 地 球 的 隧道 

一 个 物体 到 一 个 均匀 的 球体 中 心 的 距离 是 R， 物 体 所 受 
的 引力 只 来 自 r 二 R 的 质量 , r 是 到 球 心 的 距离 。 这 个 质量 作 
用 的 引力 等 同 于 它 的 质量 集中 在 球 心 。 

根据 上 面 的 结果 证 明 ， 如 果 钻 一 个 孔 通 过 地 心 ， 然 后 由 
该 孔 下 落 ， 你 相对 地 心 将 做 简 谐 运动 。 确 定 你 回 到 出 发 点 所 
用 的 时 间 ， 并 证 明 这 是 卫星 绕 地 球 做 低 轨 运动 rR。 的 时 间 ， 
推导 这 个 结果 时 ， 把 地 球 当 作 密 度 均匀 的 球体 ， 摩 擦 略 去 不 
计 ， 地 球 转动 的 任何 效应 也 略 去 不 计 。 
3.16 偏心 隧道 

作为 上 题 的 变化 题 型 ， 证明 即 使 直线 孔 偏 离 地 心 ， 你 仍 
然 以 相同 的 周期 做 简 谐 运动 。 
3. 17 转弯 的 汽车 * 

汽车 进入 半径 是 R 的 弯 道 。 路 面 的 倾角 是 9， 车 轮 和 路 
面 的 摩擦 因数 是 jy。 确定 汽车 不 侧 向 滑动 的 最 大 和 最 小 
速率 。 
3. 18 ”旋转 平台 上 的 汽车 

一 辆 汽车 驶 人 以 匀 角 速度 w 旋转 的 大 平台 。 在 1 二 0 时 
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刻 ， 汽 车 离开 原点 ， 沿 着 涂 在 平台 上 的 径 癌 基 外 的 线 以 匀速 
率 uy 运 动 。 车 的 总 质量 是 WW， 车 与 台面 的 摩擦 因数 是 jy。 

(a) 利用 极 坐 标 确定 作为 时 间 婧 数 的 汽车 加 速度 。 男 一 
张 清楚 的 矢量 图 ， 显 示 在 上: 盖 0 某 时 刻 加 速度 的 分 量 。 

(b) 确定 汽车 刚 要 滑动 的 时 间 。 

(c) 在 汽车 开始 滑动 之 前 ， 相 对 于 瞬时 位 置 矢量 ~>， 确 
定 摩擦 力 的 方向 。 在 图 上 清楚 地 画 出 你 的 结果 。 
3. 19 物体 和 弹 提 ” 

质量 为 m 的 物体 悬挂 在 两 个 劲 度 系数 分 别 是 Ai: 和 Asz 的 弹 
簧 上 ， 按 图 示 组 合 在 一 起 ， 确 定 振动 的 频率 。 
3.20 ”车轮 和 鹅卵石 

半径 为 R 的 车 轮 在 地 面 上 以 速度 V 深 动 。 一 个 鹅卵石 被 
小 心地 放 在 车 轮 的 顶部， 使 它 瞬 时 静止 在 运动 的 车 轮 上 。 

(a) 证 明 如 果 V 二 VRg ， 鹅 卵石 会 立刻 飞 出 车 轮 。 

(b) 在 V 二 VRg 、 摩 擦 因数 y= 二 1 的 情况 下 ,证 明 禾 卵 
石 在 车 轮转 过 角度 96==arccos[ (1/V2)(V?/Reg)]| 一 x/4 时 开始 
滑动 。 
3.21 杆 上 的 滑 珠 

质量 为 m 的 小 珠子 在 细 杆 上 可 上 自由 滑动 。 

杆 在 平面 上 组 一 端 以 义 角 速度 w 转动 。 证 明 运 动 满足 
r 二 Ae 7 十 Ber”， 这 里 7y 是 需要 确定 的 常量 ，A 和 B 是 任 
意 稼 量 。 重 力 略 去 不 计 。 

证 明 ， 对 于 特定 的 初始 条 件 [ 即 ~( 王 0) 和 w(t 二 0) j， 
可 能 得 到 这 样 一 个 解 ，” 随时 间 连 续 地 减 小 ， 但 是 对 其 他 的 
条 件 ，r 最 终 会 增 大 。 (排除 珠子 碰 到 原点 的 情况 。) 
3.22 物体 、 线 和 环 ” 

质量 为 m 的 物体 被 一 根 线 拉 着 旋转 ， 线 又 通过 一 个 环 ， 
如 图 所 示 。 重 力 略 去 不 计 。 开 始 时 ， 物 体 到 圆心 的 距离 是 ro， 
以 角速度 wo 转动 。 在 t= 二 0 时 刻 ， 以 匀速 度 V 拉线 ,使 物体 
到 圆心 的 径 回 距离 减 小 。 画 出 受 力图 ,推导 wow 的 微分 方程 。 
这 个 方程 很 简单 ， 可 以 赁 直觉 或 者 由 积分 来 求解 。 确 定 

(a) w(t)。 

(b) 拉线 所 需 的 力 。 
3.23 物 块 和 环 ” 

这 道 题 涉 及 求解 一 个 简单 的 微分 方程 。 
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3 力 和 运动 方程 


质量 为 m 的 物 块 在 无 摩擦 的 桌面 上 滑动 。 它 被 约束 在 一 
个 固定 于 时 面 、 半 径 为 /的 圆 环 内 部 。 在 1 二 0 时 刻 ， 物 块 沿 
着 圆 环 的 内 壁 〈 沿 切 回 ) 以 速度 vo 运动 。 物 块 与 圆 环 的 摩擦 


因数 jy。 


(a) 确定 此 后 物 块 的 速度 。 

(b) 确定 此 后 物 块 的 位 置 。 
3.24 阻力 * 

这 道 题 涉及 一 个 简单 的 微分 方程 。 用 一 点 小 技巧 ,你 应 
该 能 用 积分 解 出 它 。 

质量 为 m 的 粒子 沿 直线 运动 ， 受到 一 个 阻力 (总 是 指 问 
运动 的 反 向 ) 下 二 be*， 这 时 5b 和 a 是 常量 ,wv 是 速度 。 在 
一 0 时 刻 ， 它 以 速度 vo 运动 。 确 定 此 后 的 速度 。 
3.25 气垫 船 

作为 一 个 广告 宣传 ， 欧 雷 卡 气垫 船 公司 想 要 举办 气垫 船 
比赛 。 气 热 船 通过 向 下 喷气 来 文 撑 自生 ,在 顶部 甲板 上 有 一 
个 大 的 固定 螺旋 桨 以 获得 向 前 的 推力 。 不 幸 的 是 ， 它 没有 操 
舵 装 置 ， 鸭 驶 员 发 现 高 速 转弯 非常 困难 。 公 司 决定 解决 这 个 
问题 ， 设 计 了 一 个 碗 形 的 轨道 ， 气 垫 船 达到 高 速 后 ， 就 会 沿 
着 圆 轨 道 滑行 ， 不 需要 转向 。 

当 公 司 举 办 第 一 次 比赛 时 ， 他们 失望 地 发 现 ， 不 管 速率 
有 多 大 ,气垫 船 都 以 相同 的 时 间 了 绕 轨 道 一 周 。 确 定 磺 的 截 
面 方程 用工 来 表示 。 
3. 26 vw: 阻力 

质量 为 m 的 物体 被 力 一 C z: 阻 碍 ， 这 里 C 是 常量 , v 是 
它 的 速率 。 如 果 初 始 的 速率 是 oo ， 确 定 它 走 过 距离 * 所 需 的 
时 间 。 证 明 对 较 短 的 时 间 这 个 结果 是 合理 的 。 
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4.1 简介 


目前 我 们 把 目 然 界 看 作 由 理想 的 质点 组 成 ， 而 不 是 实际 的 
物体 。 有 时 ， 这样 的 简化 是 合理 的 一 一 例如 ， 在 研究 行星 的 运 
动 时 ,行星 的 大 小 与 太阳 系 的 辽 阅 距离 相 比 ， 是 无 关 紧 要 的 ， 
或 者 在 基本 粒子 通过 加 速 问 的 情形 ， 粒 子 的 大 小 《大概 10 
m)， 与 机 需 的 大 小 相 比 是 微不足道 的 。 然 而 ,在 很 多 时 候 ， 
我 们 处 理 的 大 物体 具有 精细 的 结构 。 例 如 ， 考 虑 一 辆 探险 者 车 
在 火星 的 着 陆 。 即 使 我 们 能 够 计算 像 火星 这 样 不 规则 、 不 均匀 
物体 的 引力 场 ， 探 险 者 本 身 也 很 难当 作 一 个 质点 一 一 它 有 办 
子 、 笨 重 的 天 线 、 展 开 的 太阳 能 板 和 块 状 的 主体 。 

此 外 ， 当 我 们 试图 分 析 像 火箭 这 样 有 质量 流动 的 系统 时 ， 
上 一 章 的 方法 会 失效 。 火 箭 靠 向 后 喷射 物质 来 向 前 加 速 。 显 
然 ， 并 不 能 直接 将 二 Ma 应 用 到 这 样 的 系统 。 

本 草 我 们 要 推广 运动 定律 ， 从 而 克服 这 些 困 难 。 首 先 以 
略微 不 同 的 形式 重 述 牛顿 第 二 定律 。 在 第 2 章 按 熟悉 的 形式 
写 出 了 定律 : 

F=Ma 
然而 ,牛顿 给 出 的 形式 是 
F=$ (Mo) 
在 牛顿 力学 中 ， 质 点 的 质量 M 是 常量 ,与 前 面 的 结果 相同 ， 
(d/di) (Mw ) 王 MGCdo/di) 王 Ma。 量 Mo 在 力学 中 的 作用 很 突 
出 ， 称 作 动 量 ， 有 时 也 称 作 线 动量 ， 以 与 角 动 量 区 别 。 动 量 
是 矢量 ， 它 是 一 个 矢量 vw 与 一 个 标量 M 的 乘积 。 用 P 表示 动 
量 ， 牛顿 第 二 定律 可 写成 
下 
di 
这 个 形式 比 F= 二 Ma 更 可 取 ， 因 为 很 容易 将 它 推广 到 复杂 系 
统 ， 这 一 点 我 们 很 快 就 会 看 到 ， 另 一 个 原因 是 ， 动 量 比 单独 
的 质量 或 速度 都 更 基本 。 在 国际 单位 制 中 ， 动量 的 单位 是 
kg。my/s,， 或 CGS 制 的 g。cm/s。 这 些 单位 都 没有 专用 的 
名 称 。 


4.2 质点 系 动力 学 


为 了 将 运动 定律 推广 到 扩展 的 物体 ， 考 虑 一 个 有 相互 作 


4.2 质点 系 动力 学 


用 的 质点 系统 ， 例 如 太阳 和 行星 。 与 它们 的 直径 相 比 .太阳 
系 的 星体 相距 太 遥 远 ， 把 它们 当 作 质点 处 理 是 非常 好 的 近似 。 
太阳 系 的 所 有 质点 有 引力 相互 作用 。 行 星 主要 与 太阳 相互 作 
用 ， 尽 管 其 他 行星 的 作用 也 影响 它们 的 运动 。 另 外 ， 整 个 太 
了 昌 系 也 被 遥远 的 物质 吸引 。 

在 更 小 的 尺度 ， 系 统 可 以 是 一 个 静止 在 桌子 上 的 人 台 琴 
这 里 ， 质 点 是 原子 (现在 先 不 考虑 原子 不 是 质点 而 是 由 更 小 
的 粒子 组 成 的 )。 相 互 作用 主要 是 原子 之 间 的 电 作 用 力 。 台 球 
所 受 的 外 力 是 地 球 的 引力 和 有 困 面 的 接触 力 。 

现在 ， 我 们 证 明 物 理 系 统 的 一 些 简单 性 质 。 清 楚 地 知道 
系统 意味 着 什么 ， 这 很 重要 。 我 们 可 以 任意 选择 系统 的 边界 ， 
但 是 一 旦 做 出 选择 ， 哪 些 质 点 属于 系统 ， 哪 些 不 是 ， 要 始终 
保 皖 一 致 。 

我 们 假定 系统 内 部 的 质点 存在 相互 作用 ， 与 系统 外 部 的 
质点 也 存在 相互 作用 。 为 使 论证 普 适 ， 考虑 质量 为 m1 ,m2， 
m3 MN 的 N 个 相互 作用 的 质点 所 组 成 的 系统 。 第 j 个 质 
点 的 位 置 是 r;， 受 力 是 f;， 动 量 是 pj 二 mj 站。 第 j 个 质点 
的 运动 方程 是 


_dp; 
| dz 


第 j 个 质点 的 受 力 可 分 为 两 项 
f= + 
里 ，f" 是 质点 j 所 受 的 内 力 ， 即 系统 内 其 他 质点 对 它 的 作 
用 力 ; /是 质点 j 所 受 的 外 力 ， 即 来 自 系统 之 外 的 作用 力 。 
质点 j 的 运动 方程 因而 可 写 为 


int bX dp } 
LE 


现在 通过 下 列 手 段 ， 让 我 们 关注 整个 系统 : 把 系统 中 所 
有 质点 的 运动 方程 加 在 一 起 : 


1 


int ox dp 
f1 fi dr 


int ox PE 
f? 和 dr 


dp N 
dt 


fW+fN = 


Hz 
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加 在 一 起 的 结果 可 以 写成 


N 本 N N dp 
Sed Ze (4. 1) 
六 关 j= 7 三 1 

求 和 遍及 所 有 质点 ，7 王 1.,…,N。 


方程 (4.1) 的 第 一 项 了 /是 所 有 质 点 所 受 的 所 有 内 
力 之 省 。 根据 牛顿 第 三 定律 ， 任何 两 个 质点 之 间 的 作用 力 都 
是 大 小 相等 ,方向 相反 的 ， 所 以 它们 的 和 是 零 。 内 力 总 是 成 
对 抵消 ， 因 而 所 有 质点 之 间 的 作用 力 之 和 也 是 零 。 因 此 ， 


N 


:>> Ee 一 0 


J 


第 二 项 /是 作用 在 所 有 点 上 的 所 有 外 力 之 和 。 它 等 
于 作用 在 系统 上 的 合 外 力 Fon : 


N 
2 站 RE 


方程 (4. 1) 就 简化 为 


dt 
一 | 
右边 站 (dp;/dt) 可 以 写成 〈d/d) 盖 pi， 因为 和 的 导数 等 
于 导数 的 和 。2pj; 是 系统 的 总 动量 ， 用 P 表示: 


N 

= 
替换 后 ， 方 程 (4. 1) 变 成 

二 

QE” 
用 文字 描述 就 是 ,系统 所 受 的 合力 等 于 系统 动量 的 变化 率 ， 
不 管 什 么 相互 作用 ， 这 都 是 对 的 ; Fox 可 以 是 作用 在 单独 一 
个 质点 上 单一 的 力 ， 也 可 以 是 涉及 系统 每 个 质点 的 许多 微小 
作用 力 的 合力 。 


例 4.1 流星 锤 

牛仔 用 流星 锤 来 缠 住 他 们 的 牛 。 它 由 三 个 石 或 铁 的 球 
组 成 ， 用 皮带 连接 在 一 起 。 牛 仔 在 空中 三 动 流星 锤 ， 然 后 
把 它 投 向 动物 。 我 们 能 对 它 的 运动 说 些 什么 呢 ? 


考虑 质量 为 m1 、m2 和 ms 的 一 个 流星 锤 。 每 个 球 被 捆 
绑 的 皮带 和 重力 作用 (忽略 空气 阻力 )。 由 于 约束 力 依赖 三 
个 球 的 瞬时 位 置 ， 即 使 列 出 一 个 球 的 运动 方程 也 确实 是 个 
问题 。 然 而 ， 总 动量 满足 简单 的 方程 : 
i 
=mig+m2gtmsag 
或 者 
dP _ 
dt 
这 里 ，M 是 总 质量 。 这 个 方程 在 确定 运动 的 细节 方面 迈 出 
了 重要 的 一 步 。 方 程 等 同 于 质量 M、 动 量 P 的 单一 质点 的 
方程 。 牛 仔 本 能 地 觉察 到 ， 当 他 扔 流星 锤 时 ， 不 管 系统 多 
复杂 ， 他 只 需 像 单一 物体 那样 瞄准 它 就 可 以 了 。 


Meg 


4.3 质心 


根据 方程 (4. 1)， 


_dP 
di 


这 里 ， 我 们 略 去 了 下 标 “ext”， 理 解 为 F 代表 外 力 。 这 个 结 
果 等 同 于 单一 质点 的 运动 方程 ， 虽然 实际 上 它 指 的 是 几 个 质 


《4. 2Z) 


点 的 系统 。 这 吸引 我 们 把 方程 (4. 2) 和 单一 质点 运动 之 间 的 
类 比 进一步 具体 化 ， 可 列 出 方程 : 
F=MR (4. 3) 


式 中 ，M 是 系统 的 总 质量 ，R 是 将 要 定义 的 一 个 失 量 。 因 为 
P= 2) ， mi 方 ， 方 程 (4.2) 和 (4.3) 给 出 


il 
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如 宁 


] N 
p> mz (4. 4) 
这 个 方程 就 成 立 。R 是 一 个 从 原点 到 一 个 称 作 质心 的 点 的 矢 
量 。 系 统 质心 的 运动 行为 就 好 像 所 有 质量 都 集中 在 那里 ， 所 
有 外 力 都 作用 在 那 一 点 。 

像 棒球 、 汽 车 这 类 比较 刚性 物体 的 运动 是 我 们 经 常 感 兴 
趣 的 。 这 样 的 物体 只 不 过 是 通过 强大 内 力 固 定 在 一 起 的 质点 
系 而 已 。 A 相对 于 外 力 ， 物 体 表现 得 好 像 它 
是 单一 的 质 5 人 
成 一 个 质点 现在 我 们 清楚 了 ， 只 有 在 我 们 关注 质心 时 才 
是 合理 的 。 

你 可 能 好 奇 ， 质 心 运动 的 描述 是 否 也 是 一 个 过 分 的 简 
化 一 一 经 验 告诉 我 们 ， 即 使 质量 相同 ， 受 力也 相同 ， 像 木板 
这 样 的 一 个 扩展 物体 的 运动 也 不 同 于 像 岩 石 那 样 的 紧凑 物体 。 
的 确 ， 质 心 运动 只 是 故事 的 一 部 分 。 关 系 式 下 = MR 只 描述 
了 物体 的 平 动 ( 它 的 质心 的 运动 ); 它 并 未 描述 物体 的 空间 方 
位 。 在 第 7 和 第 8 章 ， 我们 将 分 析 扩 展 物 体 的 转动 。 果 不 其 
然 ， 物 体 的 转动 依赖 它 的 形状 和 施 力 的 位 置 。 然 而 ， 就 质心 
的 平 动 而 言 ， 只 要 质点 之 间 的 力 满足 牛顿 第 三 定律 ，F = 
MR 对 任何 质点 系 都 成 立 ， 而 不 是 只 对 刚性 物体 。 质 点 之 间 
是 否 相 对 运动 ， 在 质心 处 是 否 发 生 了 什么 ， 这些 都 不 重要 ， 


例 4.2 乐队 指挥 的 指挥 棒 
乐队 指挥 的 指挥 棒 由 质量 分 别 为 mi 和 mi 的 两 个 物体 
组 成 ， 它 们 用 长 为 1 的 细 杆 相连 。 将 指挥 棒 抛 入 室 中 。 确 
定 指挥 棒 的 质心 和 质心 的 运动 方程 。 
人 r2。 从 同一 原点 测 
量 ， 质 心 的 位 置 失 量 是 


+ m2 z 
br m2r2 (1) 
mi 十 m2 


这 里 我 们 骆 去 了 细 杆 的 质量 。 质 心 位 于 m1 和 7s 的 连 线 上 ; 
其 证 明 留 作 一 个 习题 。 


4.3 质 心 


假设 空气 阻力 略 去 不 计 ， 指 挥 棒 所 受 的 外 力 是 
=mig m2g 

质心 的 运动 方程 是 

Gatm2) R= (nit+m2)g : 
i : 

R=g 

质心 沿 着 重力 场 中 单一 物体 的 抛物 线 运动 。 采 用 第 8 章 介 
绍 的 方法 ,我们 能 够 确定 mi 和 mz 相对 质心 的 运动 ， 从 而 
得 到 完整 的 解 。 


虽然 确定 质点 系 的 质心 是 个 简单 的 代数 计算 ,确定 扩 
展 物体 的 质心 通常 需要 积分 。 我 们 先 把 质量 M 的 物体 分 成 
N 个 质 元 。 如 果 ;是 第 j 个 质 元 的 位 置 ， mj; 是 质 元 的 质 
量 ， 则 


1 N 
R= Ze hr (4. 5) 
在 N 趋 于 无 穷 大 的 极限 情形 ， 每 个 质 元 的 大 小 趋 于 零 ， 近 似 
变 成 精确 的 : 
] N 

De Pn 

这 个 极限 过 程 定义 了 一 个 积分 。 形 式 上 ， 
N 

ke mjr; = | rdm 

这 里 ，dm 是 位 置 r 处 的 一 个 质量 微 元 。 则 


] 
R= |， rdm 


为 使 这 个 积分 形象 化 ， 把 dm 看 作 在 位 置 > 的 一 个 体 元 dV 
内 的 质量 。 如 果 在 质 元 处 的 质量 密度 是 pop， 则 dm = pdV， 
且 有 


1 
R= M | rodV 


这 个 积分 称 作 体积 分 。 它 有 时 写成 三 个 积分 符号 (三 重 积 
分 )， 来 强调 积分 是 在 所 有 三 个 空间 坐标 里 进行 的 : 


dm=PdyV 
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] 
R= 用， rodV 


各 项 之 和 的 积分 等 于 每 项 积分 的 和 。 我 们 可 以 利用 积分 的 这 


个 基本 性 质 ， 用 单个 物体 的 质心 来 表示 几 个 扩展 物体 的 质心 。 


考虑 质量 Mi 的 扩展 物体 1 和 质量 M; 的 物体 2。 令 Ri 和 Ri 是 
每 个 质心 的 位 置 矢量 。 由 方程 (4. 5): 


| 

Ri 一 | ridm 
1 dV 
1 

Rz 一 NM- | r2 dm 


系统 质心 的 位 置 矢量 因而 可 写成 
(Mi++M,)R =| ridm 十 | r» dm 
Vi V2 


一 MIRI 十 My， 及 ， 


换言之 ， 为 确定 几 个 扩展 物体 所 组 成 的 系统 的 质心 ， 可 将 每 
个 物体 处 理 成 好 像 它 的 质量 集中 在 它 的 质心 。 

像 下 面 例 题 所 展示 的 ， 我 们 只 关注 计算 扩展 物体 质心 
的 几 个 人 简单 情形 。 更 多 的 例子 在 本 章 末 的 注释 4..1 
给 出 。 


例 4.3 非 均匀 细 杆 的 质心 
长 为 工 的 细 杆 密度 是 不 均匀 的 。 细 杆 单位 长 度 的 质量 
A 是 变化 的 ,4 二 40(Z/L)， 这 里 X06 是 常量 ,Zz 是 到 标记 为 
0 的 一 端的 距离 。 确 定 质心 。 | 
很 明显 R 位 于 细 杆 上 。 令 x 轴 沿 着 细 杆 ， 原 点 二 0 
在 细 杆 一 端 。 长 dz 的 线 元 质量 是 dm 二 Adzx 二 Aozdz/L。 
杆 从 工 二 0 扩展 到 并 一 人 L， 总 质量 是 . 


M = | dm 
L 
pa 


所 Aoxdx 
| 0 省 


1 
BAoL 
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质心 位 于 
R = | Ardz 

NM | Ardz 
7 六 0 去 dx 

= (zi 十 01 十 OK) 一 一 一 I 
六 省 访 六 

| 
ds .8 hg 
2 

一 了 


例 4.4 三 角 板 的 质心 
-如 果 物 体 可 以 分 成 质心 已 知 的 部 分 ,计算 质心 就 很 简 y 
单 。 考 虑 二 维 情形 ， 一 块 匀 质 直角 三 角 板 ， 质 量 为 M， 底 | 


为 b， 高 为 丸和 小 厚度 +。 | 
把 三 角 板 分 成 与 y 轴 平 行 、 宽 Ax 的 窄 条 ， 如 图 所 示 。 Ws 
因为 板 是 匀 质 的 ， 第 j 个 窄 条 的 质心 位 于 一 半 处 ， 由 | 


相似 三 角形 原理 ， 在 zx; 的 第 j 个 窜 条 的 总 高 度 是 zi 及 /0。 上 一 二 二 
则 这 个 窄 条 质心 的 位 置 失 量 是 


一 工 注 十 二 呈 


板 的 质心 位 于 R 处 ， 对 罕 条 取 极 限 ， 则 有 
R= 二 | rdm (1) 
式 中 ， 
M=pAt= ptbh /2 
h 
dm =—=ptydz= pt -de 


方程 (1) 就 可 改写 为 


R | | re dz 


Sr ph: 
= 去 | xrdz 
0 
多 eee 汪 区 
= 去 | (z+ jdz 
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如 果 板 不 是 匀 质 的 ， 为 确定 质心 ， 像 注释 4. 1 所 讨论 的 那 
样 ， 我 们 需要 用 到 重 积 分 。 


物理 的 论证 有 时 能 代 符 复杂 的 计算 。 假 定 我 们 想 确 定 一 
个 不 规则 的 、 非 匀 质 的 薄板 的 质心 。 把 它 悬 挂 在 一 个 轴 上 ， 
再 从 轴 画 一 条 竖 直 线 。 质 心 就 悬 在 轴 的 正 下 方 〈 赁 直觉 ， 这 
是 显然 的 ， 用 第 7 章 的 方法 很 容易 证 明 这 一 点 )， 所 以 质心 位 
于 竖 直 线 上 的 茶 个 位 置 。 换 一 个 不 同 的 悬挂 点 ， 重 复 这 个 方 
法 。 两 条 线 交 于 质心 处 。 


例 4.5 质心 运动 

扶 着 一 个 矩形 的 机 箱 ， 使 其 一 _ 角 葛 止 在 无 摩擦 的 桌子 
上 ， 轻 轻 地 释放 机 箱 ， 它 会 下 落 并 有 一 个 复杂 的 转动 。 由 
于 涉及 转动 ， 我 们 尚未 准备 好 预言 完整 的 运动 ， 但 是 确定 
质心 的 轨道 并 不 难 。 \ 


征 于 所 这 的 外 力 是 重力 和 家 于 的 法 向 力 。 这 两 个 力 都 
是 坚 直 的 ， 所 以 质心 只 在 坚 直 方向 加 如 。 如 果 箱 子 从 静止 
矢 放 ， 它 的 中 心 会 直线 下 落 。 


4.4 质心 坐标 系 


坐标 系 选 得 合适 常常 可 以 使 问题 简化 。 原 点 位 于 质心 的 
质心 坐标 系 是 特别 有 用 的 。 考 虑 质量 mi 和 ms 的 两 质点 系统 ， 
在 原来 的 坐标 系 z、y、x 中 ， 质 点 位 于 ri 和 rr 处， 它们 
的 质心 位 于 
_miritm2r? 


m1 二 m2 
我 们 现在 建立 质心 坐标 系 x 、y 、x ， 使 它 的 原点 处 于 质心 。 
新 旧 坐 标 系 原点 之 间 的 位 移 是 R。 在 质心 坐标 系 ， 两 个 质点 


4.4 质心 坐标 系 


的 坐标 是 

r 1 一 太一 及 

r2 一 7r2 一 及 
质心 坐标 系 对 孤立 的 两 体系 统 来 说 是 最 目 然 的 坐标 系 。 这 样 
的 系统 不 受 外 力 ， 所 以 质心 的 运动 并 不 重要 一 一 它 只 是 匀速 
运动 。 男 外 ， 根 据 质 心 的 定义 ，mir1 十 mzr2z 二 0， 如 果 一 个 
质点 的 运动 是 已 知 的 ， 男 一 个 质点 的 运动 可 下 接 得 到 。 这 里 
给 出 两 个 例子 。 


例 4.6 外 行星 

很 多 世纪 以 来 ， 人 们 一 直 想 知道 在 其 他 星球 上 是 否 有 
生命 存在 。 在 我 们 太阳 系 的 其 他 行星 和 月 球 上 寻找 生命 是 
一 个 活跃 的 探索 领域 ， 并且 已 经 扩展 到 其 他 的 恒星 ， 以 便 
发 现 绕 它们 旋转 的 行星 上 是 否 有 维持 生命 的 环境 。 不 属于 
我 们 太阳 系 的 行星 称 作 外 行星 (exoplanet， 项 腊 语 exo 的 
意思 是 “在 之 外 ”)。 在 几 个 适合 的 情形 中 ， 望 远 镜 已 
经 发 现 了 绕 附 近 一 颗 恒 星 旋转 的 行星 ， 但 是 对 于 适 远 的 量 
星 ， 又 小 又 瞳 的 行星 在 恒星 耀眼 的 光辉 中 是 发 现 不 了 的 。 
这 个 例子 表明 ， 外 行星 可 以 用 质心 的 概念 来 探测 。 

牛顿 首次 计算 了 在 引力 作用 下 两 个 物体 的 运动 。 在 第 
10 章 我 们 将 证 明 ， 受 引力 约束 的 两 个 物体 的 运动 满足 ， 连 
接 它 们 的 矢量 描绘 出 一 个 梢 圆 ， 焦 点 位 于 质心 日 。 考 上 处 质 
量 m 的 单一 行星 绕 质 量 M 的 恒星 运动 。 令 rp 和 rs 分 别 是 
行星 和 恒星 的 位 置 矢量 。 使 原点 在 质心 ， 则 


mr Mrs=0 
从 而 有 
ra= (jee C1 


当 行星 绕 着 恒星 回转 时 ,方程 (1) 表明 恒星 的 中 心 也 在 一 
个 轨道 上 运动 ， 但 却 是 更 小 的 一 个 ， 因 为 m2 芒 M， 如 示意 
图 所 示 。 当 恒星 和 行星 在 轨道 运动 时 ， 它 们 的 连 线 总 是 穿 
过 质心 。 在 轨道 侧 向 观察 ， 在 行星 转 过 的 一 个 半 圈 中 ， 恒 
星 开 始 朝 向 观察 者 前 进 ， 在 另 一 个 半 圈 恒星 是 退 后 的 。 


日 ”行星 相对 恒星 的 运动 轨道 是 椭圆 ， 恒 星 位 于 焦点 ; 恒星 和 行星 绕 它 们 
的 质心 运动 的 轨道 也 是 椭圆 ,椭圆 的 离心 率 相同 ， 半 长 轴 与 质量 成 反 


比 ， 质 心 基 共同 的 焦点 。 一 一 译 者 注 
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mm 
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4 动 量 


另 一 个 关系 式 来 自动 力学 的 考虑 。 地 球 的 轨道 非常 接 
近 于 圆 ， 只 略微 有 点 梢 ， 这 对 生命 来 说 可 能 是 一 个 好 的 情 


” 形 ， 这 样 的 行星 温度 不 会 变化 太 大 。 极 长 椭圆 形 的 轨道 会 


导致 大 的 温度 涨 落 ， 而 水 会 在 冰冻 和 沸腾 之 间 交 替 。 
假设 一 个 圆 形 轨道 ， 角 速度 0 是 常量 ， 


二 i C2 


到 [= 
Ty 
当 0 从 0 变 到 2x， 行星 在 轨道 上 转动 一 周 ， 所 以 转动 
一 周 所 用 的 时 间 卫 (行星 的 “年 ” ) 是 


示 三 27 | 
‘TNHNGM 


巧合 的 是 ， 这 是 17 世纪 天 文学 家 开 普 勒 行星 运动 定律 
之 一 的 一 个 特例 ， 这 个 定律 是 “年 ”的 平方 正比 于 轨道 
半径 的 立方 。 在 第 10 章 我 们 会 推导 一 般 的 情形 。 这 个 
定律 的 一 个 结论 是 ， 绕 恒星 转动 较 近 的 行星 比 远 处 的 周 
期 要 短 。 

即使 在 18 世纪 后 期 可 以 利用 大 型 望远镜 ， 天 文学 家 仍 
一 直 试 着 通过 观察 恒星 的 “摇摆 ”以 探测 外 行星 。 虽 然 摇 
摆 通 常 非常 小 ， 不 能 直接 探测 ， 但 许多 外 行星 还 是 通过 所 
摆 对 恒星 光谱 的 效应 而 被 发 现 。 

开 普 勒 空间 卫星 望远镜 利用 一 项 不 同 但 相关 的 技术 已 
经 探测 到 几 百 个 外 行星 。 从 地 球 上 观测 ,如 果 行 星 的 轨道 
是 接近 侧 向 的 ， 摇 摆 的 恒星 将 周期 性 地 朝 着 地 球 前 后 移动 。 
这 个 运动 的 速度 可 以 用 恒星 光谱 的 多 普 勒 移动 而 被 探测 到 ， 
警 用 或 棒球 雷达 枪 基于 同样 的 原理 。( 在 第 12 章 我 们 会 讨 
论 多 普 勒 移动 。) 对 于 侧 向 的 情形 ,方程 (2) 给 出 恒星 中 
心 速度 的 变化 如 下 : 


积分 可 得 


4.4 质心 坐标 系 


。 CIM rs Gm’ 
r= 十 7 一 主 Ny 


最 后 一 此 利用 了 广 (1 对 于 好 -日 系统 y 这 个 结果 过 
士 0. 09 m/s。 采 用 灵敏 度 为 几米 每 秒 的 方法 ， 在 远离 太阳 
系 的 地 方 是 不 容易 探测 到 我 们 的 地 球 的 ， 但 是 对 于 像 木 星 
或 土星 那样 大 的 行星 就 可 以 。 中 等 质量 的 行星 ， 若 距离 恒 
星 比 较 近 ， 是 可 以 探测 到 的 ;但 是 据 我 们 所 知 ， 它 可 能 太 
热 而 不 能 维系 生命 。 


vradd (ms 1) 


Vradb (ms 1) 


Time (Days) 
外 行星 Gliese 876d (上 图 ) 的 周期 是 1,9 地 球 日 ，Gliese 876b (下 图 ) 
的 周期 是 61 天。 图 片 取 自 NSF 出 版 社 发 布 的 05-097 (2005)， 这 些 数 据 基 于 
Eugenio Rivera et al,, ‘The Astrophysical J.634 (1). 625-640'¢t2005). 


图 中 显示 了 对 两 个 不 同 的 外 行星 所 测量 的 径 向 速度 ， 
两 者 绕 同 一 颗 恒 星 “Gliese 876” 转动 ， 径 向 速度 来 自 对 多 
普 勒 移动 的 分 析 ， 恒 星 距 离 地 球 15. 3 光 年 王 1.4X1017 m。 
上 图 对 应 靠近 恒星 的 外 行星 “d”; 可 以 看 出 ， 这 颗 行 星 的 
一 “年 ”只 有 几 天 ， 它 引起 的 摇摆 对 恒星 所 产生 的 径 向 巡 
度 变化 只 有 几米 每 秒 。 下 图 对 应 远离 恒星 的 外 行星 “b”。 
它 比 站 行星 “qd 有 更 长 的 “年 ”， 由 于 质量 更 大 ， 杷 引起 
了 更 大 的 摇摆 。 

我 们 想 知 道外 行星 的 质量 和 轨道 半径， 以便 了 解 它 是 
否 适 合 维持 生命 。 我 们 有 三 个 未 知 量 m、M 和 rs (或 rs)， 
但 是 ,根据 多 普 勒 移动 随 着 时 间 的 变化 只 能 得 到 两 个 测量 
值 ， 多 普 勒 移动 速度 和 周期 工 。 
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质心 坐标 系 


4 动 量 


利用 基于 颜色 和 亮度 的 恒星 模型 ， 可 以 估算 我 们 需要 
的 第 三 个 量 ; 恒星 质量 M 。 
这 个 方法 的 一 个 弱点 是 ， 对 质量 较 小 的 行星 ， 例 如 地 


球 ， 灵 敏 度 不 够 。 另 一 个 弱点 是 ， 对 生命 可 能 的 不 同形 式 


了 解 得 不 全 面 。 即 便 在 地 球 上 ， 生 命 也 有 意 想 不 到 的 存在 
形式 。 例 如 ， 管 虫 生 活 在 无 光 的 热 排 气孔 附近 ， 借 助 细菌 
的 帮助 ， 靠 来 自 风口 的 化 学 物质 维持 生命 。 天 体 生 物 学 可 
以 拓展 我 们 对 外 行星 上 可 能 存在 的 生命 的 了 解 。 


例 4.7 你 推 一 我 拉 游 戏 

质量 为 m 的 两 个 全 同 物 块 a 和 bbb， 在 光滑 的 直线 导轨 
上 滑动 。 它 们 用 原 长 为 /7、 劲 度 系数 为 处 的 弹簧 连 在 一 起 ; 
弹簧 的 质量 与 物 块 的 质量 相 比 可 以 和 忽略。 初始 时 刻 系 统 静 
止 。 在 1 二 0 时 ， 物 块 a 被 用 力 击 打 ， 获得 一 个 向 右 的 瞬时 
速度 vo。 确 定 每 个 物 块 此 后 的 速度 。 (如果 有 直线 气垫 导 
轨 可 用 ， 亲自 试验 一 干 一 -运动 出 平 你 的 意料 ,) 

由 于 碰撞 后 系统 自由 滑动 ,质心 匀速 运动 ， 因 而 确定 
中 惯性 条 。 

让 我 们 变换 到 质心 参考 系 。 质 心 位 于 


mh rs in rh 
EO 


710 十 77 
由 
人 ~ 


民 总 是 位 于 a 和 b 的 中 点 ,这 在 意料 之 中 。 物 块 a 和 hb 在 
质心 坐标 系 的 坐标 是 


1 
ru==7ra mh 


1 
Tr rh 
mu 一 yb 
一 TD CP 


图 中 显示 了 这 些 坐 标 。 

弹簧 的 肯 时 长 度 是 ra 一 rb 一 ra 一 rb。 弹 簧 对 平衡 长 度 
/的 肥 时 偏离 是 rs 一 rmb 一 1 二 msnbmr。 质 心 系 中 的 运动 
方程 是 
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4 动 量 
vs = 也 (1 十 coswt) 


UD 
A 


平均 而 言 ， 物 决 都 向 右 运动 ， 但 是 它们 交替 地 达到 静止， 
很 像 你 推 -我 拉 游戏 的 风格 。 


4.5 动量 守恒 


在 4. 2 节 我 们 建立 了 系统 所 受 合 外 力 下 与 系统 总 动量 己 
的 关系 : 


= 中 

dt 
考虑 把 它 应 用 到 一 个 孤立 系统 。 在 这 种 情形 下 ,，F 二 0,，dP/di 一 
0。 不 管 系统 组 分 之 间 的 相互 作用 有 多 强 ， 运 动 有 多 复杂 ， 于 
立 系 统 的 总 动量 是 常量 。 这 就 是 动量 守恒 定律 。 我 们 将 要 看 


到 ， 这 个 表面 上 简单 的 定律 能 使 我 们 深入 洞察 复杂 的 系统 。- 


F 


例 4.8 弹 簧 枪 反 冲 

装 有 弹簧 的 枪 在 开始 时 静止 在 无 摩 撤 的 水 平面 ， 以 爷 
角 .0 发 射 一 个 石 弹 。 枪 的 质量 是 M， 石 弹 的 质量 是 加， 石 
弹 的 出 膛 过 度 (相对 于 枪 口 ， 石 弹 被 弹出 的 速率 ) 是 v0。 
最 终 ， 枪 如 何 运动 ? 

取 枪 和 石 弹 为 物理 系统 。 重 力 和 桌子 的 法 向 力作 用 在 
系统 上 。 这 些 外 力 都 是 竖 直 的 。 因 为 没有 水 平 外 力 ， 失 量 
方程 二 dP/dt 的 工分 量 是 


Oe | CD 
mad 


根据 方程 (1)，Ps 是 守恒 的 ; 

ue 局 二 昌明 (2) 
令 开始 的 时 间 先 于 发 射 时 间 。 因 为 系统 开始 时 是 静止 的 ， 
已 。#4 一 0。 五 弹 离 开 枪 口 后 ， 郊 向 去 以 莱 一 过 府 WI 反 冲 ， 
它 最 后 的 水 平 动量 是 一 MVT。 


4.6 动量 关系 再 述 和 冲 量 


然而 ， 确 定 石 弹 的 最 后 速度 有 一 点 很 微妙 。 物 理 上 ， 
石 弹 的 加 速度 来 自 枪 的 作用 力 ， 而 枪 的 反 冲 源 于 石 弹 的 反 
作用 力 。 一 旦 石 弹 离开 枪 管 ， 枪 停止 加 速 ， 所 以 在 石 弹 和 
枪 分 离 的 瞬 闻 ， 枪 有 最 终 的 速率 一 Vi。 在 那 同 一 瞬间 ， 石 
弹 相 对 枪 的 速率 是 vo。 因 此 ， 石 弹 相 对 桌子 的 最 终 水 平 速 
率 是 wocosg 一 Vf。 由 水 平 动量 守恒 ， 我 们 有 
nl ODS 下体 一 下 Vi 
7 


mW 


| mn COSO 


DT 


动量 守恒 定律 直接 来 自 牛 顿 第 三 定律 ， 所 以 动量 守恒 似 
乎 是 牛顿 力学 的 一 个 自然 结果 。 然 而 ， 动 量 守 恒 在 量子 力学 
和 相对 论 领 域 依然 成 立 ， 而 牛顿 力学 在 这 里 是 不 适用 的 。 动 
量 守 但 也 可 以 推广 应 用 到 光 ， 因 为 光 可 以 认为 是 称 作 光 子 的 
粒子 流 ， 光 子 无 质量 但 是 具有 动量 。 由 于 这 些 原因 ， 通 常 认 
为 动量 守恒 定律 比 牛 顿 力 学 定律 更 基本 。 按 照 这 个 观点 ， 牛 
顿 第 三 定律 是 相互 作用 质点 的 动量 守恒 的 一 个 简单 结果 。 就 
我 们 现在 的 目标 来 说 ， 把 牛顿 第 三 定律 还 是 动量 守恒 定律 哪 
一 个 看 作 更 基本 的 ， 纯 属 个 人 的 品味 。 


4.6 动量 关系 再 述 和 冲 量 


力 和 动量 的 关系 是 
入 二 一 一 (4. 6) 


一 般 情况 下 ， 可 以 用 导数 表示 的 物理 定律 也 可 以 写成 积分 形 
式 。 力 -动量 关系 式 的 积分 形式 是 


| Fdt=P(t)—P(0) C4, 7 
0 


系统 动量 的 变化 可 以 由 力 对 时 间 的 积分 给 出 。 方 程 (4. 7) 与 
方程 (4. 6) 一 样 ， 基 本 包含 了 同样 的 物理 信息 ,但 是 却 给 出 
了 一 种 看 待 力 的 效果 的 新 方式 : 动量 的 变化 是 力 的 时 间 积 


为 了 在 时 间 间隔 + 产生 给 定 的 动量 变化 ， 只 要 求 积分 | Fd 
有 适当 的 值 ， 我 们 可 以 用 小 的 力作 用 大 部 分 时 间 ， 或 者 大 的 
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vo sin 6 


SS Di cos0 一 碑 
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4 动 量 
力 只 作用 时 间 间 隅 的 一 部 分 。 
积分 | Fdt 称 作 冲 量 。 冲 量 一 词 使 我 们 想起 短暂 而 剧烈 的 


冲击， 就 像 在 例 4.7 那样 ， 打 击 静 止 的 物体 使 它 获得 速度 wo 。 


然而 冲 量 的 物理 定义 也 可 以 应 用 于 作用 了 很 长 时 间 的 弱 力 。 动 
量 的 变化 只 依赖 于 | Fdt， 与 力 随时 间 变 化 的 细节 无 关 ， 
这 里 的 三 个 例子 涉及 冲 量 和 动量 。 


例 4.9 测量 子弹 的 速率 

。 面 对 测 量子 弹 速 率 的 问题 ， 我 们 首先 想到 的 可 能 是 求 
助 于 大 量 高 科技 设备 一 一 快速 光电 探测 器 、 奇 特 的 电子 产 
品 ; 等 等 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 证 明 ， 借 助 动 量 守恒 ， 一 
个 简单 的 力学 系统 就 可 以 测量 。 

我 们 取 一 个 简化 的 模型 以 强调 基本 原理 。 考 虑 无 摩擦 
水 平面 上 的 一 个 软木 块 。 一 个 劲 度 系 数 为 kk、 原 长 为 1 的 
压缩 弹簧 把 未 块 连 到 墙 上 。 木 块 的 质量 是 M， 弹 簧 的 质量 
可 以 略 去 不 计 。 

在 上 一 0 时 刻 ， 枪 把 质量 为 页、 速率 为 0 的 子弹 射 进 林 
块 ， 由 于 子弹 的 冲 量 ， 木 块 以 初速 Vi 向 后 运动 。 我 们 的 系 
统 是 子弹 和 木 块 ， 在 碰 后 非常 短 的 时 间 应 用 动量 守恒 ， 
可 得 

m vo = (M+m)V:; (1) 
动量 守恒 在 这 里 是 准确 的 ， 因 为 在 非常 短 的 碰撞 时 间 ， 弹 
簧 的 水 平 力 几乎 没有 人 作用。 然而， 在 接 下 来 的 时 间 ， 弹 力 
有 大 量 时 间 起 作用 一 一 它 使 系统 立 刘 静止 。 测 量 系 统 运动 
多 远 就 可 以 告诉 我 们 子弹 的 速率 。 

初始 的 冲 量 过 后 ， 系 统 的 运动 方程 是 
i \ (M+m)x=—kz 
和 
出 现 弹 货 的 长 度 。 可 以 看 出 ,方程 表 示 的 是 简 谐 运动 ， 有 
这 二 T=Asinwt Bceoswt (2) 


4.6 动量 关系 再 述 和 冲 量 
在 方程 (2) 中 利用 初始 条 件 工 (0) 一 0, 工 (0) 王 人 三 可 确定 
A 二 Vi/w 和 有 二 0。 系 统 的 位 置 和 速度 就 是 
Ve 
sb Vd (3) 
Yh 


二 Vicoswt 
系统 在 t= 二 tt 时 首次 达到 静止 ， 这 里 wtrt 二 x/2。 利 用 方程 
(17 dy do 


Wa 
(tf) 王 一 
Ww 


则 


例 4. 10 橡皮 球 反弹 

- 质量 为 0.2 kg 的 橡皮 球 落 向 地 板 。 球 以 8 my/s 的 速率 
击 地 多 以 近似 同样 的 速率 反弹 。- 高 速 摄影 显示 球 与 地 板 接 
触 的 时 间 是 At 二 10 ”s。 关 于 地 板 对 球 的 作用 力 ， 我 们 能 
说 点 什么 呢 ? 

球 碰 地 板 前 的 动量 是 P。 二 一 1.6k kg。m/s，10-3 s 后 


它 芋 却 要 是 三 目的 kg 人 0/6。 利 崩 SE 


th ~ ~ 
得 到 | Fdt=[1.6k—(—1.6k)|] kg°* m/s=3.2k kg* m/s 
ta 


虽然 下 随时 间 的 精确 变化 是 未 知 的 ， 但 很 容易 确定 平 
均 力 。 如 果 碰 撞 时 间 是 At 二 ts 一 t。， 在 碰撞 中 起 作用 的 平 
均 力 是 


由 于 AtS=S10™3 Ss 


Fo 2k kg * 2 


10-5 =3200k N 


a 在 英制 单位 中 ，3200 N 之 


720 lb 一 一 相当 大 的 一 个 力 。 作 用 在 球 上 的 瞬时 力 在 峰值 
时 更 大 ， 见 示意 图 。 
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如 果 球 击 中 柔软 的 表面 ， 碰 撞 时 间 会 变 长 ,峰值 和 平均 力 


”都 会 变 小 ， 


实际 上 ， 在 我 们 处 理 橡皮 球 反弹 时 有 一 个 缺点 。 我 们 
计算 冲 量 | Fdt 时 ， 下 是 合力 。 这 包含 了 我 们 已 经 忽略 的 


重力 。 更 仔细 地 处 理 ， 可 以 写成 
F 二 Fb 本 十 证 重力 
=Fyi — Megk 
冲 量 方程 就 变 为 


10™3 10 一 3 - 了 
| Fundi— | Mgk dt=3.2k kg* m/s 
0 0 


重力 引起 的 冲 量 是 
10 一 3 有 to: 
本 ' Nz dr = | dt 


0 

=—(0.2)(9.8)(1073)k kg* m/s 

一 一 1. 96X10-3k kg* m/s 
这 不 到 总 冲 量 的 1%o， 上 略 去 它 所 引起 的 偏差 很 小 。 时 间 较 
长 时 ， 重 力 可 以 使 球 的 动量 产生 大 的 改变 (例如 ， 球 下 落 
时 会 获得 速度 ) 。 然 而 ， 在 很 短 的 接触 时 间 里 ， 与 地 板 施加 
的 巨大 作用 力 相 比 ， 重 力 贡献 的 动量 变化 很 小 。 短 时 间 碰 
撞 过 程 中 ， 接 触 力 通常 会 很 大 ， 我 们 可 以 忽略 其 他 中 等 强 
度 的 作用 力 所 产生 的 冲 量 ， 比 如 重力 或 摩擦 力 。 


橡皮 球 反 弹 的 例子 表明 ， 即 使 初 态 和 末 态 速度 相同 ,为 
什么 快 的 碰撞 比 慢 的 碰撞 更 猛烈 。 这 也 是 锤子 产生 的 力 远大 
于 木匠 目 己 的 力 的 原因 ; 硬 钢 锤 头 反弹 的 时 间 比 挥动 锤子 的 
时 间 短 ， 操 纵 锤 子 的 力 就 被 相应 地 放大 了 。 反 之 ， 把 钉子 打 
进 高 的 篇 笛 桩 中 是 很 难 的 ， 因 为 薄 的 桩 会 回 弹 ， 增 大 了 碰撞 
时 间 ， 因 而 减 小 了 锤子 的 力度 。 

避免 号 体 在 事故 中 受伤 的 许多 设备 都 基于 延长 碰撞 时 间 ， 
这 也 是 和 目 行车 头套 和 汽车 安全 气 宫 的 设计 基础 。 下 面 的 例子 
表明 ， 即 使 在 相对 柔和 的 碰撞 中 ， 就 像 你 跳 到 地 面 上 ， 会 发 
华 什 闭 。 


4.6 动量 关系 再 述 和 冲 量 


例 4. 11 如 何 避 免 脚 躁 骨折 

包括 人 在 内 的 动物 ， 在 跑 或 跳 时 ， 都 会 本 能 地 慑 体 以 
减 小 与 地 面 的 冲击 力 。 考 虑 人 用 刚性 的 腿 与 地 面 撞击 会 发 
生 什 么 事情 。 

假定 质量 为 M 的 人 从 高 度 疡 处 跳 到 地 面 ， 在 与 地 面 的 
碰撞 过 程 中 ， 质 心 向 下 移动 的 距离 为 S。 碰 撞 的 平均 力 是 
"vo 

At 
这 里 ，At 是 碰撞 时 间 ， vo 是 人 撞击 地 面 的 速度 。 作 为 一 个 
合理 近似 ， 我 们 取 冲 击 力 产生 的 加 速度 为 常量 ， 从 而 人 均 
匀 地 到 达 静 止 状态 。 在 这 种 情形 下 ， 碰 撞 时 间 满 足 vo 一 
2s /AZ 或 者 


1 


(1) 


2 
人 二 一 
UD 
将 其 代入 沪 程 (11), 得 到 
M vt 
F= 0 


在 重力 作用 下 身体 自由 下 落 高 度 有 ， 则 v0 二 2gh。 将 其 代 
入 方程 27,1 得 型 

F=Msg ~ 
如 果 人 在 竖 直 方向 刚性 地 撞击 地 面 ， 他 的 质心 在 碰撞 过 程 
中 不 会 移动 。 假 设 质 心 向 下 只 移动 1cm。 如 果 人 从 2m 的 


高 度 跳 下 ， 力 是 体重 的 200 倍 ! 如 果 这 个 人 的 质量 是 90 kg 


(sz200 lb)， 作 用 在 人 上 的 力 是 

F=90 kgX9. 8 m/s: X200=1.8X105 N 
骨头 最 容易 在 哪里 断裂 呢 ? 由 于 通过 人 身体 的 水 平面 之 上 
的 质量 随 高 度 而 减 小 ， 力 在 脚 部 最 大 。 因 而 脚 踩 会 断 有 裂 ， 
而 不 是 脖子 。 如 果 在 每 个 脚 踩 部 位 骨骼 的 接触 面积 是 
5 cm2 ， 单 位 面积 的 力 就 是 


Fs 一 ee 
i =*],. X10"N cm 


这 近似 是 人 体 骨 骼 的 抗 压 强度 ， 所 以 很 大 的 可 能 是 脚 踩 会 


断 梨 。 
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当然 ， 没 人 会 那么 和 鲁 荐 地 硬 跳 。 当 我 们 跳 下 ， 要 撞击 
地 面 时 ， 我 们 会 本 能 地 慑 体 来 缓和 冲击 ， 极 端 情形 下 会 瘫 
在 地 上 。 如 果 在 碰撞 中 质心 下 降 50 cm， 而 不 是 1cm,， 力 
只 是 体重 的 4 倍 ， 就 没有 断裂 的 危险 了 。 


4.7 动量 和 质量 流 


分 析 有 质量 流 ( 系 统 与 外 界 有 质量 的 流入 或 流出 ) 的 系 
统 所 受 的 作用 力 时 ， 若 盲目 地 应 用 牛顿 定律 会 让 你 晕 头 转 疝 。 
火 第 是 这 类 系统 中 最 引 人 注 目的 例子 ， 当 然 了 , 日 常生 活 中 
还 有 许多 其 他 问题 可 以 同样 处 理 一 一 比如 ， 计 算 消 防 软 管 所 
受 的 反作用 力 的 问题 。 

只 要 我 们 心里 清楚 系统 中 到 底 都 包含 了 什么 ， 处 理 这 类 
问题 并 没有 本 质 的 困难 。 回 想 一 下 ,= 二 dP/dt 是 针对 由 确 
定 的 质点 组 成 的 系统 建立 的 。 当 我 们 采用 这 个 方程 的 积分 形 
式 时 ， 


| Fdr=P(t,)—P(t) 


在 ta 到 zs 的 时 间 积 分 过 程 中 ， 必 须 始终 处 理 同样 的 一 组 质点 
我 们 必须 追踪 原来 就 在 系统 中 的 所 有 质点 。 因 此 ， 职 分 形式 
只 能 正确 地 应 用 到 在 所 感 兴趣 的 时 间 段 内 质量 不 变 的 系统 。 


例 4. 12 质量 流 和 动量 

一 架 航 天 飞机 在 太空 中 以 匀速 尽 运 动 。 航 天 飞机 遭遇 
了 桂 埃 粒子 流 ， 它 们 以 比率 dm/dt 沉积 在 外 上 壳 上 。 圭 埃 在 
撞击 前 的 速度 是 4。 | A 

在 时 间 :， 航 天 飞机 的 总 质量 是 M(1)。 问 题 是 确定 保 
持 航 天 飞机 匀速 运动 所 需 的 外 力 正 。( 实 际 中 ， 正 最 可 能 来 
自 于 航天 飞机 自己 的 火箭 发 动机 。 在 4.8 节 我 们 讨论 火 备 
运动 之 前 ， 先 简单 地 设想 力 正 的 来 源 完全 是 外 在 的 一 一 一 

只 “看 不 见 的 手 ”。) 

让 我 们 关注 t 到 + 十 At 之 间 的 一 个 短 时 间 间 隔 。 图 中 
显示 了 在 间隔 开始 和 结束 时 的 系统 。 系 统 由 M(t1) 和 Ai 
期 间 加 到 飞机 上 的 质量 增 量 Am 组 成 。 初 始 动量 是 


4.7 动量 和 质量 流 


P() 王 ME 和 + (Amu 
末 态 动量 是 
P(t+At)=M(thw (Amm 


A1 期 间 增加 的 Am 


= M(I!)+Am 
系统 质量 = M(1) +Am 


时 刻 ; 时 刻 z +Ar 
动量 的 变化 是 
AP 王 P(t 十 Az) 一 下 (1) 一色 CO—u)Am 
动量 的 变化 率 近 似 是 
wD 


在 At-~>0 极限 下 ， 结 果 是 精确 的 ， 


dP 
一 一 一 如 一 &) 


dm 
dt dt 
由 于 下 二 dP/dt， 所 需 的 外 力 是 


dm 
下 一 人 一 到) Er 


注意 : 下 可 正 可 负 ， 依 赖 于 质量 流 的 方向 。 如 果 WW 二 wv， 


隔离 系统 、 关 注 微分 和 取 极 限 的 步骤 似乎 有 点 形式 化 ， 
a 文 有 助 于 在 一 个 容易 引起 混乱 的 题目 中 避免 错误 。 例 如 ， 
常见 的 错误 是 ， 论证 F==(d/di) (mv)==m(dv/dz) 十 
v (dm/dt)。 在 上 一 个 例子 中 ， 这 会 导致 不 正确 的 结果 FF = 
v (dm/dt)， 而 不 是 @ 一 wu) (dm/dt)。 错 误 的 原因 就 是 ， 单 
个 质点 的 动量 表达 式 p 二 ww 不 能 盲目 地 应 用 于 多 质点 的 系 
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统 。 例 4. 12 中 所 用 的 求 极 限 的 步骤 正确 地 反映 了 物理 情形 。 


例 4. 13 货车 和 料 半 ee 

: 沙子 从 一 个 六 下 的 料 斗 落 入 一 辆 以 匀速 运动 的 货车 

中 。 沙 子 以 此 此 dm/de 下 党。 保持 党 车 双 加 这 下 动 所 和 
的 力 是 多 大 ? 

系统 是 质量 M 的 运载 货车 和 Ai 期 间 添加 的 质量 增 量 

沙子 的 初始 水 平 速率 v 二 0， 所 以 取 动量 的 水 平分 量 ， 


a / 
pe 
PC 十 At) 一 (M 十 Am)w 
Dr) rr EA a 
除 以 At， 并 取 极 限 人 一 0， 所 需 的 力 是 中 aP/dt = 
vdm/dt。 


例 4.14 有 漏洞 的 货车 
”现在 考虑 与 例 4.13 有 关 的 一 一 种 情形 ， 货车 以 此 率 
dm /df 洪 沁 沙子。 保 桂 货车 以 加 奉 了 这 动 所 需 的 力 有 多 大 


这 里 质量 是 减少 的 。 然而 ， 刚玉 开 货 车 的 沙 了 过度 
它 的 初速 相同 ， 它 的 动量 并 没有 变化 ， 
P(2)=(MTAm)v | 
: PG+TAt=MvtvAm 
由 于 dP/dt 一 0， 力 是 不 需要 的 。 ， 


4.8 火箭 运动 


集中 于 动量 这 个 概念 ， 就 很 容易 理解 火箭 运动 的 原理 。 
在 时 间 间 隔 At， 发 动机 施加 一 个 作用 力 ， 加 速 一 部 分 燃料 
Am， 以 喷气 速度 wu 从 火箭 中 排出 。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ， 有 
ieee 沿 相 反 的 方向 推动 火箭 。 
另 一 种 看 待 这 个 的 方式 是 被 排出 的 质量 和 火 稍 的 质心 以 匀速 
运动 。 因 此 ， 如 果 Am 被 向 后 加 速 ， 火 第 必须 被 向 前 加 速 。 

假设 火箭 在 外 太空 滑行 ， 发 动机 关闭 ， 外 力 可 略 去 不 计 。 
令 火 箭 的 质量 是 M 十 Am ， 并 以 速度 w 相对 我 们 的 坐标 系 滑 
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行 。 在 上 上 时刻， 推进 器 发 动机 点 火 ， 在 时 间 间 隔 At 排出 质量 
Am 。 在 十 At 时 刻 火 箭 的 速度 op 十 Av 是 多 少 ? 


i SF hs i Se 


一 一 i V+AD+ 2 一 一 ~ 
Pa N DR 
\ / 
/ 
和 | 
| Am | M | = M | 
-和 | | | 
三 = | / 二 === / 
N pa 、 / 
™ 2 六 5 
Se me Ne ee No ts ap D+AD 
时 刻 时 刻 1 +Al 


当 质 量 Am 以 相对 火箭 的 速度 & 被 排出 时 ， 比 较 在 初始 
时 间 t 和 稍 后 的 时 间 t 十 At 的 动量 ， 我们 有 


Pi#)=《MT+TAm)v 
P(t+At)=M(v 十 Ao ) 十 Am (Ca Avu) 
AP=MAv 十 Am (4AY Tu) 
因此 系统 的 动量 变化 率 是 


-一 一 lim 9 十 了 (CAw 十 和 ) 


d . 
lm (MA 


在 最 后 一 个 方程 中 我 们 利用 了 恒等式 dm/dt 二 一 dM/dt， 因 
为 排出 的 质量 减少 了 火箭 的 总 质量 。 因 此 ， 在 目 由 空间 火 温 


的 运动 方程 是 
dvw 加 dM _ 
-Ps 
如 果 外 力 五 ， 比 如 引力 ， 作 用 在 系统 上 ， 一 般 的 火箭 运 
动 方程 变 为 
加 dv dM 
p=M - 
例 4.15 质心 和 火箭 方程 


在 本 例题 中 ， 我 们 利用 质心 推导 火箭 方程。 质量 mi 和 
ms 的 两 个 和约 质心 加 度 良 的 般 表达 式 是 


Si mat 


“mitmz) 
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如 果 没 有 外 力作 用 在 系统 上 ， 民 = 二 0， 所 以 质心 科 吉 运动 。 
在 随 火 匡 一 起 运动 的 惯性 系 中 ，R 二 0。 
利用 我 们 先前 推导 ( 例 4. 14) 中 同样 的 标记 : 


Re MAv 十 Am(u 十 Av 本 
M+ Am 

因此 ， | 

MAD +Am(utAv)=0 


除 以 At， 并 取 极 限 At 一 0， 则 


二 阶 小 量 Am Av 在 极限 中 没有 贡献 。 利用 恒等式 dz /dt 一 
一 dM/dr， 可 得 


与 前 面 一 样 。 


我 们 对 火箭 运动 的 处 理 展 示 了 分 析 物 理 问 题 的 一 个 强 有 
力 的 手段 。 试 着 考虑 Am 和 火箭 主体 分 离 时 加 速度 的 细节 就 
很 容易 造成 混乱 。 取 极限 时 这 些 细 节 会 消失 ; 它们 的 效应 实 
际 上 包含 在 最 终 的 运动 方程 中 。 正 确 的 运动 方程 来 自 取 极限 
且 只 包含 非 零 的 “一 阶 ” 项 。 一 阶 之 外 的 项 ， 例 如 AmAv， 
在 取 极 限 At~>0 时 会 消失 。 

这 里 是 三 个 火箭 运动 的 例子 。 


例 4.16 自由 空间 的 火箭 - 
如果 没有 外 力作 用 在 火箭 上 ， 正 二 0， 火 箭 运 动 满足 


dm dM 
a 
或 者 
dv _ udM 
el dt Ma 
检查 一 下 符号 这 总 是 有 用 的 我们 送 望 火箭 在 
加 速 da7 环 之 0) 而 它 的 质量 在 减少 (dM/dt 二 0)。 为 了 
使 上 一 个 方程 的 两 边 为 正 ，M<0， 这 意味 着 质量 要 向 后 方 


排出 * 与 我 们 的 预期 一 致 。 


4.8 火箭 运动 


排 气 速度 通常 是 常量 ， 这 种 情况 下 很 容易 积分 运动 
方程 : 


tt 


必 w 几 站 
Ld i 半 Mo M 


本 dz if 1 dM 


Mi 
Vn 


Mo Mi 
如 果 zwo 王 0， 则 


i 


未 速 与 质量 如 何 释 放 无 关 燃料 耗 尽 的 快 与 慢 都 不 影响 
v,， 唯 一 重要 的 量 是 排 气 过 度 和 初 未 质 量 比 。 


如 果 存 在 引力 场 ， 情 况 会 很 不 同 ， 下 面 的 例子 说 明 这 


4 oO 


例 4. 17 重力 场 中 的 火箭 
如 果 火 箭 在 重 力 场 下 一 Mg 中 起 飞 ， 火 箭 的 运动 方程 
变 为 


dd 
dv 
这 里 ，U 和 8g 向 下 并 设 为 常量 ， 上 式 变 为 
dv wudM 
Tt 
对 时 间 积 分 ， 可 得 
’ 


vvo —uln(Ny) te tto) 
令 vo 二 0 和 to 二 0， 速 度 v 以 向 上 为 正 : 
oi——uln (M7 ) gt 
现在 ， 快速 燃烧 燃料 是 有 利 的 。 燃 烧 时 间 越 短 ， 未 速 


越 大 。 这 也 是 为 什么 大 型 火箭 起 飞 时 如 此 壮观 的 原因 一 
必须 尽 可 能 快 地 燃烧 燃料 。 
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例 4.18 土星 V 火 箭 
和 WO “五 ?2 妇 火箭， 是 首 既 建造 的 最 强大 


的 消耗 性 运载 火箭 之 一 ， 在 六 次 不 同 的 任务 中 使 阿波 罗 


宇航 员 登 上 月 球 ， 完 成 了 它 的 目标 。 第 一 级 由 琶 洒 巨大 
的 F-1 火箭 发 动机 (每 个 约 6m 高， 排放 口 处 直径 4m) 
驱动 。F-1 发 动机 燃烧 的 是 类 似 于 煤油 的 碳 气 化 合 物 ， 
以 液态 氧 为 助燃 剂 。 所 有 这 些 材 料 都 必须 被 火箭 装载 ; 
坊 注 纹 料 的 圭 旺 VI 的 总 质量 是 9.0X105 kg 其 /中 
2.1X105 kg 是 第 一 级 的 燃料 。 所 有 第 一 级 的 燃料 要 在 
168S 内耗 尽 。 


重力 场 中 的 火箭 方程 是 
do IVR 
po py Ch 


方程 (1) 右边 第 一 项 称 作 “ 推 力 ”。 第 二 项 是 火箭 的 
和 L007 NA 当 
第 一 级 烧 尽 它 的 燃料 后 会 快速 减 小 。 第 一 级 的 五 个 
入- 发 动机 汪 生 的 总 推 为 是 4 义 和 07 多 ， 稍 向 万 于 和 初 
始 的 重力 。 你 很 容易 核实 ， 初 始 向 上 的 加 速度 只 有 
GUO 区 

推力 来 自 哪 里 呢 ? 因为 AM 是 在 时 间 At 内 被 排出 气 
体 带 走 的 动量 ,推力 就 是 被 燃烧 的 燃料 带 走 的 动量 比率 。 
由 于 & 和 AM 都 是 负 的 ， 推 力 是 正 的 ,与 g 相反 。 

燃料 是 火箭 上 宝贵 的 物品 。 为 减少 对 于 给 定 推力 所 


需 的 燃料 ， 排 气 过 度 必须 尽 可 能 的 大 。 第 一 级 F-1 发 动 


机 的 排 气 速度 是 2600 m/s， 但 是 第 二 、 第 三 级 使 用 了 液 


所 和 液 氧 ， 产 生 的 排 气 速 度 是 4100 in/s。 


对 于 第 一 级 ， 估 算 方 程 (1) 的 涯 边 ， 得 到 (2600 
m/sy(2. TX 105 kg)/168. ss 一 3.4X1lo7N5 与 扑 办 符合 得 
很 好 。 \ : 

火 靖 数 据 表 通常 并 不 列 出 排 气 速度 ， 而 是 代 之 以 称 作 
“ 比 推力 ”的 量 ， 即 排 气 速 度 除 以 有 。 比 推力 的 单位 是 秒 ， 
因而 独立 于 所 用 的 SI、CGS 和 英制 单位 制 。 


4.9 动量 流 与 力 


4.9 动量 流 与 力 


用 手 抓 一 个 球 ， 会 感受 到 一 个 反 冲 的 力 ， 或 更 准确 地 说 ， 
体验 到 一 个 冲 量 。 动 量 和 冲 量 的 概念 是 比较 直观 的 : 我 们 经 
受 的 反 冲 ， 仅 仅 是 为 使 球 静 止 必须 给 它 一 个 冲 量 的 反作用 。 
与 这 些 概念 密切 相关 但 却 不 太 直 观 的 是 动量 流 的 概念 。 任 何 
人 在 接受 从 软 管 喷 出 的 水 流 时 都 知道 水 流 能 产生 一 个 作用 力 。 
如 果 水 流 很 强 ， 就 像 消防 软 管 那样 ， 推 力 是 相当 可 观 的 一 一 
高 压 水 的 喷射 可 以 穿 透 燃 烧 建 筑 物 的 墙壁 。 

空中 飞行 的 水 柱 如 何 产 生 像 硬 钢 棍 传 递 的 力 一 样 完 全 真 
实 的 力 呢 ? 力 的 起 源 可 以 形象 化 ， 把 水 流 看 作 由 一 连 串 的 均 
匀 小 液 滴 组 成 ， 每 个 液 滴 的 质量 是 2， 运 动 速 度 是 。 设 液 
滴 间 距 为 *。 假 定 液 泣 与 你 的 手 磁 撞 后 无 反弹 ， 即 末 速 
uf 一 0， 然 后 直接 落地 。 考 虑 你 的 手 对 水 流 的 作用 力 。 液 滴 击 
中 你 的 手 时 ， 短 时 间 内 会 有 一 个 大 的 作用 力 。 虽 然 我 们 不 知 
道 瞬时 作用 力 ， 但 是 可 以 确定 手 给 每 个 液 滴 的 冲 量 1 小 济 : 


磁 撞 结束 
n= | 
磁 挤 开始 


Fdt=Ap 

vv) = 
根据 牛顿 第 三 定律 ， 液 滴 对 手 的 冲 量 与 手 对 液 滴 的 冲 量 等 值 
反问 : 

[ 手 二 mV 
正 号 意味 着 手 所 受 的 冲 量 与 液 滴 速 度 同 向 。 冲 量 等 于 瞬时 力 
尖峰 下 的 面积 ， 如 图 所 示 。 

如 果 每 秒 有 许多 次 碰撞 ， 你 就 会 感受 到 一 个 平均 力 F;， 
(图 中 虚线 所 示 )， 而 不 是 单个 液 滴 的 冲击 力 。 如 果 碰 撞 的 平 
均 时 间 是 工 ， 那 么 在 时 间 段 T 内 Fy 下 的 面积 就 等 于 一 个 液 
滴 所 产生 的 冲 量 : 


碰撞 结束 
FwT= | Fdt=mv 
碰撞 开始 


液 滴 之 间 的 平均 距离 是 1 二 vT， 所 以 水 流 作 用 的 平均 力 可 以 
写成 


(4. 8) 
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水 流 的 动量 传递 也 是 风力 涡轮 机 叶片 的 受 力 和 机 辟 升 力 的 物 
理 机 制 。 
连续 碰撞 产生 一 个 平均 力 的 描述 利用 了 水 流 的 理想 化 模 


”型 ,但 是 这 个 模型 对 一 个 相关 的 场景 是 非常 准确 的 原子 的 


激光 致 冷 。 类 似 于 水 流 对 手 的 作用 力 ， 光 流 可 以 对 原子 施加 
一 个 作用 力 。 这 个 力 如 此 之 大 ， 原 子 几 乎 瞬间 就 接近 静止 
这 个 过 程 是 制造 超 冷 原子 气 的 第 一 步 ， 利 用 激光 可 将 原子 冷 
却 到 亚 -uK 温 区 。 


例 4.19 激光 的 原子 致 准 

理解 激光 如 何 使 原子 变 慢 需要 几 个 来 自 量子 物 理 的 事 
实 ， 这 里 我 们 只 陈述 ， 不 停 下 来 解释 。 

出 发 点 是 光 的 经 典 描述 。 根 据 麦 克 斯 书 的 电磁 理论 ， 
光 是 携带 能 量 的 电磁 波 。 光 波 的 速率 c， 波 长 和 频率 ， 满 
足 熟 悉 的 波动 关系 式 c 二 )y。 

爱 因 斯 坦 给 出 了 光 的 另 一 幅 图 像 ， 乍 一 看 似乎 与 麦克 
斯 书 的 完全 不 相 容 : 光 的 能 量 被 吸收 时 只 能 按 分 立 的 束 或 
量子 的 形式 ， 现 在 称 作 光 子 ， 具 有 类 似 粒子 的 性 质 。 爱 因 
斯 坦 论证 了 频率 为 "的 光子 能 量 是 jn。， 这 里 常量 放 称 作 普 
朗 克 常量 ， 数 值 是 6.63X10-34 kg。m2/s。 爱 因 斯 坦 也 论 
证 了 每 个 光子 携带 的 动量 是 hv/c， 或 等 价 的 有/X。 

如 果 原 子 气 被 加 热 或 被 放电 激发 ， 原 子 会 辐射 特征 波 
长 的 光 。 它 们 也 可 以 吸收 这 些 波长 的 光 。 玻 尔 提出 ， 原 子 
的 能 量 不 能 像 经 典 物理 预期 的 那样 任意 变化 ， 而 是 只 能 处 
于 某 些 态 ， 他 称 作 定 态 。 如 果 最 低 的 态 ， 称 作 基 态 ， 具 有 
能 量 E。， 一 个 激发 态 有 能 量 E,， 那 么 一 个 被 激发 的 原子 
可 以 通过 产生 一 个 光子 而 释放 能 量 。 能 量 守恒 要 求 hv 一 EE。 
一 已 。 。 因 而 ， 被 原子 辐射 的 不 同 颜色 的 光 反 映 了 它们 特殊 
的 定 态 。 

一 个 激发 的 原子 通过 发 射 一 个 光子 快速 地 返回 基态 ， 


这 一 过 程 称 作 自发 辐射 。 这 个 过 程 业 似 于 放射 性 衰变 ， 典 


型 的 特征 衰变 时 间 rt 是 几 十 纳 秒 。 为 完成 挡 述 ， 我们 还 需 


要 男 一 个 概念 ， 也 是 爱 因 斯 坦 提出 的 ， 受 激 辐 射 。 处 于 激 


发 态 的 原子 会 适时 自发 地 发 射 一 个 光子 ， 但 是 如 果 它 被 那 
个 频率 的 光照 射 ， 发 射 会 抢先 发 生 。 受 激 辐射 是 激光 产生 
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的 基本 过 程 。 [术语 “激光 ”(LASER) 是 辐射 的 受 激发 射 
光 放 大 的 缩写 。| 

在 激光 致 冷 的 设备 中 ， 处 于 基态 的 大 量 原 子 通 过 一 个 
小 孔 流入 一 个 高 真空 室 。 被 调 到 原子 的 某 一 谱 线 的 激光 指 
向 小 孔 。 激 光 如 此 之 强 ， 使 得 激光 在 比 衰变 时 间 t+ 更 短 的 
时 间 内 引起 吸收 和 受 激 辐射 。 在 这 种 情形 下 ， 原 子 可 以 看 
作 一 半 时 间 处 于 基态 。 一半 时 间 处 于 激发 态 。 

因为 激光 指向 原子 运动 相反 的 方向 ， 每 当 原 子 吸收 一 
个 光子 ， 它 就 带 着 反 冲 动量 ， 或 者 冲 量 Ap 一 /4 弹 回 。 当 
原子 发 射 一 个 光子 ,使 它 沿 与 发 射 相反 的 方向 弹 回 ， 就 又 
经 历 了 一 次 动量 反 冲 。 然 而 ， 自 发 辐射 是 沿 随机 的 方向 发 
生 的 ， 其 动量 反 冲 就 平均 掉 了 。 结果 ， 原 子 经 历 了 一 系列 
的 反 冲 后 ， 就 延缓 了 它 的 运动 。 时 间 平 均 的 作用 力 是 


这 里 ， 因 子 1/2 者 虚 了 原子 只 有 一 半 时 间 处 于 激发 态 。 若 
原子 的 质量 是 M， 那 么 平均 加 速度 是 


激光 致 冷 的 第 一 个 实验 是 对 钠 原 子 流 。 对 于 钠 ， 激 发 
态 辐 射 的 波长 是 A 二 589X10 9? m，M 王 3.85X10-26 kg， 
二 15X10~9 s。 利用 hh 二 6.6X10 3kg. m2/s, 
a 9.7X108 m/s 
这 个 加 速度 约 是 重力 加 速度 的 105 倍 1 钠 原 子 在 室温 的 平均 
速度 约 是 560 m/s， 激 光 致 冷 可 以 使 它们 在 不 到 1m 的 距 
离 a 1 
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在 第 4.9 节 ， 质 量 为 mx、 速 度 为 v 和 间距 的 液 滴 流 对 
牌 直 表面 的 平均 力 由 方程 (4. 8) 给 出 : 


1 
Fv = —vw* 


l 
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这 个 表达 式 有 一 个 很 自然 的 解释 。 量 mv/l 是 粒子 流 中 单位 
长 度 的 平均 动量 。 和 大 把 这 个 量 乘 以 ww， 即 液 滴 每 秒 运 动 的 距 
离 ， 我 们 就 得 到 ， 穿 过 任 一 点 粒子 流 每 秒 所 携带 的 动量 ， 即 


动量 的 输 运 率 。 因 此 ， 作 用 在 表面 上 的 平均 力 就 是 流 输 运 的 


动量 到 表面 的 比率 。 

比 假想 的 粒子 流 更 现实 的 是 实际 的 物质 流 ， 比 如 在 截面 
积 A 的 软 管 中 的 水 流 ， 以 速率 vv 沿 着 单位 矢量 v 的 方向 流 
动 。 若 水 的 质量 密度 是 ov (kg/m3)， 则 在 水 流 中 单位 长 度 的 
质量 是 pwA， 单 位 长 度 的 动量 是 omzA 。 通 过 水 流 中 一 个 假想 
横 截 面 的 动量 比率 是 


P=ponv AD 


如 果 水 流 撞击 一 个 固体 表面 后 停 下 来 ,表面 施加 的 作用 力 必 
须 使 水 流失 去 动量 ,与 水 流 输 运 到 表面 的 动量 比率 相同 。 因 
此 ， 表 面 对 水 流 的 作用 力 是 一 P。 水 流 对 表面 的 反作用 力 是 
F 在 表面 二 十 P= 二 pmv? AY 

果然 ， 作 用 在 表面 上 力 的 方向 沿 看 流动 5 的 方 喇 。 如 果 
水 流 在 表面 并 不 达到 静止 ， 而 是 直接 反射 回来 ,表面 施加 的 
力 不 仅 要 抵消 进入 的 动量 ,而 且 要 产生 向 外 的 动量 ,使 作用 
在 表面 上 的 力 加 倍 。 此 外 ， 如 果 表 面 是 透明 的 ， 物 质 只 是 简 
单 地 通过 ， 则 动量 以 同样 的 比率 到 达 和 离开 表面 ; 动量 传递 
到 表面 净 比 率 是 零 ， 因 而 没有 作用 力 。 

如 果 表 面 与 流动 方向 不 垂直 ， 而 是 倾斜 一 个 角度 9， 如 
图 所 示 ， 且 动量 在 表面 被 抵消 ， 则 流 到 表面 的 动量 是 


P =pmv Acosd 


引入 一 个 很 有 用 的 矢量 J， 大 小 是 pmv*， 方 回 沿 着 流动 
2 的 方 问 : 


J gm 英和 


矢量 J 称 作 流 的 通 量 密度 ， 

用 一 个 矢量 4 来 描述 面积 也 很 有 用 。A 的 大 小 在 数值 上 
等 于 面积 ， 方 向 与 表面 垂直 ， 就 像 表 面 的 法 向 单位 矢量 元 所 
描述 的 。 法 向 矢量 可 以 沿 着 两 个 方向 。 我 们 选用 下 列 的 约定 ; 
在 计算 通过 表面 进入 系统 的 动量 传递 时 , 郊 指 向 里 面 则 为 
正 的 。 


4.10 动量 通 量 


因为 流 的 动量 传递 沿 着 流动 z 的 方向 ， 动 量 传递 到 表面 
的 比率 ， 即 作用 在 系统 上 的 力 是 


卫 一 (J .4) 


量 P 一 (J .4)7 称 作 传 到 表面 的 动量 通 量 〈 流 量 ) 。 

动量 是 矢量 ， 所 以 动量 通 量 也 是 矢量 。 作 为 矢量 的 通 
量 在 物理 中 经 党 出 现 ， 特 别 是 在 流体 动力 学 和 电磁 理 
论 中 。 

在 水 流 从 表面 弹 回 这 种 情形 ， 动 量 既 可 以 输 运 到 表面 ， 
又 可 以 离开 。 根 据 我 们 的 约定 , 下 指向 包围 系统 的 表面 内 
部 ， 若 动量 流入 , 通 量 J .4 是 正 的 ; 流出 则 是 负 的 ， 
J A 二 0。 多 个 动量 流动 的 源 所 引起 的 作用 在 系统 上 的 合 
力 可 以 写成 

Fs= 2 P= > re MADe 

这 里 , 求 和 包括 动量 流 过 的 所 有 面 元 。 当 面 元 的 数目 增 大 时 ， 
求 和 就 变 成 所 谓 的 面积 分 。 然 而 现在 没 必要 取 极 限 ， 我 们 在 
这 里 只 关注 简单 的 几何 面 。 

在 系统 中 存在 几 个 动量 流动 的 源 时 ,计算 系统 受 力 的 
一 个 有 用 方法 是 ， 对 向 内 流动 项 求 和 ， 得 到 总 的 向 内 流动 


的 Pn， 再 求 总 的 向 外 流动 的 PP 处。 系统 所 受 的 合力 因而 可 


Fs =Pn 一 下 外 
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例 4.21 太阳 帆 航 天 器 

轻型 、 节 省 燃料 的 航天 器 能 携带 小 型 仪器 包 横 跨 太 阳 
系 ， 在 星际 探索 中 有 很 多 应 用 。 其 中 ， 一 个 精美 的 设计 就 
是 太阳 帆 航 天 器 ， 由 塑料 薄膜 制 成 的 巨 帆 ; 推动 力 是 太阳 
光 施 加 的 作用 力 一 一 光子 携带 的 动量 。 

光 从 太阳 到 达 地 球 的 能 量 通 量 密度 ， 称 作 太 阳 常 量 ， 
其 数值 是 Sxm 二 1370 W/m*。 太 阳 常 量 可 以 看 作 是 能 量 hy 
在 很 大 频谱 范围 内 变化 的 光子 的 通 量 。 因 为 每 个 光子 携带 
的 动量 是 hp/c， 所 以 太阳 光谱 的 细节 是 不 重要 的 。 结 果 ， 
人 


Smyc 一 kg/ ws 一 4.6XTI0 6 kg/(m® s:) 


137 
二 
这 里 ， 我 们 利用 了 关系 式 1W==1]/s 二 1 kg*，m/s”。 这 也 
可 以 写成 Sxm/c 二 4.6X10 56(kg。m/s)/(m?:。s)， 表明 
它 的 单位 是 动量 /单位 面积 。 单 位 时 间 。 

在 2010 年 ， 日 本 发 射 了 一 般 太 阳 帆 太空 船 ， 称 作 
IKAROS (太阳 辐射 加 速 的 星际 风筝 太空 船 的 英文 缩写 )。 
帆 是 非常 薄 的 聚 酰 亚 胺 ( 卡 普 顿 @@)， 厚 度 只 有 7.5X105m 
帆 的 面积 是 和 A 二 150 m?， 太 空 船 的 总 质量 是 M 二 1.6 kg。 
太空 船 被 化 学 火箭 升 至 太空 ， 帆 在 那里 张 开 。 以 25 转 每 分 
的 角速度 绕 轴 的 转动 使 帆 变 平 ， 从 而 不 需要 徒 增 额外 质量 
的 支架 。IKAROS 要 去 金星 的 轨道 ， 这 是 在 外 太空 展示 太 
阳 帆 技术 的 第 一 般 太 空 船 。 

当 IKAROS 从 地 球 附 近 出 发 时 ， 我 们 计算 一 下 它 的 初 
始 加 速度 。 de 二 乓 和 
被 它 反 射 。 作 用 在 帆 上 的 合力 是 

ER 


在 近 地 轨 道 ， 光 子 产 生 的 加 速度 大 小 是 


> 10-6 kg\ /150 m2 
lr ) 
=8.6X10 4 m/s’ 
太阳 施加 一 个 向 内 的 引力 加 速度 g fm。 在 近 地 轨 道 ， 


CT M 大 阳 
RE 


避 术 阳 一 
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式 中 ，RE 二 1.50X10”m 是 地 球 到 太阳 的 平均 距离 ， 以 天 

文 单位 (AU) 而 著称 ， 

6 s2) 1(2.0X 10 kg) 
CHSXKTOl me 

=5. 9X10 3 m/s’ 

净 加 速度 是 


如 太阳 


107» 闫 

52 

=—50XK10 4 m5 

太空 船 向 着 太阳 朝 里 下 落 。 由 于 太阳 的 辐射 强度 和 太阳 引 
力 都 随 平方 反比 变化 ， 太 空 船 向 太阳 移动 时 加 速度 会 增 大 ， 
但 总 是 指向 里 面 。 然 而 ， 在 IKAROS 的 飞行 过 程 中 ， 辐 身 
的 作用 力 使 太空 船 变 得 足够 慢 ， 从 而 能 够 靠近 金星 。 若 要 
向 外 飞 向 木星 ， 太 空 船 就 需要 更 大 的 帆 。 
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例 4.22 气体 的 压强 

由 于 气体 中 将 子 的 随机 运动 ， 气体 的 压强 来 自 于 动量 
在 一 个 闭合 曲面 的 流入 和 流出 。 微 小 的 气体 分 子 具 有 动量 ， 
可 以 施加 一 个 真实 的 作用 力 。 考 虑 一 个 盛 有 碳酸 饮料 的 薄 
的 铝 饶 。 打 开 前 ， 感 到 维 又 硬 又 结实 ， 这 是 因为 气体 在 避 
上 有 向 外 的 压强 。 当 拉 环 打开 ， 过剩 的 压强 释放 后 ， 钠 是 
软 的 ， 很 容易 压 扁 。 

考虑 单位 体积 内 有 nn 个 粒子 的 气体 ， 每 个 粒子 的 质量 
是 m。 质 量 密度 是 p 二 nm kg/m3 。 我 们 来 确定 到 一 个 面积 
为 A、 位 于 y-z 平面 的 容器 表面 的 动量 和 输 运 ， 如 图 所 示 。 

虽然 粒子 沿 所 有 方向 运动 ， 但 我 们 只 关心 沿 工 方向 的 
运动 。 暂 时 假定 粒子 只 有 工 方 向 的 单一 过 度 v:， 但 是 沿 着 
正 负 工 方 向 运动 的 可 能 性 相同 。 因 此 ， 在 任意 时 刻 ， 粒 子 
朝 器 壁 运 动 的 密度 是 p/2。 它 们 沿 十 x 方向 输 运 的 动量 比 
率 是 


有 
粒子 离开 器 壁 的 比率 必须 与 接近 时 相同 ; 否则 它们 会 在 表 
面积 累 。 因 此 ， 从 器 壁 流 走 的 动量 是 
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Pp 三 -一 oA 


”器 壁 所 受 的 合力 是 


F,=P;+P-. =pviA 
现在 让 我 们 去 掉 原 子 只 以 单一 速率 ur 沿 正 负 Xx 方向 运动 
的 简化 假设 。 我 们 期 望 原 子 沿 随机 方向 运动 且 速 率 随 碰撞 
而 改变 。 如 果 我 们 计算 粒子 在 一 个 小 的 速度 范围 内 对 压强 
的 贡献 ， 就 会 得 到 上 面 的 结果 ， 可 理解 为 它 表 示 的 是 平均 
力 。 因 此 ， 


下 .一 PP 十 P_- 一 072A 

这 里 “一 横 ” 表 示 对 所 有 粒子 求 平均 。 

气体 的 压强 是 表面 上 单位 面积 的 受 力 。 因 此 ， 与 工 轴 
重 直 的 面 上 的 压强 是 

P.=F,/A=pv2 

(这 里 我 们 用 符号 多 表示 压强 ， 以 便 与 表示 总 动量 的 符号 
忆 区 别 。) 因为 气体 的 压强 在 各 个 方向 上 相同 ， 我 们 期 户 
与 y 和 > 轴 垂 直 的 面 也 有 相同 的 结果 。 如 果 


情况 就 会 如 此 ， 这 里 V2 三 恕 十 3 十 02。 因 此 ， 

多 一 (1/3)ov2 i 
这 个 结果 为 我 们 第 5 章 将 要 讨论 的 热 、 能 量 和 微观 运动 的 
概念 提供 了 至 关 重 要 的 联系 。 


例 4.23 河曲 处 的 大 坝 

问题 是 在 河曲 处 建设 一 个 大 坝 以 防止 河水 止 涨 时 洪水 
泛滥 。 大 坝 必须 足够 结实 以 抵挡 河流 的 静 压 pgh， 这 里 p 
是 水 的 密度 ,hh 是 从 坝 基 到 水 面 的 高 度 。 从 牛顿 定律 我 们 
能 够 理解 ， 外 侧 的 河岸 和 大 坝 必 须 施加 一 个 横向 力 使 河流 
偏离 直线 运动 。 由 于 河流 的 壳 曲 ， 除 了 静 压 ， 大 坝 必须 客 
外 抵挡 一 个 动 压 。 如 何 比较 动 压 和 静 压 ? 

我 们 用 半径 为 RR 的 一 段 圆 缴 近似 河 的 弯曲 ， 并 关注 对 
向 角度 Ab 的 一 小 段 曲 线 。 我 们 只 需 考 虑 坝 基 上 高 度 为 有 h 
的 河流 。 让 我 们 计算 以 河岸 4a、 大 坝 5、 假 想 的 河流 横 截 


注释 4. 1 二 维 与 三 维 物体 的 质心 


面 c 和 d 为 边界 的 体积 的 动量 通 量 。 河流 以 速度 v 流动 ; 
由 于 横 截 面积 是 常量 ， 故 了 的 大 小 是 常量 。 

动量 流 过 表面 c 和 d 的 比率 分 别 是 P 进 ,。 一 ou2AD 和 
Puy,4 王 pv?AV4。 这 里 ，A 二 hw 是 位 于 坝 基 之 上 的 河流 横 
截面 积 。 动 量 传递 到 所 考虑 体积 的 总 比率 是 

P=Pi,. —Py.d=pv?A (Vd. —ba) 
从 图 可 以 看 出 ， 动 量 传递 的 大 小 是 
P=pv?A(2sinA0/2) 
动量 传递 沿 着 径 向 朝 外 。 大 坝 必须 提供 一 个 作用 力 以 托 
消 这 个 动量 传递 ， 这 个 力 的 反作用 力 就 导致 了 对 大 坝 的 
动 压 。 

为 计算 压强 ， 我 们 取 小 角 极 限 snA0/2 和 Ap/2， 考虑 
来 自 对 向 角度 A0、 面 积 为 (RA0) hh 的 大 坝 一 段 的 作用 
力 。 作 用 在 大 规 上 的 动力 是 径 向 朝 外 的 ， 大 小 是 
Pxzpv?AA90。 这 个 力作 用 在 面积 (RA0)h 上面， 因此 动 
压 是 


NE A 才 
RAGh RAOh Rh R 


动静 压 比 是 
动 压 _pv rw 1 _wv _ 宽 、 向 心 加 速度 
静 压 ”RR pgh hh Rg 高 有 


对 于 一 个 洪水 泛滥 的 河流 ， 设 流速 是 10 mph (8 近似 是 15 
ft/s)， 半 径 是 2000ft， 洪 水 高 度 是 3ft， 宽 度 是 200 ft， 比 
是 0.22， 所 以 动 压 是 绝对 不 可 略 去 的 。 


注释 4.1 二 维 与 三 维 物体 的 质心 


在 这 个 注释 中 ， 我 们 确定 一 些 多 维 物体 的 质心 。 若 你 
算 过 二 维和 三 维 积分 ， 这 些 例子 会 很 简单 。 否 则 ， 继 续 读 


Ts 


yp 作用 在 坝 上 的 力 = 
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1. 匀 质 三 角 板 
考虑 质量 为 M、 底 为 9、 高 为 h 和 小 厚度 1 的 匀 质 直角 
三 角 板 的 二 维 情 形 。 我 们 在 例 4.4 中 处 理 过 这 个 问题 ， 当 时 


把 它 简化 成 一 个 变量 的 积分 。 这 里 我 们 用 更 一 般 的 方法 处 理 


它 ， 采 用 两 个 变量 的 积分 ， 这 种 方法 也 适用 于 密度 不 均匀 的 
将 三 角 板 分 成 边 长 Ax 和 Ay 的 小 矩形 面积 ， 如 图 。 每 
个 小 部 分 的 体积 是 AV=iAzAy， 质 心 位 置 是 
Omri 
~ M 
_ SpitAx AYr, 
M 
式 中 , 7 是 每 个 体 元 的 标记 ，pj; 是 它 的 密度 。 由 于 板 是 匀 质 
的 ， 所 以 


(1) 


M MM 
py 一 种 数 一 芝 一 泛 
式 中 ,A 二 bh /2 是 三 角 板 的 面积 。 

为 确定 方程 (1) 的 和 ， 我 们 先 对 Az 求 和 ， 再 对 Ay 求 
和 ， 而 不 是 对 单一 下 标 7 求 和 。 这 个 双重 求 和 通过 取 极 限 可 
以 转化 为 一 个 二 重 积 分 ， 结 果 如 下 : 


R = lim ( 马 ) (5) DD ety 
Ay—0 


1 

= 工 || iiiy 
令 r 二 zi 十 yj 表示 面 元 dzdy 的 位 置 拓 量 ， 质心 的 位 置 撩 量 
记 作 R=Xi 十 Yj ， 则 有 


0 
R =Xi+ 六 = 二 || (Xiyj)drdy 


全 


因此 ， 质 心 的 坐标 是 


| zdzdy 
1 
Ye ll ydzdy 
二 重 积分 看 起 来 很 奇怪 ， 但 是 它们 很 容易 计算 。 考 虑 与 X 相 


关 的 第 一 个 二 重 积 


] 
六 二 | xdrdy 
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这 个 积分 告诉 我 们 ， 对 每 个 面 元 ， 用 它 的 x 坐标 乘 以 它 的 面 
积 ， 然 后 再 求 和 。 我 们 分 步 做 ， 先 考虑 与 y 轴 平 行 的 罕 带 上 
的 面 元 。 这 个 罕 审 从 y 二 0 跑 到 y 二 zh/b。 (利用 相似 三 角 
形 ， 斜 边 上 任 一 点 满足 关系 式 y/ 工 一 请/0。) 

宕 帝 上 每 个 面 元 有 相同 的 z 坐标 ， 这 个 军 带 对 二 重 积 
的 贡献 是 


] rhit / 
as | dy pd 
最 后 ， 我 们 对 所 有 x= 二 0 到 x==b 的 穿 带 的 贡献 求 和 ， 可 得 
hn fb 
a 区 
hb hb 
3 及 


由 于 A 二 6h/2， 则 


万 b hb 
es ~、2 i a 
2Ab? | cz 一 大 
] 
一 本 


-A 
因此 , R 一 bi 二 hj。 


虽然 R 的 坐标 依赖 于 我 们 选择 的 特定 坐标 系 ， 但 质心 相 
对 三 角 板 的 位 置 当 然 是 与 坐标 系 无 关 的 。 

2. 非 色 质 和 矩形 板 

确定 非 匀 质 和 矩形 薄板 的 质心 ， 板 的 边 长 是 a 和 6b， 单位 
面积 的 质量 o 是 变化 的 ,cc 三 co (xy/ab)， 这 里 oo 是 常量 。 
质心 位 置 是 


1 I 
R= | (zi 十 yj )odzdy 


六 fa 
| | odzxdy 
0 J0 


M 
我 们 先 确定 板 的 质量 M 
M 
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对 积分， 把 > 看 作 稼 量 ， 


| 

一 一 一 Se—g 
可 
EX 

Cad S| 


|S 


再 对 y 积分 ， 


= ooab 


采用 同样 的 方法 ，R 的 z 分 量 是 


4 oo0a’b 


goab 6 


类 似 地 ’ Y 一 二 6 o 


: 3. 匀 质 实心 半球 体 
2 确定 半径 为 R、 质 量 为 M 的 匀 质 实心 半球 体 的 质心 。 
上 由 对 称 性 ， 显 然 质心 位 于 x 轴 上 。 它 到 赤道 面 的 高 度 是 
] 


Z= 万 | zdM 
积分 在 三 维 空间 进行 ， 对 称 的 情形 可 以 让 我 们 把 它 处 理 


成 一 维 的 积分 。 我 们 想象 半球 形 由 薄 的 圆 盘 组 成 。 考 虑 半径 
为 >、 厚 度 为 dz 的 一 个 圆 盘 。 它 的 体积 是 dV 二 xr* dx， 质量 


2 ， 
是 dM 二 pdV 一 (M/V)(dV), 这 里 V= 人 xR3。 


因此 ， 


为 计算 积分 ， 需 要 用 x 表示 ~。 
南 于 天 = 三民 一 和) 状 相 种 


| 
-地 世人 之 < ) qz 


| 
-ei 
ZR 

Ri 
_3R 


» | Sl 
em 也 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
4.1 非 匀 质 杆 的 质心 ， 


长 为 /的 非 匀 质 杆 单位 长 度 的 质量 是 4 二 Acos (7)， 这 


里 z 是 没 着 杆 的 位 置 ，0 委 Z 委 /。 
(a) 杆 的 质量 是 多 少 ? 
(b) 质心 的 坐标 X 是 多 少 ? 
4.2 等 边 三 角形 的 质心 
确定 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 的 匀 质 薄板 质心 。 
4.3 水 分 子 的 质心 
水 分 子 HzO 由 中 心 的 氧 原子 和 两 个 束缚 的 氧 原子 组 成 。 
两 个 氨 氧 键 对 向 104. 5 的 角 ， 键 长 是 0. 097 nm。 
确定 水 分 子 的 质心 。 
4.4 失败 的 火箭 
携带 仪器 的 火箭 意外 地 在 它 的 轨道 顶部 爆炸 。 发 射 点 和 爆 
炸 点 的 水 平 距离 是 二 。 火 箭 水 平分 成 两 块 。 大 块 的 质量 是 小 块 
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的 三 倍 。 令 主管 科学 家 惊讶 的 是 ， 小 块 返回 了 地 面 发 射 站 。 大 
块 在 多 远 处 着 陆 ? 忽 略 空气 阻力 和 地 球 的 弯曲 效应 。 


4.5 杂技 演员 与 猴子 


质量 为 M 的 马戏 团 杂 技 演 员 从 蹦床 笔直 的 向 上 跳 起 ， 初 
速 是 we 。 在 他 上 升 时 ， 他 在 蹦床 上 方 高 度 六 处 拿 取 了 横 杆 上 
质量 mx 的 受过 训练 的 猴子 。 

他 俩 能 达到 的 最 大 高 度 是 多 少 ? 

4.6 紧急 着 陆 

重 2500 lb 的 轻型 飞机 在 一 个 短跑 道上 做 紧急 着 陆 。 发 动 
机 关闭 后 ， 它 以 120 ft/s 的 速度 着 陆 在 跑道 上 。 飞 机 上 的 挂 
钩 绊 住 了 一 根 缆绳 ， 缆 强 连 着 一 个 250 lb 的 沙袋 ， 飞 机 拖 着 
沙袋 一 起 运动 。 如 果 沙 袋 与 跑道 的 摩擦 因数 是 0.4， 飞 机 刹 
车 给 出 的 附加 制 动 力 (减速 力 ) 是 300 lb， 飞 机 在 停止 前 会 
走 多 远 ? 

4. 7 物 块 和 压缩 弹 筑 

系统 由 两 个 质量 为 mi 和 mz 的 物 块 组 成 ， 劲 度 系数 
的 无 质量 弹 钼 把 它们 连 在 一 起 。 物 块 在 无 摩擦 的 水 平面 上 滑 
动 。 弹 得 原 长 是 1。 初 始 时 ， 控制 住 m2 使 弹簧 被 压缩 到 /7/2， 
mi 被 项 住 ， 如 图 所 示 。mz 在 + 二 0 时 被 释放 。 

确定 系统 质心 的 运动 。 
4.8 跳跃 者 

质量 为 50 kg 的 妇女 笔直 地 跳 起 来 ， 从 地 面 升 高 了 0.8 
m。 为 了 达到 这 个 高 度 ， 地 面 对 她 的 冲 量 是 多 少 ? 

4.9 火箭 滑车 

火箭 滑车 沿 水 平面 运动 ， 所 受 的 摩擦 力 是 f 摩 掠 力 二 uW ， 
这 里 wx 是 常量 ，W 是 车 的 重力 。 

滑车 的 初始 质量 是 M， 它 的 火箭 以 恒定 比率 dM/di 硅 7y 
排出 质量 ; 被 排出 的 质量 相对 火箭 有 恒定 速率 wo 。 

火箭 滑车 从 静止 开始 运动 ， 当 滑车 的 总 质量 减少 一 半 时 ， 
发 动机 关闭 。 确 定 最 大 速率 的 表达 式 。 

4. 10 运 沙 的 滚轮 货 

质量 为 M 的 货车 装 有 质量 为 m 的 沙子 。 在 :一 0 时 一 个 
水 平 恒 力 正 沿 滚 动 方向 作用 在 货车 上 ， 同 时 货车 底部 的 端口 
打开 ， 让 沙子 以 恒定 比率 dm/dt 流出 。 当 所 有 沙子 流 尽 时 ， 
确定 货车 的 速率 。 假 定 贫 车 在 1 二 0 时 静止 。 


4. 11 货车 与 料 斗 * 

一 辆 质量 为 M 的 空 货车 在 力 F 作用 下 从 静止 出 发 。 同 
时 沙子 从 静止 在 导轨 上 的 料 斗 以 稳定 的 比率 5 漏出。 

确定 质量 为 m 的 沙子 转移 后 货车 的 速率 。 
4. 12 两 车 和 沙子 

原料 以 5 kg/s 的 比率 从 车 B 吹 进 车 A， 如 图 所 示 。 原 料 
沿 竖 直 向 下 的 方向 离开 汐 槽 ， 所 以 它 和 车 B 有 相同 的 水 平 速 
度 w。 在 我 们 关注 的 时 刻 ， 车 A 具有 质量 M 和 速度 w。 确 定 
车 A 的 瞬时 加 速度 dv/di。 
4. 13” 喷 沙 机 

一 辆 喷 沙 的 机 车 把 沙子 水 平 喷 入 一 辆 货车 ， 如 示意 图 所 
示 。 机 车 和 货车 并 没有 连 在 一 起 。 机 车 的 司机 维持 他 的 速率 
使 得 到 货车 的 距离 不 变 。 沙 子 相 对 机 车 的 速度 是 5 m/s， 以 
dm/dt 二 10 kg/s 的 比率 转移 。 货 车 从 静止 开始 运动 ， 初 始 质 
量 是 2000 kg。 确 定 100s 后 它 的 速率 。 
4. 14 上山 缆 索 

上 山 缆 索 是 一 根 长 的 带 状 的 绳索 ， 绕 过 两 个 滑轮 ， 一 个 
在 和 斜坡 的 底部 ， 男 一 个 在 项 部。 滑轮 被 强力 电动 机 了 驱动， 使 
得 绳索 以 1.5 m/s 的 稳定 速率 移动 。 两 个 滑轮 的 距离 是 
100 m， 和 斜坡 的 倾角 是 20 。 

滑雪 者 握 住 绳索 ， 被 拉 到 顶部 ， 在 这 里 他 们 松 开 绳索 ， 
然后 滑 下 去 。 夺 质量 为 70 kg 的 滑雪 者 平均 每 5 s 就 抓 一 下 强 
索 ， 牵 引 绳索 所 需要 的 平均 力 是 多 少 ? 忽略 滑雪 板 和 雪 之 间 
的 摩 探 力 。 
4. 15 ”人 与 平板 车 

质量 都 为 m 的 N 个 人 站 在 质量 为 M 的 平台 型 铁路 货车 
上 。 他 们 从 平板 车 的 一 端 跳 下 ， 相 对 车 的 速度 是 w。 车 沿 相 
反 的 方向 无 摩 探 地 滚动 。 

(a) 若 所 有 人 同时 跳 下 ， 平板 车 的 未 速 是 多 少 ? 

(b) 者 他们 一 次 跳 下 一 个 ,平板 车 的 末 速 是 多 少 ? ( 管 
案 可 以 写成 求 和 的 形式 。) 


(ec) 是 情形 (a) 还 是 情形 (b) 产生 较 大 的 平板 车 速度 ? 


你 能 对 你 的 答案 给 出 一 个 简单 的 物理 解释 吗 ? 
4. 16 ” 桌 上 的 绳子 * 

质量 为 M、 长 为 ! 的 绳子 位 于 无 摩擦 的 桌子 上 ,一 小 段 
lo 通过 一 个 小 孔 甚 挂 着 。 绳子 初始 时 静止 。 ( 译 者 补 : 结果 
与 绳子 的 形状 有 关 ， 例 如 ， 直 的 或 盘 在 一 起 。) 
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(a) 确定 通过 小 孔 的 绳子 长 度 z 《ti) 所 满足 的 一 般 方 程 。 

(b) 确定 满足 初始 条 件 的 特定 解 。 
4.17 太阳 帆 1 

参考 例 4. 21， 对 于 像 IKAROS 那样 的 太阳 帆 ， 若 要 求 
它 离开 太阳 向 外 加 速 ， 膜 的 最 大 厚度 是 多 少 ? 设 卡 普 顿 的 密 
县 为 /en 
4.18 太阳 帆 2 

参考 例 4. 21， 考 虑 设计 这 样 一 个 太阳 帆 ， 只 利用 太阳 光 
的 压强 就 能 达到 地 球 的 逃逸 速度 V2gR。 王 11.2 km/s。 帆 由 
卡 普 顿 膜 制 成 ， 膜 的 厚度 是 0.0025 cm， 密 度 是 1. 4 g/cms 。 
太阳 常量 取 为 1370 W/m?* ， 并 假定 在 加 速 的 过 程 中 是 常量 。 

(a) 在 地 球 附 近 ， 单独 由 太阳 光 的 压强 产生 的 加 速度 是 
多 大 ? 

(b) 以 地 球 半径 R。 为 单位 ， 太 阳 帆 从 距离 地 球 多 远 处 
发 射 才能 脱离 地 球 ? 

(c) 奇 帆 的 有 效 载 入 为 1 kg 时 ， 加 速度 是 原来 的 一 半 ， 
帆 的 面积 有 多 大 ? 
4. 19 倾斜 的 镜子 

在 地 球 上 ， 面 积 为 1 m? 的 镜子 ， 使 镜面 与 太阳 光线 垂直 。 

(a) 假定 镜子 是 理想 的 反射 体 ， 来 自 太 阳 的 光子 对 镜子 
的 作用 力 有 多 大 ? 太阳 光子 的 动量 通 量 密度 是 J 太 阳 王 4.6 义 
10 一 5 kg/ (m “ s:), 

(b) 若 镜 子 从 垂直 方向 倾斜 一 个 角度 a， 确 定 力 随 角 度 
如 何 变 化 ? 
4.20 反射 粒子 流 ， 

一 维 的 质量 为 m 的 粒子 流 ， 单 位 长 度 的 粒子 数 密度 为 
1， 速率 是 v， 在 一 个 表面 被 反射 回来 ， 离 开 的 速率 是 w ， 如 
图 所 示 。 确 定 表面 所 受 的 作用 力 。 
4.21 消防 车 的 受 力 

消防 车 以 K kg/s 的 比率 向 着 火 的 建筑 物 喷 出 一 个 水 柱 。 
水 柱 以 相对 水 平面 9 角 离开 消防 车 ， 在 喷嘴 上 方 高 度 h 处 水 
平 击 中 建筑 物 ， 如 图 所 示 。 由 于 水 柱 的 喷 出 ， 作 用 在 消防 车 
上 的 力 大 小 和 方 回 如 何 ? 
4.22 消防 栓 

水 从 一 个 消防 栓 身 出， 喷嘴 的 直径 是 已， 从 喷嘴 射出 的 


习 题 


水 的 速率 是 Vo。 消防 栓 所 受 的 反作用 力 是 多 大 ? 
4.23 悬浮 的 垃圾 简 ” 

重力 为 W 的 倒 扣 的 垃圾 桶 被 从 喷 果 喷 出 的 水 顶 在 空中 。 
水 从 地 面 以 恒定 的 比率 K kg/s 向 上 喷 出 ， 速 率 是 wu。 问题 
是 确定 垃圾 桶 被 项 起 的 最 大 高 度 。 忽略 水 从 垃圾 桶 下 落 的 
影响 。 
4.24 变 大 的 雨滴 

初始 质量 Mo 的 雨滴 在 重力 影响 下 从 静止 下 落 。 假 设 雨 
滴 从 云 中 获得 质量 的 比率 正比 于 它 的 瞬时 质量 和 瞬时 速度 的 
积 : dM/dt= 二 kMV， 这 里 是 常量 。 

证 明 雨 滴 的 速率 最 终 会 变 为 常量 ,给 出 终极 速率 的 表达 
式 。 忽略 空气 阻力 。 
4.25 盛 水 的 砚 

尤 满 水 的 硫 坐 落 在 倾盆 大 雨中 。 它 的 表面 积 是 
500 cm2 。 雨 水 以 10 ”g/cm*。s 的 比率 竖 直 下 落 ， 速率 
是 5 my/s。 若 过 剩 的 水 从 磺 边 滴 下 ， 速 度 可 略 ， 确 定 降 十 
对 磺 的 作用 力 。 

如 果 硕 向 上 以 2 m/s 的 速率 匀速 运动 ， 力 又 是 多 大 ? 
4.26 星际 云 中 的 火箭 

直径 为 2R、 质 量 为 M 的 圆柱 形 火箭 在 太空 中 以 速率 vo 
滑行 时 人 遭遇 了 星际 云 。 云 中 的 粒子 数 密度 是 N 粒子 /m* 。 每 
个 粒子 的 质量 m 之 M， 初 始 时 静止 ，。 

(a) 假设 云 中 粒子 与 火箭 弹性 碰撞 ， 碰 撞 如 此 频繁， 可 
看 作 连 续 的 。 证 明 阻力 有 形式 bv? ， 确 定 5。 设 火箭 的 前 锥 形 
对 向 角度 w 王 x/2， 如 图 所 示 。 

(b) 确定 云 中 火 衔 的 速率 。 


vn i 
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4.27 外 行星 探测 
例 4.6 的 数据 图 表明 ， 采 用 此 题 的 方法 ， 在 恒星 径 向 速 
度 中 1 m/s 的 变动 是 刚好 勉强 可 探测 的 。 在 遥远 的 行星 上 的 
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宇航 员 采 用 这 些 相 同 的 方法 ， 能 探测 到 太阳 有 行星 吗 ? 效果 
最 大 的 是 木星 。 

只 用 下 面 的 数据 : 

太阳 质量 ==1. 99X103 kg 

木星 质量 ==1. 90X10?7 kg 

木星 的 平均 轨道 半径 二 7. 8X10s km 

木星 的 轨道 周期 二 4330 天 


功 与 
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5.1 简介 


这 一 章 我 们 挑战 经 典 力学 的 基本 问题 一 一 从 已 知 的 相互 
作用 预言 系统 的 运动 。 我 们 将 遇 到 两 个 重要 的 新 概念 ， 能 量 
和 功 ， 一 开始 它们 似乎 只 是 有 助 于 计算 ， 好 像 数 学 的 拐杖 ， 
但 最 终 却 具有 深刻 的 物理 意义 。 

乍 一 看 ， 从 已 知 的 力 确定 质点 的 运动 ， 似 乎 没什么 问题 。 
牛顿 第 二 定律 告诉 我 们 加 速度 ， 我们 可 以 积分 确定 速度 ， 然 
后 再 积分 速度 ， 确 定位 置 。 这 听 起 来 简单 ， 但 有 问题 : 为 了 
完成 这 些 计 算 ， 我 们 需要 知道 力作 为 时 间 的 函数 ， 但 是 力 通 
党 是 位 置 的 函数 ,例如 弹力 和 引力 。 这 个 问题 是 严重 的 ， 因 
为 物理 学 家 通常 对 系统 之 间 的 相互 作用 感 兴趣 ， 这 意味 着 知 
道 力 随 位 置 如 何 变化 ， 但 不 知道 力 随时 间 如 何 变 化 。 

我 们 的 任务 就 是 ， 从 方程 


dv (t) 
dt 


确定 v(t1)， 这 里 的 表示 强调 了 是 位 置 的 函数 。 对 数学 形式 
情 有 独 钟 的 物理 学 家 可 能 会 停 在 这 里 ， 指 出 我 们 正在 处 理 的 
是 一 个 微分 方程 的 问题 ， 为 求解 这 样 的 方程 ， 我 们 现在 应 该 
做 的 是 研究 可 用 的 方法 ， 包 括 数值 方法 。 从 计算 的 角度 ， 这 
是 完全 合理 的 ， 但 是 这 种 做 法 太 狭 隘 ， 不 能 使 我 们 更 好 地 理 
解 物理 。 

幸运 的 是 ， 对 于 一 个 变量 的 一 维 运动 的 重要 情形 ， 方 程 
(5.1) 是 简单 的 。 一 般 的 情况 更 复杂 ， 但 是 我 们 会 看 到 ， 对 
于 三 维 运 动 ， 积 分 方程 (5. 1) 总 是 可 行 的 ， 只 要 我 们 满足 于 
一 个 不 太 完 整 的 解 。 这 将 使 我 们 得 到 一 个 非常 有 用 的 物理 关 
系 ， 动 能 定理 ; 它 的 推广 形式 一 一 能 量 守 恒定 律 是 物理 中 最 
有 用 的 守恒 定律 之 一 。 


=F(r) i 1 


5.2 积分 一 维 运动 方程 


有 一 大 类 重要 的 问题 只 需 用 一 个 变量 来 描述 运动 。 例 如 ， 
一 维 谐振 子 。 对 于 这 类 问题 ， 运 动 方程 简化 为 
加 区 


dz 


一 上 (Z) 


i 


或 者 


5.2 积分 一 维 运动 方程 


dv 


dt 
采用 一 个 数学 技巧 ， 可 求解 这 个 方程 。 首 先 ， 形 式 上 对 z 积 
分 方程 mdv/dt= 二 F(x): 


=F (zx) (5 2) 


nm 


| Yaz =| F(z)dz (5, 3) 


由 于 下 (zx) 已 知 ， 右边 的 积分 可 用 标准 方法 计算 。 左 边 的 积 
分 按 这 个 样子 是 很 难处 理 的 ， 但是， 利用 注释 1.4 所 讨论 的 
微分 ， 通过 工 到 z 的 变量 代 换 ， 它 是 可 积 的 : 


因此 
zi dv ts» dvw 
m _ gd 一 7 | godt 


这 里 ， 一 等 等 。 
把 这 些 结果 代入 方程 (5. 3)， 得 


1 


| Ih 
PMV pmva = F(x)dz (5. 4) 


换 一 种 方式 ， 我 们 可 以 利用 方程 (5. 4) 不 确定 的 上 限 : 


1 


下 区 
Fmy? 一 本 mm = | F(z)ds (5. 5) 


式 中 ，w 是 质点 在 位 置 z 的 速率 。 方 程 (5. 5) 给 出 的 ov 是 xz 
的 函数 ， 我 们 将 看 到 这 对 确定 t 函数 的 v 是 足够 的 。 在 这 样 
做 以 前 ， 我 们 先 看 看 如 何 利用 方程 (5.4) 解决 一 个 熟悉 的 
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取 之 机 竖 直 和 二 上， 后 Wmg 南方 程 《8.47 可 得 


' 1 1 
PA ed) 一 六 Fdz 
之 | 
=—mg | dx 
\ 人 


二 TBO2T 这 各 ) 

在 顶部 ，uwi 一 0， 所 以 

mg (21—20)— Tmu? 
由 此 得 到 
vo 
2 
我 们 的 解 没有 包含 时 间 。 当 然 ， 我 们 用 牛顿 第 二 定律 很 容 
易 解 这 个 问题 ， 但 是 方法 不 够 优雅 ， 我 们 必须 消去 上 以 得 
到 最 后 的 答案 。 

注意 ， 结 果 依 赖 两 个 初始 条 件 : 在 zo 的 vo， 以 及 
在 zl 的 v1。 这 是 利用 牛顿 第 二 定律 计算 的 共同 特点 。 
用 微分 方程 的 语言 ， 和 牛顿 第 二 定律 是 位 置 的 “二 阶 ” 方 
程 ; 它 涉及 的 最 高 阶 导数 是 加 速度 dz?z/dt?。 微 分 方程 
的 理论 表明 ，n 阶 微分 方程 的 完全 解 一 定 需 要 n 个 初始 
条 件 。 


ba | 二 之 0 十 


这 里 有 一 个 例子 ， 利 用 能 量 方法 求解 比 直接 用 牛顿 第 二 
定律 更 简便 。 


例 5.2 求解 简 谐 运动 的 方程 

在 3.7 节 我 们 讨论 了 简 谐 运动 方程 ， 多 少 有 点 魔术 般 
地 变 出 了 一 个 解 ， 没 有 证 明 。 现 在 我 们 利用 方程 (5. 5) 导 
出 这 个 解 。 Rs 

考虑 质量 为 M、 连 到 弹 筑 上 的 一 个 物体 。 采 用 从 平 
衡 位 置 测量 的 坐标 z， 弹 力 是 下 二 一 kx。 则 方程 (5. 5) 
变 为 


5.2 积分 一 维 运动 方程 


为 了 获得 x 和 vw 的 解 ， 我 们 必须 确定 初始 条 件 ， 因 为 
物理 上 ， 运 动 方程 本 身 不 能 完全 确定 任意 给 定 情形 的 运动 。 
我 们 可 以 随意 选择 任何 初始 条 件 〈( 只 要 它们 是 独立 的 ); 一 
个 有 用 的 选择 是 在 某 一 时 间 to 的 位 置 zo 和 速度 vo。 让 我 
们 考虑 在 上 一 0 时 物体 从 静止 释放 的 情形 ， 因 而 vo 二 0。 如 
果 物 体 在 距离 原点 xo 处 被 释放 ， 则 


k k 
0 
由 于 一 do/dr， 我 们 有 


这 个 方程 给 出 的 v 是 位 置 的 通 数 ， 但 我 们 在 这 个 问题 中 实 
际 需 要 的 是 作为 时 间 函 数 的 位 置 。 我 们 重新 整理 方程 并 再 


次 积分 ， 
帮 dz /天 
疏 ek EE a dt 


NM 


左边 的 积分 是 arcsin (x/x0o)。 这 个 积分 列 在 标准 的 积分 表 
中 。 它 也 可 以 通过 符号 数学 的 传统 ， 或 者 历史 悠久 的 “ 猜 ” 
与 “ 玩 ” 的 方法 而 产生 。 物 理学 家 采用 这 些 方法 就 像 作家 
查 字典 一 样 受 人 尊重 。 当 然 了 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 人 们 项 
望 随 着 经 验 的 累积 会 逐渐 减少 这 种 依赖 性 。 

用 ww 表示 Vk/M ， 我 们 得 到 


局 
TU0 


arcsin (二 
或 者 
arcsin (二 ) —arcsin(1)=wt 
由 于 arcsin (1) 二 x/2， 我 们 得 到 
T=x0sin Ce 
注意 : 这 个 解 确实 满足 给 定 的 初始 条 件 : 在 t+ 三 0 时 ， 
工 一 Zoocos(0) 王 过 0o， vo= 广 三 To0WsSIN(0)=0, 对 这 些 特 定 


的 初始 条 件 ， 我 们 的 结果 与 3.7 节 给 出 的 通 解 Asinwt 十 
Becoswt 是 一 致 的 。 
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5.3 功 与 能 量 


5. 3. 1 一 维 动能 定理 


在 5.2 节 我 们 演示 了 牛顿 第 二 定律 对 位 置 积分 的 步骤 。 
现在 我 们 用 物理 的 术语 解释 结果 


1 2 上 2 一 | 
om 一 了 UVa 一 | Ftx}dr 


量 志 mv? 称 作 动能 KK， 左边 可 以 写成 Ks 一 K。。 当 质点 从 a 


移动 到 5， 积 分 | ”F(z)dz 称 作 力 下 对 质点 所 做 的 功 Ws。 
我 们 的 关系 式 现 在 可 写成 这 个 形式 : 

Wma= Ri™— Ks (8.6) 
方程 (5.6) 的 结果 就 是 所 谓 的 动能 定理 ， 或 更 准确 地 说 ， 一 
维 的 动能 定理 。( 我 们 很 快 会 推广 到 三 维 .) 在 国际 单位 制 中 ， 
功 和 能 的 单位 都 是 焦耳 〈J) : 

lIN. m=1J=]1 kg。m27/S? 

在 CGS 单位 制 中 ， 功 和 能 的 单位 是 尔格 (erg): 


2 
ldyne* cm=1 erg 一 1] g。 0 J 


在 英制 中 ， 功 的 单位 是 英尺 - 磅 : 
1 {ts lIbasl: 356]J 
各 种 用 来 测量 能 量 的 其 他 单位 在 5. 11 市 的 表 中 给 出 。 
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运动 方程 的 积分 ， 而 质点 所 
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受 的 作用 力 与 位 置 有 关 ， 


pi (5. 7 
dz 


在 一 维 运 动 的 情形 ， 我 们 对 位 置 进行 了 积分 。 为 了 推广 这 个 


积分 ， 考 虑 质点 有 位 移 Ar 时 会 发 生 什么 。 
假设 Ar 足够 小 , 下 在 这 个 位 移 中 可 以 看 作 篆 量 。 如 采 
取 方 程 (5.7) 与 Ar 的 标量 积 ， 我 们 得 到 


dvw 
下 。 Ar 一 如 可 " 大 并 (5. 8) 


图 中 显示 了 轨道 和 沿 着 轨道 某 一 点 的 作用 力 。 在 这 一 
F» Ar=FArcos0,. 

或 许 ， 你 可 能 会 奇怪 我 们 怎么 知道 Ar 呢 ， 这 只 有 知道 
轨道 以 后 才 可 以 ， 而 轨道 恰恰 是 我 们 要 确定 的 。 我 们 暂时 气 
忽略 这 个 问题 ， 假 设 我 们 知 站 了 轨 起 

方程 (5. 8) 的 右边 是 mx(dv /dt)，Ar。 注 意 到 wv 和 Ar 
并 不 是 独立 的 ， 我 们 可 以 变换 这 个 表达 式 ; 对 足够 短 的 路 符 
长 度 ，w 近似 是 常量 。 因 此 ，Ar 二 vAt， 这 里 At 是 质点 移动 
Ar 所 需 的 时 间 。 从 而 ， 


d 
m 他) 。 Am 一 771 “UAt (5.-9 ) 


利用 在 1. 10 节 证 明 的 矢量 恒等式 24， dA/dt 二 dA“*/dt， 我 
们 得 到 


dz ] d 
和 2 
i nk i 
方程 (5. 9) 变 为 
m d 
6 ee 2 | 
F*»Ar 7 9 ) A; (5. 10) 


下 一 步 ， 把 从 初始 位 置 到 终点 位 置 的 整个 轨道 分 成 长 度 为 Ar 
的 N 小 段 ， 这 里 7 是 标记 小 段 的 下 标 。( 当 我 们 取 极 限 Ar 一 0 
时 ， 所 有 小 段 是否 有 相同 的 长 度 将 不 会 带 来 任何 差异 ,) 对 于 
每 一 小 段 ， 我 们 可 以 列 出 类 似 于 方程 (5. 10) 的 关系 式 : 


i 
式 中 ,，r; 是 ij 小段 的 位 置 ，v; 是 质点 在 那里 的 速度 ，Atj; 征 
通过 7 小 段 所 需 的 时 间 。 如 果 我 们 将 所 有 小 段 的 方程 加 在 一 
起 ， 则 有 

a m d 

之 irs = NFES= 3 


1 一 ] 
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接 下 来 我 们 取 极 限 ， 每 小 段 的 长 度 趋 于 零 ， 小 段 的 数目 趋 于 
无 穷 大 。 极限 下 ， 求 和 变 成 积分 ， 我 们 有 
| F(r)* dr= | ve) di C5 11) 

式 中 ，t。 和 zs 分别 是 ro。 和 rs 对 应 的 时 间 。 将 求 和 转化 为 积 
分 时 ， 我 们 略 去 了 下 标 7。 第 一 段 Aril 的 位 置 用 r。 表示 ， 最 
后 一 段 Arw 的 位 置 用 rs 表示 。 

在 方程 (5. 11) 中 ,我 们 可 用 现在 熟悉 的 方法 计算 右边 
的 积分 。 


ts md s 
中 Fl(r).» dr = | 本 ) dt 


E 2 ] 2 
= ~ 


2 
这 是 对 一 维 方程 (5.4) 的 一 个 简单 的 推广 。 然 而 在 这 里 ， 
?二 如 十 十 忆 ， 而 对 应 一 维 情 形 的 是 v? = 二 vi 。 
方程 (5. 11)〉 变 为 


rs ] ] 2 
| FOr) 。 dr= Fm — gmva (3s 2 


左边 的 积分 由 于 是 沿 着 一 条 路 径 完 成 ， 称 作 线 积分 。 下 面 两 
方 我 们 将 计算 这 个 线 积 分 ， 并 看 看 从 物理 上 如 何 解释 方程 
(5. 12)。 然 而 ， 在 这 么 做 之 前 ， 我们 逗留 片刻 总 结 一 下 。 

我 们 的 出 发 点 是 F(r) 二 mdv/dt。 我 们 所 要 做 的 就 是 对 
距离 积分 这 个 方程 ， 但 是 由 于 我 们 仔细 描述 了 每 一 步 ， 好 像 
涉及 好 多 运算 似 的。 情况 并 非 如 此 ; 整个 论证 可 用 几 行 陈述 
如 下 : 

F=mdv/dt 
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5.3.3 动能 定理 


现在 ， 我 们 用 物理 的 语言 叙述 方程 5.12)。 量 地 mo 


称 作 动 能 K， 所 以 方程 (5. 12) -的 右边 可 以 写 为 Ks 一 K。。 
当 质 点 从 a 移动 到 5 时 ， 积 分 | F(r)。dr 称 为 力 F 对 质点 


所 做 的 功 Wss。。 现 在 方程 (5. 12) 可 写成 如 下 形式 : 

Wi =K,— kK, (5 13) 
这 个 结果 就 是 动能 定理 的 一 般 表述 ， 而 我 们 在 一 维 运动 所 讨 
论 的 方程 (5. 6) 是 受 限 的 形式 。 

前 面 说 过 ， 在 一 个 小 位 移 Ar 中 力 所 做 的 功 AW 是 
AW=F 。 Ar=FcosbAr=FIAr 

式 中 , 下 1 一 Fcosg， 是 正 沿 位 移 Ar 的 分 量 。 垂 直 Ar 的 FF 
分 量 并 不 做 功 。 对 于 从 rs 到 rs。 的 有 限 位 移 ， 对 质点 所 做 的 


功 | F .dr 是 来 自 路 径 每 一 段 的 贡献 AW 一 FI Ar 之 和 ， 极 
限 下 每 一 段 的 长 度 趋 于 零 。 
在 动能 定理 的 方程 (5.13) 中 ， 了 mw 是 合力 FF 对 质点 

做 的 功 。 如 果 FF 是 几 个 力 的 合力 ， 即 = >>F;， 我 们 可 
写 出 

= > (Wi)m=K,—K, 
这 里 ， 

CW; 三 | Fs dy 


是 第 i 个 力 F;i 做 的 功 。 
现在 ， 我 们 的 讨论 只 限于 单个 质点 的 情形 。 在 4. 3 节 我 
们 证 明了 扩展 物体 的 质心 运动 满足 运动 方程 


F=MR 一 M (B44) 


这 里 ，V=R 是 质心 的 速度 。 将 方程 (5.14) 对 位 置 积 分 ， 
可 得 


1 
iw F: dR=5MVi—5MV? (5. 15) 


这 里 ，dR 二 Vdt 是 质心 在 时 间 dt 内 的 位 移 。 
方程 (5. 15〉 是 扩展 物体 平 动 的 动能 定理 。 后 面 我 们 将 
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看 到 对 系统 做 功 的 几 种 方式 ， 例如 使 物体 转动 或 变 热 的 功 。 
不 管 怎样 ， 方 程 (5. 15) 对 质心 运动 总 是 成 立 的 。 


例 5.4 圆锥 摆 

我 们 在 例 2. 10 中 讨论 了 国 锥 摆 的 运动 。 由 于 有 物体 
以 匀 角 速度 w 在 恒定 半径 尺 的 圆周 上 运动 ， 物 体 的 动 
能 mRw? 是 常量 。 动 能 定理 则 告诉 我 们 ， 对 物体 所 做 
的 功 为 零 。 

和 仔细 分 析 这 种 情形 ， 绳 力 和 重力 都 作用 在 物体 上 。 
然而 ， 这 些 力 的 每 一 个 都 与 圆 轨 道 垂直 。 使 得 功 的 积分 
中 被 积 函 数 为 零 。 结 果 ， 对 由 的 总 功 是 零 ， 因 而 动能 
是 带 量 。 

" 重要 的 是 要 认识 到 ， 在 功 | PF。dr 的 积分 中 ， 矢 量 dr 


江 质点 的 路 径 。 由 于 vv 二 dr/dt,， dr 二 vdt，dr 总 是 与 vo 
于 


例 5.5 逃逸 速度 一 一 一 般 的 情形 

在 例 5.3 中 ， 我 们 讨论 了 质量 为 m 的 质点 从 地 球 表 
面 竖 直 向 上 抛 出 的 一 维 运动 。 我 们 发 现 ， 如 果 质 点 的 初 
速 大 于 vo 一 V2gR。， 质 点 将 从 地 球 逃 脱 。 现 在 我 们 重 
新 看 这 个 问题 ， 但 是 允许 质点 沿 着 与 竖 直 成 w 角 的 方向 
抛 出 。 

忽略 空气 阻力 ， 质 点 所 受 的 作用 力 是 

GM.m REY 


F=— "二 Ng —~r 
r2 8 r2 


式 中 ，g 一 GM。/Rz ， 为 地 球 表面 的 重力 加 速度 。 在 没有 详 
细 求 解 问题 之 前 ， 我 们 不 知道 质点 的 轨道 ， 但 是 对 于 路 径 
的 任 一 微 元 ， 位 移 dr 可 以 写成 
dr 一 dr 十 rdb8 
由 于 让 。6 一 0， 我 们 有 


入 
F*dr=—meg aT “。(drr 十 rd00) 


R2 
一 Wg 2 dr 
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动能 定理 变 成 


1 1 -dr 
Ee dh Ee 2 eh 
SMU 7 mv mgRz | 次 7 


-mi 
逃 物 速 度 是 oo 时 v 二 0 所 对 应 的 vo 最 小 值 。 由 此 确定 
\ va /BR 
= 1 TO m/s 
与 例 5. 3 的 结果 相同 。 不 存在 空气 阻力 时 ， 逃 选 速 度 与 发 
射 方向 无 关 ， 这 个 结果 并 不 是 显而易见 的 。 
在 我 们 的 分 析 中 略 去 了 地 球 的 转动 。 不 存在 空气 阴 
力 时 ， 抛 射 体 应 当 水 平 向 东 发 射 ， 这 样 地 球 表面 的 转动 
速率 就 可 以 加 到 发 射 速度 上 。 这 就 是 美国 的 卫星 在 佛 罗 
里 达 沿 向 东 的 轨道 发 射 的 原因 ， 这 里 是 美国 最 接近 赤道 
的 地 区 ， 切 向 速率 最 大 。 同 样 ， 欧 洲 的 卫星 通常 在 南美 
的 法 属 主 亚 那 发 射 ， 这 个 地 点 在 赤道 北面 只 有 几 度 的 
位 置 。 7 z 


5.3.4 功率 


功率 是 做 功 的 比率 。 当 系统 移动 一 段 小 距离 Ar 时 ， 作 
用 在 系统 上 的 力 F 所 做 的 功 AW 是 FF，Ar。 如 果 位 移 是 在 
At 时 间 发 生 的 ， 那 么 做 功 的 比率 是 
取 极 限 A1 一 0，Ar/At 一 vo， 所 以 我 们 有 


= (5.16) 


功率 可 正 可 负 ， 取 决 于 是 对 系统 做 功 还 是 系统 做 了 功 。 功 
率 的 国际 单位 是 瓦特 (W); 1 W=1]/s==] kg* m’?/s’, 
在 非 科学 的 领域 也 使 用 许多 其 他 单位 ， 例 如 ， 马 力 用 来 描 
述 机 械 或 汽车 的 功率 。 马 力 有 几 个 略 有 不 同 的 定义 ， 取 决 
于 应 用 的 领域 ， 但 是 一 般 取 746 W。 功 率 的 其 他 单位 总 结 
人 1 
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例 5.6 帝国 大 厦 的 不 楼 人 

每 年 的 二 月 初 ， 几 百名 运动 员 齐 聚 纽约 的 帝国 大 厦 ， 
竞争 最 快 的 爬 楼 樟 人 ， 他 们 要 有 爬 过 1576 级 台阶 到 达 86 层 ， 
重 直 高 度 有 二 320 m。 这 个 比赛 在 1978 年 首次 举办 ， 获 胜 
时 间 通 常 是 10 min 左右 。 假 设 人 的 质量 二 75 kg， 获 胜 
者 的 平均 功率 是 多 少 ? 

和 108 多 全 天 35208 用 做 的 荔 当 


EE 
W=megh=75 Ea 


-X320 m= 二 2. 35X10 J 


如 果 做 这 些 功 所 用 的 时 间 是 10 min 二 600 s,， 平均 功率 是 


权 浪 站 关注 各 的 瘦 遇 时 这 半 392 W/(746 W/hp)=0. 53 hp。 
状态 好 的 人 短 时 间 可 以 施加 的 功率 接近 1hp， 例 如 向 上 冲 
刺 几 段 楼 梯 时 。 


5. 3.5 动能 定理 的 应 用 


上 一 节 我 们 推导 了 动能 定理 
Wiha=RK y=: 

并 应 用 到 几 个 简单 的 例子 。 本 市 我 们 用 它 处 理 更 复杂 的 问题 。 
但 是 开始 前 ， 关 于 定理 的 几 点 说 明 或 许 是 有 帮助 的 。 

首先 ， 我们 要 强调 动能 定理 是 牛顿 第 二 定律 的 数学 结 
果 ; 我 们 并 没有 引入 新 的 物理 思想 。 动 能 定理 只 是 陈述 了 
动能 的 变化 等 于 净 功 。 不 应 该 把 它 与 一 般 的 能 量 守 恒定 律 
混淆 ， 后 者 是 一 个 独立 的 物理 定律 ,我 们 将 在 5.9 节 和 
6. 10 节 讨 论 。 

你 可 能 会 为 下 列 问 题 而 烦恼 : 为 应 用 动能 定理 ， 我 们 要 
计算 沿 着 某 个 可 能 的 曲线 所 做 的 功 : 


b 
= F.dr 


这 样 的 积分 就 是 所 谓 的 线 积 分 因为 积分 要 治 从 。 到 6 的 


一 条 特定 的 曲线 或 路 径 计 算 。 积 分 符号 上 的 C 表示 线 积 
分 的 符号 。 但 是 ， 计 算 这 个 积分 需要 知道 质点 实际 所 走 的 
路 径 。 为 了 应 用 定理 似乎 需要 先知 道 解 ， 这 使 动能 定理 变 
得 难以 应 用 。 
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大 做 功 实际 上 依赖 于 路 径 ， 动 能 定理 的 确 不 是 特别 有 用 。 
华 运 的 是 ， 动 能 定理 在 两 种 情形 下 极其 有 用 ， 而 这 两 种 情形 
又 是 相当 重要 的 。 对 许多 感 兴趣 的 作用 力 来 说 ， 功 的 积分 并 
不 依赖 特定 的 路 径 ， 而 只 依赖 端点 。 这 样 的 力 称 为 保守 力 
它们 包括 了 物理 中 许多 重要 的 作用 力 。 我 们 将 会 看 到 ， 当 力 
是 保守 力 时 ， 动 能 定理 呈现 出 难以 置信 的 简单 形式 。 
约束 运动 的 轨道 是 已 知 的 ， 动 能 定理 在 这 种 情形 下 也 
是 有 用 的 。 所 谓 的 约束 运动 ,我 们 指 的 是 外 部 约束 使 质点 
保持 在 预定 的 轨道 上 。 游 乐 场 的 过 山 车 就 是 一 个 完美 的 例 
子 。 由 于 轨道 上 下 轮子 的 限制 ， 过 山 车 只 能 沿 着 轨道 运动 。 
ea 云 动 还 有 许多 其 他 的 例子 一 一 例如 ， 圆 锥 摆 被 摆 的 固 
度 约束 一 一 但 都 有 一 个 共同 的 特征 ， 即 约束 力 不 做 功 。 
pep etd 预定 的 路 径 相 
切 。 因 此 ， 约 束 力 只 改变 v 的 方向 。 从 而 约束 力 下 . 与 速度 
”垂直 。 此 外， 位 移 Ar 与 v 平行。 结果 ，F。Ar 一 0， 约 束 
力 并 不 做 功 。 


例 5. 7 便 摆 
所 由 长 1 的 轻 刚性 杆 组 成 ， 标的 一 端 为 轴 ， 另 一 端 因 
定 一 个 质量 为 m 的 物体 。 摆 在 角度 go 处 从 静止 释放 ， 如 
图 所 示 。 当 杆 在 角度 多 时 ， 区 外 的 阮 民 而 多 本 
”动能 定理 给 出 \ 


Smog Sy -Ww ha 


\ ! 收场 
Ct 我 们 有 


3 : | | 2 
为 计算 Wi ， 本 物体 从 要 到 时 宣 力 所 人 的 ， 可 以 
看 出 dr 在 半径 ! 的 国 周 上 。 


所 受 的 力 是 向 下 的 重力 和 杆 的 作用 力 N。 由 于 N 洛 
半径 方向 ，N， dr 一 0， 人 重力 所 做 的 功 为 


下 0 vi 
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这 于 我 们 用 了 1 a | = 0 


0 oe malsingdg 


eslt 1 
Mal COS BO COSD) 
由 方程 (1)， 在 角度 8 时 ,速率 是 
v($)=V2gl(cos $o— cos$) 
摆 从 顶部 go 一 0 落 到 底部 5 二 x 时， 过度 最 大 : 
vmax = 2 gL 
这 与 物体 沿 竖 直方 向 下 落 2! 获得 的 速度 相同 。 然 而 ， 摆 上 
的 物体 在 轨道 的 底部 是 沿 水 平方 向 运动 ， 而 不 是 竖 直 方向 。 
为 了 使 你 相信 动能 定理 的 效果 ， 你 可 以 通过 积分 运 
动 方程 解决 这 个 问题 。 你 会 发 现 ， 还 是 用 动能 定理 更 


例 5. 7 既 展示 了 这 个 方法 的 效果 ， 也 骏 露 了 一 个 缺点 : 
虽然 我 们 确定 了 物体 在 圆周 上 任意 点 的 速率 ， 但 我 们 没有 物 
体 何 时 到 达 那 里 的 信息 。 例 如 ， 奎 摆 在 8o 二 0 处 释放 ， 原 则 
上 物体 可 永远 平衡 在 那里 ， 从 不 到 达 底 部 。 华 运 的 是 ， 在 许 
多 问题 中 ， 我 们 对 时 间 不 感 兴趣 。 当 时 间 比 较 重 要 的 时 候 ， 
CO 下 一 节 我 们 
就 会 看 到 这 一 

厂 下 来 我 们 转 到 在 给 定 路 和 上 计算 已 知 力 所 做 的 功 这 

一 般 性 问题 ， 这 涉及 计算 线 积分 ， 首 先 从 恒 力 的 情形 
开始 。 


例 5.8 - 恒 力 所 做 的 功 人 人 
运力 的 情形 特别 简单。 5 


ny 我 们 要 计算 重力 所 做 的 功 Fo 一 Fo 六 ， 这 里 Fo 是 常 


量 , 是 沿 某 个 给 定 方向 的 单位 矢量 。 整个 计算 过 程 比较 
但 是 不 管 怎么 做 ， 这 个 问题 可 以 通过 检查 下 列 积 分 
这 能 解决 。 
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ry 
We, = Fo 和 dr 
ry 
rp 让 
二 Fon si 对 天 
Wa 
=Fon ph d dr 
ra 
a Th Vhsh 避 Th Vb sh 入 Rh Vb sh 
=Fon (i dx} dy 十 天 dz) 
Ta rv Va ra Marya a -ot FA Ta 


=Fon * [站 (如 一 并 )+j (ys—ya) tk(zy— 2 ) | 


=Fon Wy od 


=Focos0 | ry—r, | 
这 个 结果 表明 ， 对 于 恒 力 来 说 ， 做 功 只 依赖 净 位 移 m 一 ru， 
与 所 走 的 路 径 无 关 。 这 样 一 个 简单 结果 并 非 总 是 正确 的 ， 
但 是 它 对 一 种 重要 的 力 一 一 保守 力 ， 是 成 立 的 。 

我 们 可 以 用 这 个 例子 的 结果 展示 保守 力 的 基本 特征 。 
假定 我 们 从 5 回 到 a， 但 沿 着 一 个 不 同 的 路 径 。 功 是 Ws， 
像 上 面 那样 做 完 以 后 我 们 得 到 : 

Wm hon Cr ra) 
mW 
由 此 ，Wos 十 Was 二 0; Fo 沿 一 个 闭合 路 径 所 做 的 功 为 零 。 
稍 后 ， 我 们 将 详 谈 这 个 性 质 。 : 


下 面 的 例子 显示 ， 有 心力 所 做 的 功 也 是 只 依赖 只 点 ， 杜 
所 走 的 特殊 路 径 无 关 。 


例 5.9 有 心力 做 功 

有 心力 是 径 向 力 ， 只 依赖 于 到 原点 的 距离 。 当 质点 从 
ra 移动 到 re 时 ， 我 们 计算 有 心力 二 f(r)r? 所 做 的 功 。 
为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 平面 运动 ， 相 应 的 位 移 可 表示 为 
dr 一 df 十 rdg0 。 则 


dr=dr $+rd00 


Da 
Wu = d 下。 dr 
和 ro (dp 二 009 


= | for)dr 


5.3 功 与 能 量 Yt 


功 由 一 个 对 变量 7 的 简单 的 二 维 积 分 给 出 。 由 于 0 在 问题 
中 不 出 现 ， 很 明显 对 给 定 的 f(r), 功 只 依赖 初始 和 最 终 的 
径 向 距离 ， 与 特殊 的 路 径 无 关 。 同 样 满足 Wpba 十 Wi 二 0; 
有 心力 沿 闭合 路 径 做 功 为 零 ， 


对 有 些 力 ， 功 依赖 于 起 点 和 终点 之 间 的 路 径 。 熟 悉 的 例 
子 就 是 滑动 摩擦 力 做 功 。 这 里 力 总 是 与 运动 反 向 ， 所 以 移动 
了 距离 dS 后 摩擦 力 所 做 的 功 是 dW 二 一 fdS， 式 中 f 是 摩擦 
力 的 大 小 。 寿 我 们 假设 f 是 常量 ， 则 从 rs 移动 到 rs 时 摩擦 
力 做 的 功 是 


式 中 ，S 是 路 径 的 总 长 度 。 由 于 力 总 是 阻碍 质点 ， 功 是 负 的 。 
Wi 在 大 小 上 从 不 比 fSo 更 小 ， 这 里 So 是 两 点 之 间 的 直线 距离 ， 
但 是 通过 选择 一 个 非常 绕 来 绕 去 的 路 线 ，S 可 以 任意 大 。 
例 5. 10 依赖 路 径 的 线 积分 

这 是 第 二 个 依赖 路 径 的 线 积分 例子 。 令 下 二 A (zyi 十 
y?j)。 力 下 没有 什么 特别 的 物理 意义 。 

考虑 从 (0，0) 到 (0，1)， 先 活路 径 1， 再 沿路 径 2 » 
的 积分 、 如 图 所 示 。 

每 条 路 径 的 线段 都 沿 着 一 个 坐标 轴 ， 所 以 很 容易 计算 
积分 。 对 路 径 1， 我 们 有 


d Fedr=| Pdr+| Fdrt| Pd 


Ce ee pe a 由于 过 六 
段 线 时 y=0, | F。dr 二 0。 对 尼 段 。 


r=l,y=1 
| Pdr=A| dy 
立 王 1 ,yy 一 0 
和 
3 
而 对 上 段 ， y 三 1， 
r=0ry=1] 
| Far= | , ,Ty dy 
0 
一 人 i 
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一 般 情 况 下 ， 线 积分 的 路 径 是 沿 着 某 些 任意 的 曲线 ， 而 
不 是 方便 地 沿 着 坐标 轴 。 若 其 他 的 都 失败 ， 下 面 给 出 的 计算 
线 积 分 的 一 般 方法 可 奏效 。 

为 了 简单 ， 我 们 再 次 考虑 平面 运动 。 推 广 到 三 维 是 很 直 
接 的 。 


问题 是 沿 着 特定 的 路 径 计算 dF，dr。 路 径 可 用 形 如 


g(Cz，y) 王 0 的 方程 描述 。 例 如 ， 如 果 路 径 是 关于 原点 的 单位 
圆 ， 所 有 路 径 上 的 点 满足 z2 十 y2 一 1 一 0。 

我 们 可 以 用 参量 * 来 描述 路 径 上 的 每 一 点 ， 实 际 问题 中 ， 
比如 ， 这 可 以 是 沿路 径 的 距离 或 角度 一 一 任何 量 都 可 以 ， 只 
要 满足 路 径 上 每 一 点 都 与 的 一 个 值 关 联 ， 因 而 可 以 写 出 方 
程 z 二 x(s)，y 二 y(s)。 若 我 们 沿路 径 移 动 一 小 段 ，s 的 变化 
量 是 ds， 则 z 的 变化 量 是 dz=(dzy/ds)ds，y 的 变化 量 是 
dy 二 (dy/ds)ds。 由 于 x 和 y 都 由 s 决定 ， 所 以 下 : 和 下 也 


是 如 此 。 因 此 ， 可 以 写 出 了 =F (s)i 十 FF,(s)j， 我们 有 
Fur=| CF odin Fdy) 


“FE, (9) 罕 天 村 (5) 
Sa Ss 


我 们 已 经 把 问题 简化 为 更 熟悉 的 计算 一 维 定 积分 的 问题 。 
实际 的 计算 比 理 论 更 简单 。 这 里 给 出 一 个 例子 。 


ds 


5.4 机 械 能 守恒 


例 5.11 引入 参量 计算 线 积分 
从 《zx 一 0。，y 三 0) 到 (z= =0 y= 一 2R)， 治 轩 示 的 半 
圆 计算 FF 二 A (zr3i 十 zy:j) 的 线 积分 。 
这 里 很 自然 的 参数 是 6, 0 从 0 变 到 rr 时 ， 半径 矢量 扫 
过 半圆 。 我 们 有 
X=Rsing ?二 人 41 一 cos0) 
dr 一 Rcosbdb dy 一 Rsingdb 
FF, 一 AR3sin3g F,=AR?sing(l1—cos0)? 


dr me 上 ee 


这 个 积分 的 计算 很 简单 。 如 果 你 对 计算 它 有 兴趣 ， 可 试 着 
进行 变量 代 换 u 二 cos0。 


5.4 机 械 能 守恒 


沿路 径 所 做 的 功 只 依赖 端点 的 保守 力 ， 在 物理 中 起 着 重 
要 的 作用 。 我 们 已 经 见 过 两 个 保守 力 的 例子 : 恒 力 ( 例 5. 8) 
和 有 心力 ( 例 5.9)。 

从 a 到 4b 沿 任意 路 径 保 守 力 所 做 的 功 是 


和” F. dr 二 rs 的 函数 一 r。 的 函数 
或 者 


。 及。dr 一 一 UP D) 十 UCr。 ) 人 


a 


这 里 ,U(r) 是 由 上 面 的 表达 式 定义 的 限 数 ， 称 作 势 能 函数 。 
(符号 的 规定 一 会 儿 就 清楚 了 。) 我 们 并 没有 一 般 性 地 证 明 
U(r) 的 存在 ,但 我 们 已 经 见 过 功 与 路 径 无 关 的 作用 力 的 例 
子 ， 所 以 我 们 知道 至 少 对 有 些 力 U 是 存在 的 。 
对 于 保守 力 ， 动 能 定理 Wi 一 Ks 一 K。 变 成 
好 后 和 一 避 TU 
=K,—K, 

或 者 ， 重 新 整理 ， 

K, ttU,=K;,+U, (5.18) 
这 个 方程 的 左边 Ks 十 U。 依赖 r。 处 质点 的 速率 和 它 的 势能 ， 
与 rs 无关。 同样， 右边 依赖 rs 处 的 速率 和 势能 ， 与 r。 无 关 。 
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由 于 rs 和 六 是 任意 的 点 ， 而 不 是 特别 选择 的 ， 方 程 的 两 边 只 
有 等 于 一 个 常量 才 可 能 成 立 。 用 EE 表示 这 个 常量 ,我们 有 
K,T+U,=K,+U,=E (5 19) 


这 里 ,EE 称 作 质点 的 总 机 械 能 ， 或 不 太 准 确 地 说 ， 总 能 。 


我 们 已 经 证 明 ,， 知 作用 力 是 保守 的 ， 总 能 与 质点 的 位 置 
无 关 。 在 这 种 情况 下 ， 总 能 保持 为 常量 , 或者， 用 物理 的 语 
言 ， 能 量 是 守恒 的 。 虽然 机 械 能 守恒 是 一 个 导出 定律 ， 意 味 
着 它 基本 上 没有 新 的 物理 内 容 ， 与 应 用 牛顿 定律 相 比 ， 它 却 
提供 了 看 待 物理 过 程 的 一 种 全 然 不 同 的 方式 ， 可 以 说 我 们 有 
了 一 个 全 新 的 工具 。 另 外 ， 虽 然 机 械 能 守恒 来 自 牛 顿 定 律 ， 
它 却 是 理解 更 普遍 的 能 量 守 恒定 律 的 关键 ， 而 能 量 守 恒定 律 
独立 于 牛顿 定律 ， 极 大 地 深化 了 我 们 对 自然 界 的 理解 。 当 我 
们 在 5. 9 节 和 5. 10 节 更 详细 地 讨论 了 它 之 后 ， 就 会 明白 机 械 
能 守恒 定律 原来 是 更 普遍 的 定律 的 特殊 情况 。 

能 量 的 一 个 奇特 性 质 是 ，E 的 值 是 任意 的 ; 只 有 的 变 
化 有 物理 意义 。 这 起 因 于 方程 


pb 
Us—U,——( 六 市 地 (5. 20) 


只 定义 了 a 和 6b 之 间 势 能 的 差 值 ， 而 不 是 势能 本 和 映 。 我 们 可 
以 对 U， 加 上 一 个 任意 的 常量 ， 对 U。 加 同样 的 常量 ,仍然 满 
足 定义 方程 。 然 而 ， 由 于 EE 二 K 十 U， 对 U 加 上 一 个 任意 的 
常量 也 使 E 增加 了 同样 的 量 。 

作为 一 个 推论 ， 方程 (5. 20) 意味 着 保守 力 沿 闭合 路 径 
做 功 为 零 : 


PF .dr=0 Se 


积分 号 上 的 圆圈 表示 一 个 闭合 路 径 。 
下 列 问题 展示 了 用 能 量 方法 解决 动力 学 问题 带 来 的 新 视角 。 


例 5. 12 动力 学 问题 的 能 量 解 

为 了 展示 能 量 方法 的 威力 ， 我们 用 能 量 方法 的 新 方式 
解决 一 个 老 问题 。 0 
用 牛顿 定律 求解 过 的 。 
” ” 当 物 体 从 二 Ty 
是 一 mgy， 所 以 U(y) 一 U(0) 二 mgy。 因 此 ， 示 意图 中 所 
示 的 摆 的 总 能 是 | 


5.4 机 械 能 守恒 


E 三 下 十 口 
一 避 7ml202 十 mg 
式 中 ， 1 是 摆 长 ， yl(1— cos0)。 


容易 计算 在 摆动 一 端的 已 值 ， 这 里 0 一 bo，0 王 0。 总 
能 是 二 mgy 二 Ngl (1 一 cos00o)， 能 量 方 程 变 为 


] : 
wml 0 +mgl(l—cos0)=mgl (1— cos00) 


解 出 d9/dt， 我 们 有 


I 
\ a 三 过 六 (cosb coOSO0 ) 
重新 整理 ， 得 到 


eg 
\/cosO 一 cOSO0 l 
让 我 们 看 一 下 小 幅 摆 动 的 情形 ， 这 时 可 取 小 角 近 似 cosOs 


1 一 我 们 得 到 


d 2 
[二 区 
本 名 一 好 
重 写 方程 
d07/00 Ey i 
Vl1=(0/00)* 


这 里 ,我们 引入 了 w 二 Vg/! 走边 的 积分 有 形式 
jaz/ V1 一 x? 二 arcsinx， 式 中 廊 二 0/0o。 积 分 的 下 限 取 为 
(0 二 0， + 三 0)， 止 限 取 为 (和 to 结果 是 


6 9 St 0 


0=00 sinet 
注意 ; 能 量 方法 并 不 要 求 确定 运动 的 通 解 ， 然 后 再 代入 边 
界 条 件 : 边界 条 件 是 内 在 的 。 更 重要 的 是 ,方程 (1) 是 通 
用 的 方程 ， 并 不 限于 小 角 近 似 。 它 有 一 个 数学 精确 解 ， 用 
椭圆 函数 来 表示 ， 但 是 无 须 陷入 这 种 复杂 性 ， 我 们 就 可 以 
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5.5 势能 


势能 的 概念 是 上 节 引 入 的 。 它 的 定义 包含 在 方程 (5. 20) 
中 ， 这 里 给 出 几 个 例子 展示 三 个 保守 力 的 势能 : 恒 力 、 有 心 
力 和 弹力 。 


由 于 恒 力 场 中 的 运动 用 下 = 二 ma 很 容易 确定 ， 例 5. 13 并 
不 是 很 重要 。 然 而 ， 它 展示 了 能 量 方法 解决 问题 的 简单 性 ， 
对 三 个 方向 的 运动 可 以 立刻 处 理 。 相 反 ， 牛 顿 定律 涉及 三 个 
方程 ， 每 个 运动 分 量 对 应 一 个 方程 。 
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bs 
wl 


力 是 有 心 的 ， 所 以 是 保守 力 。 势 能 是 
A i rd fs 和 Cy 


大 


广 
a 


一 | 


-kr—ro)— (ro —ro)? | 


| 


因此 
U(r) = 5k(r ra):+C 


习惯 上 上， 我们 选择 平衡 点 为 势能 的 零点 : U(ro) 二 0， 从 
而 有 


U0)= kr ro) 


当 有 有 几 个 保守 力作 用 在 质点 上 ， 势 能 是 各 个 力 的 势能 之 


和 。 下 面 的 例子 ， 有 两 个 保守 力作 用 。 


例 5. 16 珠子 、 圆 环 和 弹簧 

”质量 为 m 的 珠子 在 半径 为 R 的 竖 直 圆 环 上 无 摩擦 地 滑 
动 。 珠子 在 重力 和 国定 在 圆 环 底部 的 弹簧 共同 作用 下 运动 。 
为 简单 起 见 ， 假 设 弹簧 的 平衡 长 度 是 零 ， 因 而 弹簧 的 弹力 


是 一 kr， 这 里 rr 是 弹簧 的 瞬时 长 度 ， 如 图 所 示 。 珠 子 在 辆 


环 项 部 以 可 略 的 速率 释放 。 问 珠子 在 圆 环 底部 运动 得 有 


多 快 ? 
在 圆 环 顶部 、 珠 子 的 重力 势能 是 mg (2R)， 弹 性 势能 


是 了 k(2R)?=2kR?. 因此 ， 和 初始 的 势能 是 


U;=2mgR+2kR? 
在 圆 环 底部 的 总 势能 是 
Ur=0:— 
由 于 两 个 力 都 是 保守 力 ， 机 械 能 是 常量 ， 我 们 有 
Ki+U:;=K:+tU!: 
初始 动能 是 零 ， 我 们 得 到 
Ki=U:;—U!: 


5.7 能 量 图 


Fm 二 


六 
me hae 
mm 


因此 ， 


5.6 由 势能 了 解 力 


在 许多 物理 问题 中 ,确定 势能 比 计算 力 更 容易 。 从 势能 
人 确定 力 的 步骤 是 很 直接 的 ， 本 节 我 们 考虑 一 维系 统 。 三 维 的 
一 般 情 形 在 注释 5. 2 中 讨论 。 

假设 我 们 有 个 一 维 的 系统 ， 例 如 物体 连 到 弹 先 上， 这 里 
力 是 F(x)， 势 能 是 


= | Fe Ys 


当 质 点 从 某 一 点 x 移动 到 xz 十 Ax， 考 虑 势能 的 变化 AU : 
U(x Ax)—U(z)=AU 


四 
2 | F(x)dx 


对 于 足够 小 的 Az，F(z) 在 积分 的 范围 内 可 看 作 常量 ， 我 们 有 
AU ze— FP (rw) (x TAsr)— x | 
=—F (tr)Ax 


Wt p= 


Ax 


在 Az 一 0 的 极限 下 ， 我们 有 


Wy (5., 2Z2Y 
dx 


后 采 是 合理 的 : 势能 是 力 的 积分 的 负 值 ， 所 以 力 是 势能 的 负 
导数 。 


5.7 能 量 图 


所 谓 能 量 图 ， 就 是 以 总 能 和 势能 U 作为 位 置 的 函数 画 
图 ， 从 能 量 图 时 常 可 以 确定 一 维系 统 运动 的 关键 特征 。 动 能 
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K 一 下 一 U 通过 观察 就 能 很 容易 确定 。 由 于 动能 不 能 是 负 的 ， 
系统 的 运动 就 被 约束 在 UE 的 区 域 。 
这 里 给 出 谐振 子 的 能 量 图 。 势 能 U==kzx*/2 是 中 心 位 于 


原点 的 抛物 线 。 


对 于 保守 系统 ， 总 能 是 常量 ，E 不 随 位 置 x 变化 ， 可 用 
一 条 水 平 直 线 表示 。 运 动 限制 在 阴影 区 ， 这 里 玉宇 U; 图 中 
运动 的 边界 zl 和 zl 称 为 转折 点 。 

这 些 是 图 告诉 我 们 的 。 动 能 K = 二 E 一 U 在 原点 处 最 大 ， 
当 质 点 沿 任 一 方向 飞 过 原点 后 会 减 小 。 在 转折 点 KK 二 0， 质 
点 暂时 达到 静止 。 接 下 来 质点 参 原 点 往 回 加 速 ， 动 能 逐渐 变 
大 ， 重 复原 来 的 周期 运动 。 

谐振 子 提供 了 有 界 运动 的 一 个 范例 。 当 五 增 大 时 ， 转折 
点 越 来 越 分 开 ， 但 质点 从 未 自由 。 当 五 减 小 时 ， 运 动 的 幅度 
减 小 ， 最 后 玉 二 0 时 ， 质 点 静止 在 z= 二 0 处 。 

如 果 U 不 随 着 距离 无 限 增 大 ， 就 会 出 现 大 不 相同 的 情 
形 。 例 如 ， 考 虑 质点 约束 在 径 向 直线 上 ， 并 受到 一 个 平方 反 
比 的 斥 力 (A/r*)z 作用。 这 里 ，U=A/r，A 是 正 的 。 

从 图 可 以 看 出 ， 存 在 一 个 最 接近 的 距离 rmn， 但 是 由 于 
U 随 距离 变 小 ， 总 能 是 常量 ,运动 对 大 的 7 是 无 界 的 。 如 果 
质点 朝 原 点 发 射 ， 它 将 逐渐 损失 动能 ， 直 到 在 rmis 处 暂时 达 
到 静止 。 接 下 来 运动 逆转 ， 质 点 向 无 穷 远 处 移 去 。 在 任 一 点 
的 未 速 和 初速 都 是 相同 的 ; 碰撞 仅仅 反 转 了 速度 。 

对 有 些 势 能 ， 有 界 或 无 界 的 运动 都 可 能 发 生 ， 这 依赖 于 
能 量 的 大 小 。 例 如 ， 考 虑 两 个 原子 之 间 的 相互 作用 。 典 型 的 
双 原 子 系统 的 能 量 图 在 示意 图 中 给 出 。 

间距 大 的 时 候 ， 原 子 互 相 微 弱 地 吸引 ， 吸 引力 是 范 德 也 
尔 斯 力 ， 按 1/r” 变化 。 原 子 接 近 时 ， 电 子 云 开始 重合 ， 产 生 
或 吸引 或 排斥 的 强 作 用 力 ， 这 依赖 于 电子 组 态 的 细节 。 如 果 
力 是 吸引 的 ， 势 能 随 > 的 减 小 而 减 小 。 在 很 短 的 距离 ， 原 子 
总 是 互相 排斥 的 ， 这 源 于 带 正 电 的 原子 核 的 排斥 ，U 快速 
增 大 。 

对 于 正 能 巨 广 0， 运动 是 无 界 的 ， 原 子 可 以 自由 地 分 开 。 
从 图 中 可 以 看 出 ，E 增 大 时 ， 最 接近 的 距离 rmin 没 有 明显 的 
变化 。 在 小 r 处 陡峭 的 势能 曲线 意味 着 原子 的 行为 很 像 刚 性 
球 一 一 最 接近 的 距离 rmin 对 碰撞 能 量 是 不 敏感 的 。 
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E<=0 的 情形 则 大 不 一 样 。 这 时 运动 在 小 和 大 的 间距 都 
是 有 界 的 ; 原子 绝 不 会 比 r。 靠 得 更 近 ， 比 rs。 离 得 更 远 。 双 
原子 的 有 界 系统 当然 就 是 分 子 了 ， 图 中 表示 的 是 一 个 典型 的 
双 原 子 分 子 的 能 量 图 。 

两 个 原子 以 正 能 量 碰 撞 是 不 能 形成 分 子 的 ， 除 非 某 些 手 
段 可 用 ， 失 去 足够 的 能 量 后 ， 使 下 变 为 负 的 。 一 般 来 说 ， 为 
带 走 过 剩 的 能 量 ， 第 三 者 是 必需 的 。 有 时 第 三 者 是 一 个 表面 ， 
这 就 是 为 什么 面 催化 剂 可 用 来 加 速 某 些 反应 。 例 如 ， 即 使 氢 
分 子 是 紧密 束缚 的 ， 原 子 态 的 氨 在 气相 中 仍然 是 稳定 的 。 然 
而 ， 如 果 一 小 片 白金 插入 氧 中， 原子 会 立刻 结合 成 分 子 。 出 
现 的 情况 是 ， 氧 原子 紧 紧 吸附 在 白金 的 表面 ， 关 表面 上 两 个 
原子 发 生 碰 撞 ， 过 剩 的 能 量 就 被 释放 到 表面 ， 没 有 被 表面 强 
烈 吸引 的 分 子 则 离开 。 传 给 表面 的 能 量 太 大 了 ， 以 至 于 白金 
会 闪闪 发 光 。 第 三 个 原子 也 可 以 带 走 过 剩 的 能 量 ， 但 是 这 要 
求 第 三 个 原子 在 附近 时 两 个 原子 必须 碰撞 。 这 在 低压 时 是 小 
概率 事件 ， 但 是 压强 变 大 时 ， 它 逐渐 变 得 很 重要 。 另 一 种 可 
能 是 两 个 原子 通过 发 射 光子 失去 能 量 , 但 这 很 少 发 生 ， 通 常 
是 不 重要 的 。 


5.8 非 保守 力 


在 这 一 草 中 我 们 强调 了 保守 力 和 势能 ， 它 们 在 物理 中 起 
者 重要 的 作用 ， 但 是 在 许多 物理 过 程 中 ， 像 摩 探 力 这 样 的 非 
保守 力也 是 存在 的 。 本 节 我 们 拓展 动能 定理 ， 把 非 保 守 力 也 
包括 进来 。 

保守 力 和 非 保守 力 时 稼 作用 在 同一 个 系统 上 。 例 如 ， 在 
空气 中 下 落 的 物体 受到 保守 的 重力 和 非 保守 的 空气 阻力 作用 。 
我 们 可 以 写 出 合力 下 : 

下 二 下 ec 十 下 ne 

这 里 F* 和 "分 别 是 保守 力 和 非 保 守 力 。 由 于 动能 定理 对 于 力 
是 否 为 保守 力 都 成 立 ， 质 点 从 wa 移 到 4 力 正 所 做 的 总 功 是 


pb 
w= F*» dr 
pb pb 
= Fe dr 二 和 Fr dr 


一 一 [十 DJx 十 现时 
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这 里 ，U 是 与 保守 力 有 关 的 势能 ，W&h 是非 保 守 力 做 的 功 。 
动能 定理 ，W 症 二 KK 一 K。， 现 在 的 形式 为 

—Us+U。 +WE=RKs —K; 
或 者 

Ks+Us— (KatU)=We 
如 果 我 们 像 以 前 那样 把 机 械 能 定义 为 EF 二 KR 十 U， 则 EE 不 再 
守恒 ， 而 是 依赖 系统 的 状态 。 我 们 有 

By 一刻 (5. 23) 

这 个 结果 是 5. 4 节 讨 论 的 机 械 能 守恒 的 推广 。 如 采 非 保守 力 
不 做 功 ， 则 E; 二 E。， 机 械 能 守恒 。 一 般 来 说 ， 非 保守 力 的 
效果 是 改变 机 械 能 。 尤 其 是 摩擦 力 做 功 总 是 负 的 ， 机 械 能 会 
减 小 。 尽 管 如 此 ， 能 量 方法 继续 有 用 ; 我 们 只 需 注 意 不 要 忽 
视 非 保守 力 做 的 功 W 路 。 这 里 给 出 一 个 例子 


例 5.17 物 块 滑 下 和 斜面 

质量 为 M 的 物 块 从 倾角 为 8 的 斜面 滑 下 。 假 设 物 块 从 
静止 开始 下 浓 ， eas i ka et eg 
高 度 及 时 的 速率 。 

初始 时 物 块 静止 在 高 度 甩 处 ; 最 后 物 块 在 高 度 0 处 以 
速率 v 运动 。 因 此 ， 


U, =Mgh U; 二 0 

K,=0 Ko 一 本 Mo: 
ba 

2 =Mgh 已 :一 MY 


非 保 守 力 是 人 三 jpN 三 AMgcosg。 因此 ， 非 保守 力 做 的 
功 为 


we= yd 


=— fs 
plNs 
一 一 (wMgcos8)s 
这 里 ，s 是 物 块 下 滑 的 距离 。 负 号 源 于 的 方向 总 是 与 
位 袁 本 及 9 所 汉中 合生 二 一 关山 利 十 几 王 开 Ain8 开 我 
们 有 
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-ee 
WRE=—pxMgcosd EE ucotOMgh 
能 量 方 程 Ej 一 Es。 二 Wp 变 为 
Mu —Mgh=—pcotoMgh 


从 而 有 


v=V2(l pcoth) gh 
由 于 所 有 作用 在 物 块 上 的 作用 力 都 是 常量 ，v 的 表达 式 也 
可 以 用 匀 加 速度 的 方法 很 容易 地 得 到 ; 能 量 方法 在 这 里 没 
有 带 来 多 少 便捷 。 能 量 方法 的 威力 在 于 它 的 普 适 性 。 倒 如 ， 
假定 摩擦 因数 沿 表 面 变化 ， 因 而 摩擦 力 是 

f=u(x Mgcoso 
摩擦 力 做 的 功 为 i 
b 


WE = 一 Mgcos0b | u(x)dz 


未 速 很 容易 确定 。 相 反 ， 通 过 加 速度 对 时 间 的 积分 来 确定 
速率 ， 可 就 没 这 女 简 单 了 。 


5.9 ”能量 守恒 与 理想 气体 定律 


据 我 们 所 知 ， 目 然 界 中 基本 的 相互 作用 ， 例 如 引力 、 电 和 
磁 相 互 作用 力 ， 都 是 保守 力 。 这 就 引起 了 一 个 困惑 : 如 采 基 本 
力 都 是 保守 力 ， 非 保守 力 又 是 怎么 产生 的 ? 这 个 问题 的 解决 有 
待 于 我 们 描述 一 个 物理 系统 所 采用 的 观点 和 扩展 能 量 概念 的 
意愿 。 

考虑 摩擦 力 ， 这 是 我 们 最 熟悉 的 非 保守 力 。 当 物 块 滑 过 果 
面 时 ， 由 于 摩擦 力 ， 会 损失 机 械 能 ， 物 块 的 速率 减 小 。 也 发 生 
了 其 他 的 事情 : 物 块 和 桌子 都 变 热 了 。 直 到 现在 ， 对 能 量 的 讨 
论 还 没有 涉及 温度 的 概念 ; 不 管 物 块 是 冷 是 热 ， 质 量 为 M 的 


物 块 以 速率 "运动 所 具有 的 动能 都 是 元 Mu? 。 类 似 的 ， 谐 振子 


具有 动能 和 势能 ， 但 这 些 与 温度 无 关 。 然 而 ， 符 我 们 仔细 观 - 


察 ， 会 发 现 系 统 的 变 热 与 机 械 能 的 耗 散 有 确定 的 关系 。 

英国 物理 学 家 焦耳 首次 建立 了 热 和 能 量 之 间 的 定量 关系 。 
在 此 之 前 ， 其 他 人 ， 特 别 是 德国 的 Robert Mayer 曾 定 性 地 谈 到 
过 它 。 (Mayer 演示 了 只 通过 摇晃 就 可 以 把 水 加 热 。) 在 1840 年 
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代 的 早期 焦耳 完成 了 一 系列 严 间 的 水 被 搅拌 叶轮 加 热 的 实验 ， 
搅拌 叶轮 则 被 下 落 的 重 物 带动 ， 显 示 了 摩擦 引起 的 机 械 能 的 损失 
总 是 伴随 着 水 温 的 相应 升 高 。 焦 年 断定 ， 热 是 一 种 形式 的 能 量 ， 


系统 的 机 械 能 和 热能 之 和 是 守恒 的 。 


后 来 发 展 的 动 理 论 用 物质 的 原子 图 像 解 释 了 焦耳 的 热能 
量 思 想 。 动 理论 把 气体 的 宏观 性 质 ， 例 如 压强 和 温度 ， 与 气 
体 由 许多 小 的 粒子 组 成 的 微观 模型 联系 起 来 。 在 一 级 近似 下 ， 
粒子 在 碰撞 时 像 刚性 小 球 ， 其 他 时 候 都 自由 运动 。 动 理论 的 
早期 成 就 是 应 用 于 理想 气体 定律 。 理 想 气体 定律 ， 把 一 定量 
气体 的 压强 终 体积 和 温度 了 联系 起 来 ， 有 时 又 称 作 闭 - 
吕 萨 克 定 律 ， 以 纪念 实验 上 建立 这 个 定律 的 法 国 物理 学 家 。 
气体 的 量 一 一 Nmo， 是 用 克 - 摩 尔 来 量度 的 ， 这 里 1 mol 的 克 
数 等 于 物质 的 分 子 量 。 

理想 气体 定律 是 

9V 王 NaoRT (5. 24) 

式 中 ， 了 是 用 开尔文 (K) 来 量度 的 温度 ， 这 个 温标 的 零度 大 

约 是 一 273 'C， 水 的 沸点 和 冰点 的 温差 是 100 K。( 度 的 符号 

不 用 在 K 上 。) R 是 一 个 经 验 常 量 ， 所 谓 普 适 气体 常量 ,其 
值 为 RA8. 314 J]/(mol* K)。 

在 例 4. 22 中 ， 寓 门 对 生子 后 总 村 大 大 二 让 永 ， 汕 虱 示人 


率 的 方 均值 wz 表示 的 气体 压强 表达 式 I= =p v2?， 乘 以 气体 的 
体积 得 到 
| 
WV= pV 
乘积 oV 是 气体 的 总 质量 Mtot。 
1 mol 气体 的 粒子 数 称 作 阿 伏 伽 德 罗 和 常量 ，Na 守 
6.022X103”。 若 每 个 粒子 的 质量 是 m， 则 对 一 定 的 摩尔 数 


RN 总 质量 是 M = NnmoNAaAm, 且 有 


LE 一 
9V 一 Mu 一 可 NaolNA7 v? KD: 5 


比较 方程 (5. 24) 和 “(5.25)， 可 以 看 出 : 


由 i 
3 NmoNAm 已 =NaakRT 


1 ”一 R 
0 
am 一 并 人 后 ，2 合 》 


比率 R/NA 在 统计 物理 中 具有 很 基本 的 作用 ， 称 作 玻 尔 效 曼 
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常量 ， ks1. 380 X10-3]/K， 以 纪念 动 理论 奠基 人 玻 尔 效 
曼 。 重 写 方程 (5. 26)， 可 得 


La C 
pm 一 了 AL 时 7 


个 简单 的 方程 包含 着 丰富 的 物理 。 首 先 ， 它 给 出 温度 的 一 
pe 温度 是 理想 气体 中 原子 平均 动能 的 量度 。 零 温 ， 
“绝对 零度 "”， 是 没有 平 动 的 温度 。 其 次 ， 它 揭示 了 热能 是 微 
观 的 动能 ， 是 涉及 随机 运动 的 一 种 特殊 动能 。 随 机 运动 是 在 
例 4. 22 中 假设 


时 引入 的 。 sap 压强 会 随 方向 变化 ， 但 这 从 未 见 
到 。 这 个 关系 式 的 一 个 结果 是 
1 


2 ” “者 =” 沁 
能 量 按 平 动 的 三 个 模式 均 分 。 这 是 称 作 均 分 定理 的 普遍 定理 
的 一 例 : 者 系统 的 能 量 能 写成 二 次 项 之 和 ， 例 如 ， Fm 


en 


了 kT。 均 分 定理 会 在 统计 力学 的 教材 中 导出 。 这 个 定理 威力 


巨大 ， 非 常 有 用 ,但 是 在 某 些 条 件 下 会 失效 。 实 际 上 ， 物 质 
量子 性 质 的 第 一 个 线索 就 来 自 于 均 分 定理 的 失效 。 

使 热能 有 别 于 机 械 能 的 男 一 个 性 质 是 ， 系 统一 旦 开始 接 
触 ， 热 能 目 然 地 从 热 系 统 流向 冷 系统 ， 从 未 反 回 流动 。 这 源 
于 热能 的 随机 本 性 ， 统 计 性 质 决 定 了 它 的 流动 。 结 果 ， 热 能 
本 质 上 是 一 种 新 型 的 能 量 ， 但 是 可 以 将 它 纳 入 牛顿 力学 的 更 
大 框 染 。 


例 5.18 气体 的 热 容 、 

系统 的 热 容 是 升 高 1 区 所 需 的 能 量 。 它 与 系统 的 质量 
成 正比 ， 所 以 我 们 考虑 1 mol 的 热 容 (摩尔 热 容 ) 。 系 统 加 
热 时 所 需 的 能 量 与 系统 是 否 做 功 有 关 。 若 气体 膨胀 ， 它 对 
容器 做 功 ， 所 以 让 我 们 考虑 体积 保持 不 变 时 的 热 容 ， 习 惯 
上 用 Cv 来 表示 。 从 方程 | vy 可 看 出 1 mol 理想 气体 
的 能 量 是 
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如 果 只 有 平 动 的 三 个 模式 有 贡献 ， 温 度 升 高 ] K 所 需 的 能 量 是 
Cv=TR=12.47 J/mol *， 下 


气体 数据 表 里 列 出 了 单 原 子 惰 性 气体 氨 和 和 氨 的 Cy 值 是 
12.5J/mol。K， 与 这 个 结果 是 相符 的 。 


5.10 ”守恒 定律 


第 4 章 我 们 讨论 了 动量 守恒 ， 本 章 则 是 能 量 守恒 。 它 们 
是 物理 中 两 个 最 基本 的 守恒 定律 ， 但 却 具 有 不 同 的 特色 。 考 
虑 一 个 孤立 质点 系 的 动量 。 第 i 个 质点 在 某 一 时 刻 有 动量 
mivi， 然 而 却 可 能 因 碰 撞 而 改变 。 虽 然 如 此 ， 质 点 的 动量 不 
会 转换 成 不 同 的 物理 量 ， 总 动量 保持 不 变 。 

男 一 方面 ， 能 量 是 个 变色 龙 ， 可 以 从 一 种 形式 变 成 为 一 
种 。 一 个 简单 例子 是 本 章 开 始 讨论 的 动能 和 势能 的 相互 转换 。 
机 械 能 守恒 是 牛顿 定律 的 一 个 简单 结果 ， 告 诉 我 们 没有 什么 
新 的 东西 。 接 下 来 我 们 扩大 了 能 量 的 概念 ， 包 含 了 热能 。 除 
了 机 械 能 和 热能 ， 还 有 其 他 形式 的 能 量 : 化 学 的 、 电 磁 的 和 
核 的 ， 仅 举 几 例 而 已 。 当 所 有 形式 的 能 量 都 包括 了 ， 会 发 现 
总 能 量 永 远 是 守恒 的 。 只 有 当 一 种 或 几 种 形式 的 能 量 在 计算 
时 被 忽视 了 ， 总 能 量 才 可 能 是 不 守恒 的 。 谈 到 机 械 能 ， 能 量 
不 守恒 的 最 一 般 原 因 是 机 械 能 转化 为 热能 。 然 而 ， 机 械 能 加 
上 热能 后 的 总 能 量 是 守恒 的 。 

能 量 守 恒 似乎 成 了 绝望 之 举 : 每 当 机 械 能 出 现 或 消失 时 ， 
我 们 就 发 现 一 些 新 的 能 量 类 型 ， 以 充实 能 量 家 族 。 幸 运 的 是 ， 
已 知 的 能 量 只 有 几 种 类 型 ， 且 都 为 实验 所 证 实 。1905 年 是 爱 
因 斯 坦 的 “奇迹 ”年 ， 这 一 年 他 发 表 了 狭义 相对 论 和 其 他 几 
个 伟大 发 现 ， 其 中 他 假设 了 两 种 新 型 的 能 量 。 一 个 与 光电 效 
应 有 关 ， 光 的 能 量 是 由 分 立 的 能 量 包 (“量子 ”) 所 携 市 ， 现 


在 称 之 为 光子 。 频 率 为 的 光子 携带 的 能 量 瓦 = 和 加， 这 里 大 
为 普 明 克 稼 量 。 频 率 已 知 的 人 射 光 照射 到 金属 上 ， 通 过 测量 
从 金属 中 逸 出 电子 的 动能 ， 很 快 就 证 实 了 这 个 假设 。 

爱 因 斯 坦 的 第 二 个 想法 更 为 怀 人 一 一 根据 他 的 著名 公式 
EF 二 mc*， 质 量 本 里 就 是 一 种 形式 的 能 量 。( 在 第 13 章 我 们 会 
给 出 他 的 证 明 。) 由 于 光速 非常 大 ， 即 使 很 小 的 质量 也 等 价 于 
大 量 的 能 量 。 因 为 化 学 能 是 在 eV 的 范围 (1 eV 宕 1.6 基 
10 ”J)， 相 应 的 质量 变化 是 非常 小 的 ， 因 而 在 化 学 反应 中 
质量 守恒 的 假设 是 合理 的 。 一 个 特别 剧烈 的 化 学 反应 是 氧气 
(Hz) 与 氟 气 (F;) 生成 氟 化 氧 CHE) 的 反应 。 和 若 1 mol 的 
毛 (2.016g) 与 1 mol 的 气 (37.996g) 反应 ， 释 放 的 能 量 是 
AE 二 6, 6X10*],， 但 是 质量 只 变化 Am 二 AE/c*==7.3X10 *g 
小 于 反应 物 的 质量 近 10 个 数量 级 。 

许多 核反应 涉及 的 能 量 比 化 学 反应 的 能 量 大 百 万 倍 。20 
世纪 30 年 代 ， 实 验 上 已 经 能 足够 精确 地 测量 核 质 量 ， 从 而 证 
实 了 核反应 中 释放 的 能 量 与 已 知 的 质量 差 Am 满足 公式 AE 二 
Amc*。 例 如 ， 镭 -226 原子 ,Ra， 自 发 辐射 一 个 a 射线 (一 
个 氨 -4 的 原子 核 , “He) 后 转变 为 氯 -222 核 ,222 Rn: 

wi Rea»22 及 而 十 4 了 IE 

(元 素 符 号 左上 角 的 数 是 质量 数 ， 即 核 中 质子 和 中 子 的 总 数 。) 初 
态 质 量 冬 Ra 与 汪 Rn 加 上 4He 的 末 态 质量 之 差 是 8.80X 
10 ”kg， 质 量 的 能 量 很 好 地 解释 了 wx 射线 的 动能 和 反 冲 核 2 Rn 
的 较 小 动能 。 质 量 确实 是 能 量 的 一 种 形式 ， 可 以 转化 为 机 械 能 


例 5. 19 守恒 定律 和 中 微 子 

一 些 不 稳定 核发 射 一 个 高 能 电子 ， 过 个 还 程 入 六 全 类 
变 。 在 一 种 B 衰变 中 ， 不 稳定 核 中 的 一 个 中 子 变 成 质子 ， 
发 出 一 个 带 负电 的 电子 (B 射线 ) 。 注 意 : 不 管 是 B 衰变 还 
是 a 衰变 ， 净 电荷 都 没有 变化 。 电 荷 守恒 似乎 也 是 一 个 基 
本 的 守恒 定律 ; 从 未 观测 到 任何 一 个 过 程 有 净 电荷 产生 。 
实验 上 测 出 B 射 线 的 能 量 后 ， 物 理学 家 开始 迷惑 了 。 不 同 
于 w 衰变 ， 发 出 的 w 射线 有 确定 的 能 量 ，B 射线 有 一 个 依 
赖 于 核 的 连续 能 谱 ， 从 零 能 到 一 个 极 大 值 。 图 中 显示 了 实 
验 数 据 (数据 来 源 : G. J. Neary, Roy. Phys. Soc, (Lon- 
don) A175, 71 (1940))。 当 时 大 多 数 意见 是 这 些 不 怎么 
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210Bi 的 8 衰变 电子 的 能 谱 
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被 理解 的 B 衰变 过 程 不 满足 能 量 守恒 。 德 国 的 泡 利 不 同意 。 
泡 利 ， 那 个 时 代 杰 出 的 物理 学 家 中 的 杰出 理论 家 ,确信 能 
量 守恒 是 物理 的 基本 原理 ， 他 假定 丢失 的 能 量 是 被 随 B 射 
线 一 起 发 射 的 一 个 未 探测 到 的 粒子 带 走 。 

未 知 粒子 的 几 个 性 质 可 以 从 衰变 的 测量 中 推断 出 来 。 

(1) 粒子 是 中 性 的 ， 因 为 所 有 电荷 都 得 到 了 解释 ， 电 
荷 又 是 守恒 的 。 此 外 ， 带 电 粒 子 与 物质 有 强烈 的 相互 作用 ， 
可 以 被 探测 到 。 粒 子 不 能 被 探测 到 也 上 暗示 它 与 普通 物质 几 
乎 没有 相互 作用 。 

(2) 最 大 的 B 射 线 能 量 明显 对 应 于 接受 了 所 有 可 用 能 
量 的 电子 ， 因 而 必然 等 于 衰变 能 AE。 反 应 的 质量 差 Am， 
不 包括 未 知 粒子 的 质量 ， 在 实验 误差 范围 内 ， 根据 Am 一 
AE/c2z ， 能 够 解释 观测 到 的 能 量 。 因 此 ， 未 知 粒子 只 能 有 
非常 小 的 质量 。 粒 子 一 开始 被 认为 是 像 光 子 一 样 无 质量 的 ， 
但 是 自从 被 发 现 ， 它 就 有 一 个 非常 小 的 但 非 零 的 质量 ， 不 
到 电子 质量 的 10 5 倍 。 

基于 这 些 推 断 的 性 质 ， 未 知 粒子 被 命名 为 中 微 子 (“中 
性 小 的 ”)。 核 反应 堆 产 生 大 量 的 中 微 子 ， 中 微 子 在 1956 年 
首次 被 直接 探测 到 ， 用 的 就 是 来 自 反 应 堆 的 中 微 子 。 

太阳 内 部 的 核反应 可 以 产生 大 量 的 中 微 子 ， 在 地 球 表 
面 的 流量 大 约 是 10 中 微 子 每 平方 厘米 每 秒 。 中 微 子 与 物 
质 的 相互 作用 太 微弱 了 ， 几 乎 所 有 的 太阳 中 微 子 都 直接 穿 
过 地 球 。 


5.11 全球 能 量 的 使 用 


能 量 在 科学 的 基本 概念 中 非常 独特 ， 它 的 应 用 领域 五 花 
八 门 ， 所 用 的 单位 各 式 各 样 。 能 量 是 大 众 交 流 的 重要 话题 ， 
与 我 们 的 生活 品质 密切 相关 ， 且 关乎 对 环境 的 担忧 。 在 处 理 
这 些 事务 时 ， 对 能 量 的 单位 和 使 用 了 解 一 点 是 很 有 帮助 的 。 
本 市 我 们 总 结 了 一 些 事 实 。 关 于 社会 上 能 量 的 进一步 讨论 可 
参阅 书籍 Physics and Energy， Robert L，Jaffe 和 
Washington Taylor, Cambridge University Press (2013). 


5. 11 全 球 能 量 的 使 用 


虽然 能 量 有 很 多 种 ， 所 有 能 量 和 功率 的 单位 都 定义 为 与 
基本 的 国际 分 别 有 确 定 
的 换算 系数 。 卡 (cal) 最 初 定义 为 1 g 的 水 升温 1 CC 所 需 的 
能 量 , 但 是 基于 焦耳 所 做 的 实验 ，1 cal 现在 定义 为 4. 1868J。 
营养 学 里 所 用 的 卡 实际 上 是 千 卡 〈kcal) 。 

一 些 非 国际 单位 制 的 单位 由 于 历史 的 原因 仍然 保留 
着 。 新 单位 一 般 是 出 于 实用 的 目的 而 引入 的 ， 以 避免 使 用 
10 的 过 大 或 过 小 的 蜗 。 科 学 家 和 工程 师 因 而 发 明了 适用 
于 他 们 特定 领域 的 单位 。 例 如 ， 物 理学 家 和 化 学 家 表示 分 
子 中 原子 的 结合 能 所 用 的 独特 单位 是 电子 伏 ， 因 为 分 子 的 
结合 能 是 几 个 电子 伏 的 量 级 。 但 是 电子 伏 对 于 石油 工程 师 
来 说 就 太 不 方便 啦 ， 他 们 要 表示 的 是 一 桶 油 含 有 的 大 量 
能 量 。 

表 1 总 结 了 一 些 常 用 的 能 量 和 功率 的 单位 。 表 2 给 出 了 
全 球 能 量 生产 的 统计 数据 ， 表 3 给 出 了 美国 能 量 生 产 的 数据 ， 
表 4 给 出 所 选 国 家 的 人 均 能 量 消费 。 


— 


例 5.20 胡 佛 大 坝 的 能 量 和 水 流量 

位 于 亚利桑那 和 内 华 达 交界 处 的 胡 佛 大 坝 ， 用 于 发 
电 和 调节 科罗拉多 河 的 水 流量 ， 这 是 通过 控制 该 河 注 入 
的 巨大 的 密 德 湖 的 出 口 而 实现 的 。 落 入 发 电机 涡轮 的 水 
为 周围 的 州 提 供 大 部 分 电力 ， 流出 的 水 也 是 主要 的 灌溉 
用 水 。 发 电 和 灌溉 都 依赖 水 的 流动 。 通 过 比较 流出 永 的 
势能 损失 与 实际 产生 的 电能 ， 我 们 可 以 估算 胡 佛 大 坝 产 
能 的 效率 。 

根据 美国 内 政 部 数据 ， 从 1999 年 到 2008 年 胡 佛 大 
坝 每 年 产生 的 平均 能 量 大 约 是 4.2X1012 W，h。 水 头 
(水 下 落 的 高 度 ) 在 590 人 t 到 420ft 之 间 变 化 ， 平 均 是 
520 {s 

水 在 水 闸 底部 将 动量 传 带 给 涌 轻 机 叶片。 简单 假设 水 
失去 所 有 的 能 量 给 涡轮 机 ， 而 不 管 人 们 能 看 到 水 从 大 坝 底 
部 呼啸 而 出 。 可 用 的 最 大 能 量 是 Mgh， 这 里 M 是 落 到 涡 
轮机 上 水 的 质量 ,hh 是 水 头 。 给 定 能 量 和 水 头 ， 我 们 可 以 
计算 质量 M， 由 此 算出 水 的 体积 ， 假 定 能 量 转换 的 效率 是 
100%。 计 算 中 唯一 有 点 难度 的 部 分 是 ， 为 了 一 致 性 ， 需 要 
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把 各 种 单位 转换 成 国际 单位 。(2. 8 节 提 供 了 单位 转换 的 系 


. - 筑 刘 法 届 


1 ft=12in=2. 54 em/inX12 insz30.5 cm 一 0.305 m。 
以 m 为 单位 的 水 头 则 是 520 ftX0. 305 my/ft 一 159 m。 
由 于 1h 等 于 3600 s， 以 焦耳 为 单位 (1] 二 4-W。 s) 
每 年 产生 的 能 量 是 
~ E=3600 s/hX (4.2X10% W. h)=1.51X101] 
令 M 是 每 年 流 过 大 坝 的 水 的 总 质量 ， 并 令 势 能 等 于 产生 的 
能 量 。 每 年 水 流 的 总 质量 (利用 1J] 二 1 kg“m?/s:) 是 


E 1.51X10% kg 。m2 /s? 
i s 二 由 二 六- 生计 从 x 102 
ah 9. 80 m/s* X159 m SA hy 


水 的 密度 取 为 1000 kg/m3， 总 体积 是 


lm 
12 号 : 六 9 
V=9.69X10 keX To 9. 69 X10 m 


在 美国 ， 工 程 师 、 测 量 人 员 和 其 他 与 大 型 水 利 项 目 有 关 的 
人 员 使 用 的 体积 单位 是 英亩 -英尺 (acre-ft)， 而 不 是 国际 
单位 m3 。 一 英亩 的 面积 是 4047 m2 ， 因 此 ， 

1 acre- ft2s4047 m? X0. 305 m=1234 ms 
产生 这 些 能 量 所 需 的 以 英亩 -英尺 为 单位 的 每 年 的 体 
积 是 


1 acre-f{t 
1234 m 


根据 1922 科罗拉多 河 净 约 ， 流 到 密 德 湖 下 流 各 州 的 流量 是 
平均 每 年 7.5X105 acre-ft。 如 果 这 些 数字 是 准确 的 ， 则 发 
电 效 率 估算 为 


V=9. 69X10? m’X 


FR 106 acre-ft 


er 
大 坝 的 水 头 和 特定 时 期 产生 的 能 量 。 另 外 ， 我 们 略 去 了 出 
水 的 能 量 。 不 管 怎样 ， 这 个 分 析 表 明 ， 水 力 发 电 的 效率 是 
相当 高 的 。 


5. 11 全 球 能 量 的 使 用 


表 1 能 量 、 功 率 和 相关 的 单位 * 


带 “ 王 ”号 的 条 目 是 精确 的 定义 。 


焦耳 能 量 SI 单位 

瓦特 一 1 J/s 功率 SI 单位 

尔格 =1077] 能 量 高 斯 单位 

电子 伏 :1.60X10-13 ] 物理 中 常用 

光子 能 = 光量 子 能 量 

开尔文 > 非 正规 能 量 单位 

上 路 里 一 4. 1868 J 热量 的 旧 单 位 

大 卡路里 =4186.8J 用 于 营养 学 和 生理 学 
太阳 常数 1.368X10 W/m | 
千瓦 时 =3.6X105] 能 量 的 民用 单位 
马力 一 746 W 功率 的 工程 单位 
英 热 单位 a1.06X103] 热能 民用 单位 

吨 油 当量 x4.19X 101°] 工业 能 量 单位 

千克 油 当 量 x4. 19X 10’ J 工业 能 量 单位 

色 姆 x1.06X108] 工业 能 量 单位 

和 干 兆 英 热 单 位 1.06X10] 全 球 能 量 单位 

太 瓦 年 x23.15X101] 全 球 能 量 单位 


关 


~ Sy 


10 


来 源 : Guide for the Use of the International System of Units (SI) ， 
NIST, US Department of Commerce, and Graham Woan, The 
Cambridge Handbook of Physics Formulas, Cambridge University Press 
(2003)., 

原子 的 电离 能 和 分 子 的 反应 能 的 典型 值 都 在 eV 范围 内 。 核 和 粒子 物理 
涉及 的 现象 在 MeV，GeV 和 TeV 范围 内 。 

haz6.63X10 3 ]，s 是 普 朗 克 常 量 ，v 是 光 的 频率 。 来 自 太 阳 的 光子 中 
值 能 量 约 是 2.5 丁 。 

处 于 热平衡 的 系统 的 平均 热能 的 特征 值 是 上 AT， 这 里 As1.38X10 3]/K 
是 玻 尔 效 曼 常量 ; T 是 绝对 温度 ， 单 位 是 开尔文 。 非 正规 的 用 法 ， 例 如 
“5. 0 nK 的 能 量 ”是 行 话 ， 但 在 那个 语 境 中 是 清楚 的 。 

在 认识 到 热 和 能 量 的 关系 之 前 ， 卡 被 定义 为 1 g 的 水 升温 1 所 需 的 热 
量 。 焦 耳 在 19 世纪 40 年 代 测 量 了 “ 热 的 机 械 等 价 量 ”。 现 在 卡 被 定义 为 
4. 1868 丁 。 

卡 在 某 些 应 用 中 太 小 了 ，, 千 卡 〈“ 大 卡 ”) 在 某 些 领域 更 常用 。 

在 地 球 轨道 的 平均 半径 (平均 的 半 主 轴 )， 且 在 地 球 大 气 层 的 顶部 。 
马力 (horsepower) 最 初 来 自 于 对 一 匹 马 所 产生 的 平均 功率 的 估算 。 马 
力 有 几 个 略微 不 同 的 定义 ; 给 定 的 值 是 ( 电 的 ) 马力 ， 定 义 为 746 W。 
Btu 最 初 定义 为 1 lb 的 水 升 高 1 下 所 需 的 能 量 。 

对 燃烧 1000 kg 原油 所 释放 的 能 量 的 估算 

105 Btu， 大 约 是 燃烧 1000 ft? 天 然 气 的 能 量 ，。 
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表 2 全球 的 能 量 供 给 (2008) xx 
总 供给 ，12 ,267 Mtoe (485 quad) 


能 源 总 正比 
石油 33.2 
煤 / 泥 煤 27.6 
天 然 气 2 3 
可 燃 物 及 废物 10. 0 
核能 5. 8 
水 能 2. 2 
其 他 0.7 


#*x# 来源 ; 2010 Key World Energy Statistics, JInternational Energy 
Agency, Paris 


表 3 美国 的 能 量 供给 (2009) 
总 使 用 94. 6 quad 


能 源 总 占 比 
石油 35.3 
天 然 气 23. 4 
煤 19.7 
再 生 能 源 公交 
核电 13. 9 


来 源 :; U.S. Energy Information Administration/ Annual Energy Review 2009 


表 4 所 选 国家 的 人 均 能 源 消费 
单位 : kgoe/ 人 


国家 人 均 能 源 ”国家 人 均 能 源 国家 人 均 能 源 
阿尔 巴 尼 亚 767 ”阿根廷 1058 ”澳大利亚 5898 
奥地利 4125 ”比利时 5892 ” 贝 宁 306 
巴西 1124 保加利亚 2592 加拿大 8473 
中 国 1316 ”刚果 300 ”捷克 4419 
丹麦 3634 ”埃及 828 萨尔瓦多 673 
共和 兰 6555 ”法 国 4397 ”德国 4187 
冰岛 12209 印度 491 印度尼西亚 814 
约 丹 1296 哈萨克 斯 坦 3462 ”科威特 11102 
墨西哥 1701 ”尼泊尔 338 新西兰 4218 
挪威 7153 巴基斯坦 490 兰 2429 
卡塔尔 19456 ”俄罗斯 4519 ”沙特 阿拉 伯 6068 
英国 3895 ”美国 7886 也门 321 


来 源 :; International Energy Administration ，Statistics Division, 2007 Energy 
Balances of OECD Countries (2008 edition) and Energy Balances of Non 一 OECD 
countries (2007 edition) 


注释 5. 1 摆 周 期 的 修正 


注释 5.1 摆 周 期 的 修正 


一 阶 近似 下 ， 摆 呈现 的 是 简 谐 运动 ， 它 的 周期 与 摆动 的 
幅度 无 关 。 然 而 ， 摆 的 运动 并 非 精 确 的 简 谐 运动 。 本 注释 中 
我 们 计算 有 限 摆 幅 引起 的 周期 修正 。 

我 们 从 例 5. 12 中 导出 的 摆 运 动 方程 开始 : 

| 一- 一 - 如 | (1) 
Vcosg — cosOo / 
这 个 方程 是 精确 的 。 为 得 到 比 小 角 近 似 更 精确 的 周期 的 解 ， 
需要 利用 恒等式 cos6 二 1 一 2sin: (0/2)， 这 给 出 


cos0—cos0o=2|[ sin: (00/2)— sin?: (0/2) | 《2 
将 方程 〈(2) 代入 方程 (1)， 得 到 
| , 梧 
V2 Vsin: (00/2) 一 sin2(0072) l 
现在 ， 我 们 做 如 下 变量 代 换 : 
sin(0/2) 
.ino/o) A 


这 样 做 的 动机 是 ， 随 着 摆 完 成 一 个 周期 ,9 虽然 也 是 周期 性 
的 ， 却 只 在 一 9。 和 0o 之 间 变 化 。 而 在 一 x 和 7 之 间 变 化 。 


书生 » 
在 令 


.09 ; 
sin 7 Ksinu 


一 
=| 1 sinu |okdu (5) 


l1—K?’sin*u 


将 方程 (4) 和 (5) 代入 方程 (3) ， 得 到 


eh 
V1— Kisiniu / 
让 我 们 对 一 个 周期 积分 。w 的 上 下 限 分 别 为 0 和 2r， 而 上 从 
0 变 到 工 。 我 们 有 
wa sy (6) 
1— K’sin:u 
左边 的 积分 是 一 个 椭圆 积分 : 特别 的 ， 它 是 第 一 类 完全 椭圆 
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积分 。 这 个 函数 的 值 在 计算 手册 中 可 以 查 到 。 然 而 ， 对 我 们 
来 说 ， 更 方便 的 是 展开 积分 函数 : 

l 
周期 工 为 


2 
T= =| du (1 + =K?sin?u 十 …】 
go0 2 


=1+ 5K?sin?ut 


车 go<1， 则 sin? (bo/2)<:68/4， 我 们 有 


ss 
T=2r /2 (1+E08+ ) (7) 
有 限 幅度 9。 引 起 的 周期 相对 变化 是 
AT _T(bo) 一 T(bo=0) 1 


TT 1 
对 于 0. 1 rad 的 幅度 ， 大 约 6， 周 期 增加 约 万 分 之 一 ， 使 摆 钟 一 
天 大 约 慢 1 min。 对 于 较 大 的 幅度 ,方程 (7) 的 高 阶 项 可 以 引 
人， 但 这 时 候 最 好 是 利用 精确 解 。 注 意 : 当 90 一 x 时 ，T 一 oo。 


注释 5.2 力 、 势 能 和 矢量 算 符 V 


我 们 已 经 说 明 ， 在 一 维 情形 ， 力 和 势能 存在 积分 关系 : 
| .Fdr=—[U() —U(a)] (1) 


和 微分 关系 : 


dU 
ys 


本 注释 中 ,我 们 把 微分 关系 推广 到 多 于 一 个 自 变量 的 一 般 
情形 。 

在 三 维 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 对 于 小 的 路 径 增 量 Az,Ay 和 
Az， 方 程 (1) 变 为 

F-ArzTFyAyT+F: A —AU(s Ys) C2) 
现在 ,假定 y 王 yo。，z 二 zo， 这 里 y。 和 zo 均 为 常量 。 因 而 
Ay 二 0，Az 二 0， 所 以 方程 (2) 变 为 
FAxr2s—AU(rv, yosso) 


注释 5.2 力 、 势 能 和 矢量 算 符 V 


_AUCZ yo 之 0 ) 


Fe 
x 


(3) 


方程 (3) 好 像 一 个 导数 (在 我 们 取 极 限 以 前 )， 但 是 这 里 U 
是 几 个 变量 的 函数 ， 其 中 只 允许 一 个 变量 变化 。 

方程 〈3) 告诉 我 们 ， 当 只 有 一 个 独立 变量 (这 里 是 x) 
变化 的 时 候 ,U 变化 得 有 多 快 。 当 我 们 取 极 限 Ax 一 0 时 ， 这 
类 特殊 的 导数 称 为 偏 导数 ， 用 符号 9 表示 ， 而 不 是 d: 


FR 二 天 tim 


Ar—0At 
= 一 二 (4) 


由 于 方程 (4) 的 偏 导 数 是 对 xz 求 导 ， 这 要 求 我 们 在 计算 导 
数 时 ， 要 保持 y 和 > 为 常量 ，。 
利用 笛 卡 儿 坐 标 系 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 写 出 


Es -9U -9U ~- 9U 
a a a HS | 


(5) 


作为 一 个 简单 例子 ,考虑 质量 为 m 的 物体 在 向 下 的 重力 场 中 
的 势能 U==mgz， 这 里 x 是 地 面 上 的 高 度 。 因 而 ，F, 二 0， 
F,=0,F,.=—(3U/9xz)k=—mgk. 

V 和 梯度 


形式 (i 十 j 二 十 二 ) 称 为 矢量 算 符 ， 因 为 它 有 像 矢量 
一 样 的 分 量 ， 它 的 偏 导数 对 放 在 它 右边 的 量 进行 运算 。 当 作 
用 在 一 个 标量 函数 比如 势能 上 时 ， 它 也 被 称 作 梯度 算 符 。 为 
简化 表示 ， 引 入 
V=(i+j 二 + 
3 dy dz 
这 里 V 称 作 “del” (音译 : 戴尔 )， 有 时 也 称 作 “nabla” (用 
类 似 形状 的 古代 希 伯 来 竖琴 命名 ， 音 译 : 纳 布 拉 )。 
采用 这 个 表示 ， 力 和 势能 之 间 的 关系 可 表示 为 
F=—WVU (6) 
如 同方 程 (6) 一样 ， 当 V 作用 在 一 个 标量 上 就 得 到 一 个 矢 
量 ， 组 合 VU 称 作 U 的 梯度 ， 有 时 写作 gradU。 
为 了 看 清 梯 度 名 称 的 由 来 ， 在 方程 (1) 中 利用 方程 
(6)， 并 从 a 二 (zi1sy1:z1) 到 6 二 (x2 ,yz ,zz) 积 分 ; 
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| VU »。dr=U(b5)—U(a) 


这 个 结果 没有 利用 U 的 任何 特殊 性 质 ， 所 以 它 是 梯度 的 一 般 


. 性 质 ， 对 任何 可 微 函 数 都 成 立 ， 比 如 h(x,y,zxz)， 和 任意 的 


位 移 ， 比如 ds : 
b 
| Vhsds=h(b)—=h(a) 


梯度 告诉 我 们 ， 对 于 给 定 的 位 移 ， 函 数 变化 有 多 大 ， 

等 值 线 和 梯度 

方程 U(zyyyz) 王 常量 =C， 对 C 的 每 个 值 定 义 了 一 个 
面 ， 称 为 等 势 面 。 约 束 在 这 个 面 上 运动 的 质点 具有 不 变 的 势 
能 。 例 如 ， 质 量 为 M 的 质点 固定 于 原点 ,质量 为 m 的 质点 
在 距离 r= 二 Vx 十 y? 十 xz? 处 的 引力 势能 是 U= 一 GMm/r， 所 
以 等 势 面 满足 方程 : 

_GMm _. 


GMm 


二 tt 


G 
等 势 面 是 球 心 位 于 M 的 球面 ， 如 图 所 示 。 (为 方便 计 ， 我们 
已 经 取 GMm 王 1 N，m?*。) 等 势 面 通常 很 难 画 ， 由 于 这 个 原 
因 ， 为 使 U 形象 化 ,我 们 转 而 考虑 等 势 面 与 平面 的 交 线 。 
这 些 线 有 时 称 作 等 势 线 ,或 者 就 简称 为 等 值 线 。 函 数 的 
等 值 线 类 似 于 多 山 乡 村 地 形 图 的 等 高 线 。 


b 
| VU.。ds=U(b)—U(a) 


右 我 们 取 ds 为 与 一 条 圆 形 等 值 线 相 切 的 任意 位 移 ， 由 于 势能 


注释 5.2 力 、 势 能 和 矢量 算 符 V 


在 等 值 线 上 是 常量 ， 则 U(5) 一 U(a) 二 0。 左 边 的 点 积 相 应 地 
就 为 去 ， 由 此 断定 ， 梯 度 必 须 与 ds 垂直 。 
这 是 一 个 基本 结论 ; 函数 的 梯度 矢量 总 是 与 函数 的 等 值 
线 垂直 。 

第 二 个 基本 结论 是 ， 如 果 我 们 使 位 移 从 一 条 等 值 线 指向 
另 一 和 条， 因数 沿 梯度 的 方向 变化 最 快 ， 这 是 由 于 位 移 ds 若 与 
VU 平行 ， 点 积 是 可 能 的 最 大 值 。 按 照 多 山 乡 村 的 情形 ， 梯 
度 是 从 山上 下 降 最 陡 的 线 一 一 这 就 是 梯度 一 词 的 由 来 。 

散 度 

我 们 已 经 看 到 ，YV 作用 在 标量 上 得 到 一 个 梯度 矢量 。 我 
们 现在 要 问 ， 若 V 作用 在 矢量 上 会 发 生 什 么 ? 做 这 个 有 两 种 
方式 : 点 积 给 出 一 个 标量 ， 又 积 给 出 一 个 矢量 。 两 种 方法 都 
有 重要 的 物理 应 用 ， 特 别 是 在 电磁 学 中 ,， 但 我 们 把 证 明和 多 
数 细节 都 留 给 数学 物理 的 深入 学 习 中 ， 

V 和 矢量 下 的 点 积 是 一 个 标量 ， 称 作 的 散 度 : 

V。F==F 的 散 度 二 divF 

在 笛 卡 儿 坐 标 中 ， 矢 量 下 的 散 度 是 


oF BFs .BR: 
VF= , 


az dy Oz 


为 给 散 度 一 个 更 物理 的 解释 ， 考 虑 固定 于 原点 的 带 正 电荷 Q 
的 点 电荷 。 通 过 在 Q 附近 的 空间 移动 一 个 小 的 正 电 荷 g%， 我 
们 可 以 画 出 作用 在 g 上 的 电力 五 的 大 小 和 方向 ， 由 此 可 以 确 
定 电场 强度 瓦 = 了 /1 。 图 中 男 出 了 电场 线 。 它 们 是 径 疝 胃 外 
的 ， 给 人 一 种 “发 散 ” 的 感觉 。 

相反 ， 恒 力 的 场 线 就 没有 发 散 的 印象 。 恒 力 场 的 散 度 是 
零 ， 这 是 一 个 不 证 自明 的 结果 ， 因 为 分 量 的 偶 导 数 全 都 为 零 。 

我 们 现在 说 明 ， 对 于 Q 产生 的 电场 二 (kQ/r*)r， 散 度 
不 全 为 去 。 为 避 开 处 理 堆 半径 点 电 人 向 的 数学 复杂 性 ， 假 设 Q 
均匀 分 布 在 半径 为 a 的 球 中 ， 电 和 荷 密度 po 为 


i 

R (4/3)xa’ 
由 于 电场 和 引力 场 都 是 平方 反比 有 心力 ， 我们 可 以 全 盘 利 用 
3. 3. 1 节 的 结果 , 例如， 对 于 r 三 a， 只 有 rr 内 的 电 桩 对 电场 
有 页 献 。 窑 易 得 到 ， 球 内 的 场 强 是 
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kQ, : 。 3 
— yet ty rek) 


因而 在 球 内 ，Y ， EE==3kQ/a3 关 0。 在 球 外 ，V ，E= 二 0, 但 
重要 的 是 ， 散 度 并 非 处 处 为 零 。 
如 果 我 们 对 V ，E 在 r 宇 a 的 任何 体积 V 内 积分 ， 可 得 
| "BE Edy 一 | Se 和 


0 a 


dV 


-| 
» J0 


=4xkQ 


这 个 结果 与 a 无 关 ， 因 而 对 点 电荷 也 成 立 。 这 表明 散 度 的 体 
积分 可 以 告诉 我 们 场 的 源 ， 在 此 情形 下 就 是 电信 Q。 

旋 度 

V 的 另 一 个 操作 是 与 某 个 矢量 下 取 叉 积 ， 得 到 一 个 新 的 
矢量 ， 称 作 正 的 旋 度 : 


V XF==F 的 旋 度 ==curlF 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 利用 行列 式 的 形式 : 


下 


我 们 可 以 计算 curlF 的 分 量 


V Xp 


Oy 9 之 9 工 9y 


大 我 们 的 已 知 力 是 位 置 的 函数 ， 力 F 的 旋 度 在 力学 中 有 重要 
的 应 用 。 如 果 FF 是 保守 力 F 王 F*， 则 它 的 旋 度 处 处 为 零 ; 如 
果 下 是 非 保守 力 F 二 fF"， 它 的 旋 度 就 并 非 处 处 为 零 。 

旋 度 如 何 得 名 

发 明 旋 度 是 为 了 描述 运动 流体 的 性 质 。 为 了 看 出 旋 度 是 
如 何 与 “卷曲 ”或 转动 有 关 的 ， 考 虑 一 个 以 匀 角 速度 w 绕 = 
轴 旋 转 的 理想 洲 涡 。 


习 题 205 


r 处 流体 的 速度 是 v 一 rwb， 这 里 6 是 横向 的 单位 矢量 。 
在 笛 卡 儿 坐标 系 ， 


VU =rw(— sinwt tt coswt J) 


=rw (一 二 i 十 入 
r 


一 一 wy 十 wz 


v 的 旋 度 是 
i j k 
SE 下 旦 
ox 9y Ox 
ay wr 0 


“| 9 9 
并 ty) | 


Suk 

天 0 
如 果 把 一 个 搅拌 叶轮 放 在 流体 中 ， 它 会 开始 转动 。 当 叶轮 的 
轴 沿 z 轴 与 V Xw 平行 时 ,转动 是 最 大 的 。 在 欧洲 ， 旋 度 时 
常 被 称 作 “rot”( 表 示 “ 转 动 ”)，。 


习题 
wr "A 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 


5.1 绕 环 滑车 * 
质量 为 mx 的 小 物 块 从 静止 开始 ， 沿 无 摩擦 的 环 路 滑 下 ， 


如 图 所 示 。 若 要 m 在 轨道 的 顶部 (在 a 点 ) 以 等 于 自身 重力 
的 力 推 轨 道 ， 初 始 高 度 x 应 当 是 多 少 ? 
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5.2 物 块 、 弹 簧 和 摩擦 力 
质量 为 M 的 物 块 在 水 平 果 面 上 以 速率 vo 滑动 。 在 ==0 
点 它 碰 上 劲 度 系 数 为 & 的 弹 息 ,并 开始 受到 摩 探 力 ， 如 图 所 


示 。 摩 擦 因数 是 可 变 的 ,满足 方程 = 二 5+， 这 里 5 是 常量 。 


确定 物 块 达到 静止 前 移动 的 距离 !。 
5.3 ”冲击 摆 * 

测量 子弹 速率 的 一 个 简单 方法 是 冲击 摆 。 如 图 ， 它 包含 
一 个 质量 为 M 的 木 块 ， 会 被 子弹 射 人 。 木 块 悬 挂 在 长 ! 的 线 
上 ， 子 弹 的 冲击 使 它 摆 过 一 个 最 大 角度 $5， 如 图 。 子 弹 的 初 
始 速 率 是 vv， 质量 是 mx。 

(a) 在 子弹 停止 移动 后 ， 木 块 运动 得 有 多 快 ? (假设 这 些 
很 快 发 生 。) 

(b) 通过 测量 mx .MM 1 和 4， 如 何 确定 子弹 的 速率 。 
5.4 在 圆 轨 道上 滑动 x 

质量 为 m 的 小 立方 体 沿 质 量 为 M 的 大 物 块 上 的 半径 为 
R 的 圆 轨 道 滑 下 ， 如 图 所 示 。M 静止 在 桌面 上 上， 两 个 物 块 都 
无 摩擦 地 运动 。 初 始 时 物 块 都 静止 ，m 从 轨道 的 顶部 开始 
下 清 。 

当 小 立方 体 离 开 大 物 块 时 ， 确 定 立方 体 的 速度 v。 
5.5 对 旋转 物体 做 功 

质量 为 m 的 物体 被 穿 过 桌面 上 小 孔 的 线 拉 着 ， 在 无 摩擦 
的 条 面 上 做 圆周 运动 。 线 被 拉 住 使 得 圆 的 半径 从 关 变 化 
到 rr。 

(a) 证 明 量 工 王 mr20 保持 不 变 。 

(b) 证 明 拉 线 的 力 所 做 的 功 等 于 物体 动能 的 增 量 。 
5.6 球面 上 的 滑 块 * 

小 物 块 从 半径 为 R 的 无 摩擦 球面 顶部 静止 滑 下 ， 如 图 所 
未。 物 块 在 顶部 之 下 多 远 处 不 再 与 球面 接触 ? 球 不 移动 。 
5. 7 悬挂 圆 环 上 的 珠子 

质量 为 M 的 圆 环 悬挂 在 线 上 ， 质 量 为 的 两 个 珠子 在 
它 上 面 无 摩 探 地 滑动 ， 如 图 。 珠 子 从 环 的 顶部 同时 释放 ， 从 
两 侧 滑 下 。 证 明 , 若 站 二 3M/2， 环 会 上 升 ， 确 定 此 时 的 
角度 。 
5.8 阻尼 振动 * 

图 中 所 示 的 物 块 受 到 劲 度 系数 为 & 的 弹 签 和 恒定 大 小 了 
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的 弱 摩 擦 力作 用 。 物 块 被 拉 离 平衡 点 ， 在 距离 xo 处 释放 。 
它 会 振动 很 多 次 ， 最 终 达 到 静止 。 

(a) 证 明 每 个 振动 周期 振幅 的 减少 量 相同 。 

(b) 确定 物 块 停止 前 振动 的 周期 数 ”。 
5.9 振动 的 物 块 

在 水 平 无 府 擦 的 朱 面 上 ， 质量 为 M 的 物 块 与 劲 度 系数 为 
k 的 弹簧 相连 。 使 物 块 相对 它 的 平衡 点 以 确定 的 振幅 Ao 振 
动 。 运 动 周期 是 To 二 2xVM/k， 

(a) 一 块 质量 为 m 的 黏 性 腻子 落 在 物 块 上 上。 腻子 黏 住 后 
没有 反弹 。 当 M 的 速度 为 零 时 ， 腻 子 击 中 物 块 。 确 定 

(1) 新 的 周期 。 

(2) 新 的 振幅 。 

(3) 系统 机 械 能 的 变化 。 

(b) 重复 (a), 但 是 这 次 假设 当 M 的 速度 最 大 时 ， 黏 性 
腻子 击 中 物 块 。 
5. 10 下 落 的 链条 “ 

质量 为 M、 长 为 ! 的 链条 坚 直 悬挂 ， 它 的 最 低 端 与 秤 盘 
接触 。 链 条 被 释放 ， 落 到 秤 上 。 

当 长 为 工 的 链条 落 入 秤 盘 中 时 ， 秤 的 读数 是 多 少 ? ( 忽 
略 单个 链 环 的 大 小 。) 
5.11 扔 下 的 士兵 

据说 ， 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 俄 国人 空运 缺乏 足够 的 降 
落 钙 ， 偶 尔 会 将 士兵 放 进 干草 捆 里 ， 扔 到 雪上 。 

人 体能 承受 的 平均 冲击 压强 是 30 lb/in? 。 假 设 领头 的 飞 
机 在 100 ft 的 高 度 扔 下 一 个 重量 上 等 于 实际 负重 的 虚拟 的 干 
草 拉 ， 飞 行 员 观测 到 ， 它 在 雪 中 下 沉 了 2 ft。 硅 士兵 的 平均 
重量 是 180 lb， 有 效 面 积 是 5 ft* ， 这 样 扔 下 这 个 人 安全 吗 ? 
5. 12 ” 伦 纳 德 -琼斯 势 * 

描述 两 个 原子 之 间 相 互 作用 的 常用 势能 函数 是 伦 纳 德 - 琉 
斯 6-12 势 : 


ro 中 7 0 
U=e| (2) -2(2) | 
(a) 确定 势能 最 小 的 位 置 和 最 小 值 。 
(b) 在 最 小 值 附 近 ， 原 子 做 简 谐 运动 。 确 定 振动 的 频率 。 
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5.13 珠子 和 引力 体 
质量 为 m 的 珠子 在 没 着 zx 轴 的 光滑 细 杆 上 无 摩擦 地 滑 

动 。 杆 与 质量 为 M 的 两 个 球 等 间距 。 如 图 所 示 ， 两 球 位 于 
XTX 三 0，y 三 士 a， 与 珠子 有 引力 相互 作用 。 

(a) 确定 珠子 的 势能 

(b) 珠子 在 z=3a 处 以 速度 vi 释放 ， 朝 加 原点 运动 。 确 
定 它 经 过 原点 时 的 速率 。 
5. 14 质点 和 两 个 力 

质量 为 m 的 质点 治 着 工 轴 的 正 回 做 一 维 运 动 。 它 受到 一 
个 大 小 为 B、 指 问 原点 的 恒 力 和 一 个 大 小 为 A/x“ 的 平方 反 
比 的 斥 力作 用 。 

(a) 确定 势能 函数 U(xz)， 


(b) 当 最 大 动能 为 K。 = mo 时 ， 夯 出 系统 的 能 量 图 。 


(c) 确定 平衡 位 置 xo。 
5. 15 赛车 功率 

一 辆 1800 lb 的 赛车 在 4s 内 加 速 到 60 mile/h。 在 此 期 间 
发 动机 传递 给 运动 赛车 的 平均 功率 是 多 少 ? 为 了 一 致 ， 我 们 
利用 定义 1 马力 746 W 。 

5. 16 机动 雪 机 和 斜坡” 

机 动 雪 权 以 15 mile/h 的 速率 爬 一 个 斜坡 。 斜 坡 每 40 ft 
升 高 1 ft。 雪 的 阻力 是 车 重 的 5%。 机 动 雪 权 下 坡 时 有 多 快 ? 
假设 它 的 发 动机 有 相同 的 功率 。 

5.17 跳高 运动 员 ， 

55 kg 的 运动 员 从 蹲 伏 位 置 跳 入 空中 。 当 她 的 脚 离 开 地 面 
时 ， 她 的 质心 升 高 了 60 cm， 接 着 其 质心 又 升 高 了 80 cm 到 
达 跳 路 的 顶部。 假设 对 地 面 的 作用 力 为 常量 ， 她 产生 的 平均 
功率 是 多 少 ? 

5. 18 沙子 与 传送 带 

沙子 以 dm/dt 的 恒定 比率 从 料 斗 落 到 水 平 传送 带 上 ， 传 
送 带 由 马达 以 匀速 率 V 驱动 。 

(a) 确定 驱动 传送 人 带 所 需 的 功率 。 

(b) 把 (a) 的 答案 与 沙子 动能 的 变化 率 进行 比较 。 你 能 
解释 两 者 的 差异 吗 ? 


5. 19 盘 绕 的 绳子 

质量 线 密度 为 的 均匀 绳子 盘 绕 在 光滑 的 水 平 桌面 上 。 
一 端 被 以 匀速 率 vo 向 上 拉 起 ， 如 图 所 示 。 

(a) 作为 高 度 y 的 函数 ， 确 定 作用 在 绳子 端点 上 的 力 。 

(b) 把 传递 给 绳子 的 功率 与 绳子 总 机 械 能 的 变化 率 进行 
比较 ， 


0 


< 


0， 


on nn oi oi 


闸 


| 


简 
1 


2 
3 
4 


动力 学 专题 


下 时 素 统 的 小 报 动 C50 
= 
正 杠 ne 人 
i i i 
碰撞 的 阶段 osevs ss su. sms ess sm m0 0 ue e000 ss ess 
注入 裕 洽 与 非 漳 恰 视 浪 i i 
ee esd i 
A 


212 


6.1 简介 


本 草 论 述 我 们 已 ene E 量 守恒 
定律 的 应 用 ， 没 有 新 的 概念 引入 。 我 们 将 应 用 这 些 思想 来 分 
析 在 物理 的 广阔 领域 中 一 再 出 现 的 一 ea 小 振动 、 稳 定 
和 非 稳 定 运动 、 束 缚 系统 振动 的 简 正 模 和 从 守恒 律 导 出 的 大 
撞 的 一 般 性 质 。 


6.2 束缚 系统 的 小 振动 


我 们 在 5. 7 节 讨 论 的 原子 间 的 势 展 示 了 束缚 系统 的 一 个 
共同 特征 : 由 于 势能 在 平衡 点 有 极 小 值 ， 当 受到 轻微 扰动 时 ， 
几乎 每 个 束缚 系统 都 会 像 谐振 子 一 样 在 平衡 位 置 附近 振动 。 
靠近 极 小 值 的 能 量 图 形状 暗示 我 们 一 一 U 有 一 个 近似 抛物 线 
的 形状 ， 非 常 像 谐 振子 势 。 如 图 所 示 ， 若 总 能 量 足够 低 ， 使 
运动 限制 在 曲线 近似 为 抛物 线 的 区 域 ， 系 统一 定 会 像 谐 振子 
那样 振动 ,我们 现在 就 证 明 这 一 点 。 

如 同 我 们 在 注释 1. 2 所 讨论 的 ， 任何 “良性 ”的 可 微 函 
数 都 可 以 在 给 定点 展开 为 泰勒 级 数 。 若 我 们 在 势能 极 小 值 r。 
位 置 展 开 U(r)， 则 


dU 1 dU 
U(rz)=U(ro) 丰 (=—=70) CO—o eo -ls 二 ，…， 
dr 0 2 dr av 


由 于 UU 在 ro 处 有 最 小 值 ， 它 的 一 阶 导 数 在 ro 处 是 dU/ dr 二 0。 
另外， 对 于 足够 小 的 位 移 ， 我 们 可 以 略 去 筑 级 数 中 第 三 项 以 后 
的 项 。 在 这 种 情形 下 ， 
2 
UAUG) TT re 2 | 
这 是 谐振 子 的 势能 
U(z) 一 带 量 十 Cr 一 0 


比较 这 些 方 程 ， 我 们 可 以 确定 束缚 系统 中 等 效 的 劲 度 系数 : 
dU 
加 dr ro 

由 于 束缚 系统 在 平衡 点 有 势能 的 极 小 值 ， 我 们 自然 会 认为 ， 

对 于 小 位 移 ， 它 们 会 像 谐 振子 一 样 振动 (除了 那 种 二 阶 导 数 


(6.1) 


6.2 束缚 系统 的 小 振动 


在 平衡 点 处 为 枚 的 反 第 情形 )。 由 于 这 个 原因 ， 从 分 子 振动 到 


地 球形 状 的 振荡 这 些 范围 的 现象 都 与 谐振 子 近 似 有 关 。 


例 6. 1 分 子 振动 
假定 质量 为 m1 和 m2 的 两 个 原子 束缚 在 双 原 子 分 子 
中 ， 人 能 量 很 低 使 得 它们 的 间距 总 是 接近 平衡 值 ro。 
如 图 所 示 ， 采 用 抛物 线 近 似 ， 分 子 可 以 模型 化 为 m1 
和 m2 用 平衡 长 度 为 ro、 劲 度 系数 为 上 的 弹 筑 相 连 。 
由 方程 (6,1), 等 效 动 认 系 效率 二 (dfdr*) mwls 纺 
们 如 何 确定 分 子 振动 的 频率 呢 ? 
两 个 原子 的 运动 方程 是 
7 1] 7 一 R(7 一 70) 
7I2 2 12 二 一 k(r—ro) 
式 中 ， 7 二 rs 一 ri 是 原子 的 瞬时 间距 。 为 了 确定 + 的 运动 
方程 ， 第 一 个 方程 除 以 Nils 第 二 个 方程 除 以 7I22 * 然后 相 
减 。 结果 是 


a i 
+ 
式 中 ,Jj 一 mimz/(mi 十 m2)， 具 有 质量 的 量 纲 ， 称 作 约 化 
对 于 运动 方程 为 区 二 一 (k/m)(x 一 xo) 的 谐振 了 予 ， 振 
动 的 频率 是 ww 二 VE/m ， 所 以 通过 类 比 ， 分 子 的 振动 频 


率 是 
-i 
EI 
4 
2 
d7” ro gw 


这 个 振动 ， 是 所 有 分 子 的 特征 ， 可 以 通过 分 子 辐射 或 吸收 


光 来 确认 。 振 动 频率 通常 位 于 近 红 外 (二 5X10!4Hz)， 通 
过 测量 频率 ， 我 们 可 以 确定 势能 极 小 值 处 的 4 U/dr 值 。 


pc 
泣 
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6.2 束缚 系统 的 小 振动 


约 化 质量 是 1 二 m?/2m 二 /2、 因 此 振动 频率 是 
w =Vk/p 
=12Ve/(rim) 

我 们 把 这 个 结果 应 用 到 一 个 实际 的 分 子 ， 例 如， 氛 双 原子 
分 子 Cl ， 对 于 它 ，m 二 5. 89X10-?6 kg，ro 和 的 计算 值 
是 ro 一 2.98X10-10 my，e 一 3.97X10-19 J。 由 此 得 到 ww 一 
1.05X1014 rad/s， 与 实验 测 得 的 振动 频率 1.05X 10M rad/s 
高 度 吻 合 。 


6.2.1 二 次 型 的 能 量 


在 许多 问题 中 是 用 线 位 移 以 外 的 其 他 变量 很 自然 地 写 出 
能 量 表 达 式 的 。 在 运动 的 东 些 领域 ， 能 量 通常 是 二 次 型 ， 


] 
U 一 于 Ag2? 十 常量 


] 
KB (6. 2) 


这 里 ，g 是 适合 问题 所 用 的 变量 。 对 于 弹 复 上 固定 一 个 物体 
这 种 简单 情形 ， 我 们 有 


类 比 于 弹簧 上 的 物体 ， 方程 (6. 2) 所 描述 的 系统 角 频 率 是 
/a 
YB 
为 明确 任何 具有 方程 (6. 2) 能量 形 式 的 系统 都 以 频率 VA/B 
做 简 谐 振动 ， 注 意 系统 的 总 能 量 是 
E =K+U 
和 | 
一 FBq 十 FAg 十 常量 
由 于 系统 是 保守 的 ， 故 EE 是 和 常量。 能 量 方 程 对 时 间 求 导 ， 可 得 
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1 , 
ar—Bag 十 Ad 
人 
或 者 
gt 
4 TH =0 


因此 ，9 以 角 频 率 vA/B 做 简 谐 振动 。 
一 旦 确定 了 束缚 系统 的 动能 和 势能 ， 我 们 就 可 以 通过 比 
较 ， 确 定 小 振动 的 角 频 率 。 例 如 ， 摆 的 能 量 为 


l 
U=met (lO— cos0)S TELO 


] 汪 浊 
K 一 了 O 


因而 ， 
(We g/l 


例 6.3 平衡 乌 的 小 振动 

如 图 所 示 ， 平 衡 乌 由 两 个 相同 的 重 物 组 成 ， 重 物 悬 挂 
在 斜 下 垂 的 导 上 ， 中 间 是 带 尖 端的 细 杆 。 

本 例 中 ,我 们 要 确定 平衡 鸟 左右 摇摆 时 的 振动 周期 。 
为 简单 起 见 ， 我 们 只 考 谍 竖 直 面 内 的 摇摆 。 

若 以 支点 为 势能 零点 ， 我 们 有 
Uy mall cos0— Leose | 0 mel led — lcosta—0)) 


利用 恒等式 cos(a 士 9) 二 cosacos0 干 sinqsin9， 重 写 U(0); 
U(0)=2mgcos0(L — leosa) 
一 一 Acosb 
式 中 ，A 二 2mg (lcosa 一 L) 二 常量 。 利 用 小 角 近 似 (或 者 
用 泰勒 级 数 在 0 二 0 展开 U(90))， 我 们 有 


Do) 一 一 人 (1 一 分 十 …) 
一 一 A 十 二 402 


为 确定 动能 ， 用 表示 重 物 到 支点 的 距离 ， 如 图 所 示 。 


如 果 玩 具 以 角 速 率 0 摇摆 ， 每 个 重 物 的 速率 是 s0 ， 总 
动能 是 


6.3 稳定 性 


式 中 ， B= 二 2ms?。 


Bo my ee me BR 
et 


6.3 稳定 性 


在 5.6 节 导 出 的 结果 下 = 一 dU/dx， 可 以 让 我 们 由 已 知 
的 势能 函数 计算 力 。 男 外 ， 这 个 结果 也 有 助 于 在 势能 图 中 形 
象 化 地 理解 系统 的 稳定 性 。 

考虑 谐振 子 情形 ， 这 里 势能 U=kxr?/2 用 抛物 线 来 描述 。 

在 a 点 ，dU/dz>0， 所 以 力 是 负 的 。 在 总 点 ，dU/dz 去 
0， 所 以 力 是 正 的 。 在 ec 点 ，dU/dzx 二 0， 力 为 零 。 不 管 质 点 
移动 到 哪里 ， 力 都 指向 原点 ， 只 有 质点 位 于 原点 时 受 力 为 零 。 
势能 曲线 的 极 小 值 与 系统 的 平衡 位 置 重合 。 显 然 ， 这 是 一 个 
稳定 平衡 ， 系 统 的 任何 位 移 都 会 产生 一 个 力 ， 把 质点 推 回 平 

只 要 dU/dx 二 0， 系 统 就 处 于 平衡 。 如 果 是 在 U 的 极 大 
值 位 置 ，d*U/dzx* 二 0, 平衡 是 不 稳定 的 ， 正 的 位 移 产 生 正 的 
力 ， 会 使 位 移 变 大 ， 负 的 位 移 产 生 负 的 力 ， 同 样 会 使 位 移 变 
大 。 者 旦 U/dz >>0， 平衡 是 稳定 的 。 

摆 由 质量 为 痉 的 物体 和 一 根 长 为 /、 质 量 可 略 的 刚性 杆 
组 成 ,用 它 可 以 很 好 地 展示 稳定 性 。 奋 取 摆 的 底部 为 势能 夫 
点 ， 则 

U(0)=megz 
=mgl(l1— cos0) 

摆 在 9 二 0 和 0 二 x 处 是 平衡 的 。 摆 “很 乐意 ”向 下 悬垂 ， 要 
多 久 有 多 和 久 ， 但 垂直 向 上 悬垂 却 不 会 很 久 。 在 0= 王 rr 处 dU/db= 
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0, 但 是 在 那里 U 有 极 大 值 (在 9==x 处，d42UV/dpb2: 一 一 mg 到 
0)， 平 衡 是 不 稳定 的 。 


6.4 简 正 模 


在 例 6. 3 中 ， 我 们 确定 了 平衡 鸟 振动 的 频率 是 


IE aie 


术 例 中 ,我 们 证 明了 (lcosa 一 Ly 二 0 时 是 稳定 的 。 方程 
(1) 才 册 |， 是 (ea be 时 ，cw->~>0， 振 动 的 周期 变 得 
非常 长 。 在 极限 (lcosa 一 工 ) 一 0 的 情形 ， 系 统 是 中 性 平 
衡 。 若 (1cosa 一 工 ) 二 0， 系 统 是 不 稳定 的 ， 平衡 鸟 会 番 
倒 ，0 呈 指 数 式 变化 ， 而 非 简 谐 的 。 


上 面 的 例子 表明 ， 振 动 的 低频 对 应 于 系统 在 稳定 阔 值 的 
附近 操作 。 这 是 稳定 系统 的 一 个 普遍 性 质 ， 低 频 振动 对 应 于 
弱 的 回复 力 。 受 波浪 影响 的 船 在 平衡 位 置 振动 时 ， 船 的 晃动 
周期 长 的 话 会 比较 舒适 。 在 保证 稳定 性 的 前 提 下 ， 船 体 应 设 
计 得 使 重心 尽 可 能 高 。 降 低 重心 使 系统 “更 生硬 ”"， 网 动 变 得 
更 快 ， 舒 适度 降低 ， 但 是 ， 船 却 更 加 稳定 ，。 


6.4 简 正 模 


简 谐 振子 是 物理 中 最 简单 的 系统 之 一 。 再 复杂 一 点 的 是 
两 个 简 谐 振子 的 系统 。 硅 谐振 子 是 孤立 的 ， 这 种 情形 没有 多 
大 意义 ， 但 是 大 它们 之 间 有 微弱 的 相互 作用 ， 系 统 就 变 了 ， 
而 且 具 有 独特 的 性 质 。 

为 看 清 发 生 了 什么 ， 让 我 们 考虑 有 两 个 相同 摆 的 系统 ， 
摆 长 为 1、 质 量 为 m， 用 角度 91 和 0。 描述 。 在 小 角 近 似 下 ， 
sin0s0， 运 动 方程 为 


ml0 1=— lmeg0! (6. 3a) 
ml0 3s=— lmgO0 (6. 3b) 


取 wi 二 g/1， 这 些 方程 可 写 为 标准 形式 9 十 w30 一 0， 通 解 是 
0(1) 二 Asin(wot 十 $)。 和 常量 A 和 5 由 初始 条 件 确定 。 

为 了 使 两 个 摆 有 相互 作用 ， 用 一 个 劲 度 系数 为 & 的 弱 弹 
自 把 它们 耦合 起 来 。 选 择 摆 的 悬挂 点 ， 使 其 间距 为 弹 敌 的 长 
度 ， 因 而 摆 竖 直 悬 挂 时 弹簧 没有 被 拉 伸 ， 如 图 所 示 。 弹 自 连 
在 离 悬 挂 点 很 近 的 距离 * 处 ， 当 摆 运 动 时 ， 弹 得 拉 伸 的 距离 
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是 s (01 一 9z)。 运 动 方 程 为 
ml0 1=—lmge0i—ks(0—02) (6. 4a) 


ml0 2=—lmg0z+ks (0 —02) (6. 4b) 


用 ml 除 这 些 方程 ， 并 令 w? = 二 g/l, x?==ks/ml， 引 入 Q?= 
o3 十 k2 ， 方 程 (6. 4) 变 为 


0 1 十 9201 一 <20， (6. 5a) 
0 十 Q202 一 <201 (6. 5b) 

我 们 可 以 合理 地 猜想 运动 是 周期 性 的 ， 尝 试 解 的 形式 为 
01(1)=Asin(wt+y) (6. 6a) 
02(1)=Bsin(wt+$) (6. 6b) 


已 经 假设 91 和 9。 有 相同 的 时 间 依 赖 性 ， 若 它们 不 同 , 方程 
(6. 5) 就 不 能 在 所 有 时 间 都 被 满足 。 是 否 能 发 现 满足 方程 
(6. 5) 的 一 个 w 值 ， 还 要 拭目以待 。 把 方程 (6.6) 代入 方 
程 (6. 5)， 得 到 


(9 一 WA 一 52 及 (6. 7a) 
(Q2 一 o2) 忆 一 c2A (6. 7b) 
把 方程 〈6.7b) 代入 方程 〈6.7a) 可 得 


(OQ? —w2 2 =x (6. 8a) 
或 Q: 一 2 一 士 K2 (6. 8b) 
因此 ， 我 们 有 两 个 可 能 的 w。 把 Q? = 二 wi 十 k? 代 人 方程 ， 我 
们 有 
wi tr — w= (6. 9a) 
wi tr —w?=— (6. 9b) 
w? 的 解 是 
wi =wi+2x: A=—B (6. 10a) 
w* =wt A=B (6. 10b) 


显然 ， 系统 有 两 种 简单 的 周期 运动 。 在 w: 频率 ， 两 个 摆 的 摆 
动 方向 相反 ， 振 幅 相 同 。 频 率 大 于 自由 摆 的 频率 w。， 这 是 由 
于 摆 分 开 时 会 受到 相互 的 拉力 ， 靠 近 时 是 推力 ， 从 而 增 大 了 
回复 力 。 在 w_ 频率， 两 个 摆 以 相同 的 振幅 一 起 摆动 。 弹 簧 从 


6.4 简 正 模 


未 拉 伸 ， 频 率 与 自由 摆 的 相同 。 

这 两 个 运动 称 为 系统 的 简 正 模 。 一 个 耦合 振子 系统 的 一 
个 简 正 模 是 振子 的 振幅 重合 ， 振 子 的 运动 同 频 。 在 某 种 意义 
上 , 一 个 简 正 模 是 具有 独特 频率 的 新 振子 。 简 正 模 的 完全 
解 是 


模 1， 频 率 &@; = 二 Ww? 十 2x?x ，01 二 一 0 
01(1)=A, sin(w, ig:) 
Ot = dint 
模 2， 频 率 mw_ 二 wo， 0901 二 0， 
Ot)=A. Sin(wt T= 
05(t)=A_sin(w_t+$) 
耦合 振子 的 运动 方程 对 位 移 是 线性 的 ， 运 动 方程 的 解 可 
以 加 在 一 起 ， 产 生 新 的 解 。 简 正 模 的 任意 线性 组 合 可 以 加 在 
一 起 ， 所 以 系统 最 一 般 的 运动 是 
上 二 
Gat) A nw tt tS) A Saw Et) C6. LLb) 


我 们 可 以 任意 选择 振幅 A. 和 A_ .和 若 A 二 0， 则 摆 以 w, 频 
率 做 简 谐 运动 。 每 个 摆 一 般 的 运动 具有 系统 两 个 简 正 频率 的 
成 分 。 

在 耦合 振子 的 一 般 情 形 ， 简 正 模 分 析 产 生 所 有 简 正 模 的 
频率 和 相对 振幅 。 实 际 的 运动 依赖 初始 条 件 。 如 果 能 量 被 注 
入 一 种 简 正 模 ， 它 会 保持 在 那 种 模式 ， 振 子 以 各 目 特别 的 相 
对 振幅 振动 。 知 几 个 模式 被 激发 ， 则 激发 会 互相 干涉 ， 使 能 
量 在 各 个 振子 之 间 传 递 ， 如 例 6. 5 所 示 。 


例 6.5 耦合 振子 之 间 的 能 量 传递 

再 次 考虑 我 们 刚刚 讨论 的 双 摆 和 弹簧 系统 。 假 定 其 中 
一 个 摆 , 称 作 摆 1， 被 移 到 角度 go， 然后 在 1 一 0 时 释放 。 
初始 时 刻 ， 系统 所 有 的 能 量 都 在 摆 1。 问 题 是 ， 看 看 随 着 
时 间 的 流逝 关于 能 量 发 生 了 什么 。 

系统 的 初始 条 件 是 ，01(0) 二 660，02(0) 二 0。 由 于 摆 初 
始 时 刻 静 止 ， 方程 (6. 11) 中 的 相 角 是 xn/2。 解 的 形式 
是 形 如 coswt 的 解 ， 方程 (6. 11) 变 为 
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01 (t)=A,cos(w;,t)TA COs(w-_t) 
02(t)=—A,cos(w,t)A_cos(w_t) 


为 了 满足 条 件 92(0) 二 0， 我 们 取 A 二 A_ 三 9o/2。 则 


0 
01(1) = [Leos(wst) teos(w £) | (1a) 


0 
02(1)—=T[L—cos(wit)teos(wt)] 14) 


引入 平均 频率 包 二 (w,; 十 w_)/2 和 差 频 6 二 w; 一 w_， 因 而 
w+ 二 名 十 6，w_ 二 名 一 86， 可 以 把 解 写成 更 对 称 的 形式 。 利 
用 恒等式 ，cos(A 十 B)= 二 cosAcosB 一 sinAsinB， 可 将 上 面 
的 方程 改写 为 

01(t)=00cosotcos wt 

G2(t)=00sindtcos wt 
系统 以 平均 频率 只 振动 ， 但 是 振动 的 振幅 在 两 个 摆 之 间 以 
频率 8 缓慢 地 来 回 变动 。 初 始 时 刻 能 量 在 摆 1， 但 是 当 
6t 一 r/2 时 ， 能 量 已 经 转移 到 摆 2。 能量 最 终 会 回 到 摆 1。 
当 辜 合 变 弱 时 ,6 变 得 更 小 ， 转 移 能 量 需要 更 长 的 时 间 。 
尽管 如 此 ， 它 最 终 会 到 达 那 里 。 在 复杂 系统 的 机 械 设 计 中 ， 
比如 飞机 ， 需 要 注意 避免 系统 中 偶然 的 共振 。 即 使 振子 之 
闻 的 耦合 比较 弱 ， 能 量 转移 也 可 以 很 强 ， 从 而 导致 灾难 性 
的 后 果 。 


例 6.6 双 原 子 分 子 的 简 正 模 
本 例 中 ， 我 们 再 次 分 析 例 6:1 中 的 双 原 子 分 子 模型 ， 
但 却 是 从 简 正 模 的 角度 ， 其 描述 可 以 推广 到 多 原子 分 子 ， 
而 多 原子 分 子 的 力学 模型 是 原子 简化 为 质点 ， 质 点 之 间 用 
弹 算 相 连 。 双 原子 分 子 模型 化 为 两 个 质量 为 m1 和 了? 的 
质点 用 劲 度 系数 为 上 的 弹 算 相 连 。 我 们 只 考虑 沿 + 轴 的 运 
动 ， 相 应 的 坐标 是 z1 和 zz。 运动 方程 为 
mi =kL(zs—x20)— (x1— zr10)] 
mz B=—k[(xs—r20)—{ri—xi0) | 
式 中 ，Zxzi0 和 X20 是 质点 的 平衡 坐标 。 注 意 : 力 是 等 值 反 向 
的 ， 满 足 牛顿 第 三 定律 。 
通过 变换 因 变 量 消去 平衡 坐标 ， 可 以 简化 这 些 方程。 
今 Ti 二 xX; 一 Xi0， 这 里 2 二 (1,2)。 返 动 方程 则 变 为 
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由 hd 


中 
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_k(mi 十 ?22 ) 


nL 


wr 


与 我 们 的 预期 一 致 。 
现在 有 了 简 正 模 频 率 ， 解 方程 (2a) 可 得 相对 振幅 


a2/al: 

4 

Q1 122 2 
两 个 质点 运动 反 向 ,振幅 满足 线 动 量 守 恒 。 实 际 的 振幅 依 
赖 初始 条 件 。 


处 理 多 原子 分 子 模型 的 思路 相同 ， 只 是 计算 更 复杂 一 
些 ， 就 像 下 面 例 子 所 看 到 的 那样 。 然而， 最 终 的 结果 仍然 
是 用 质量 和 弹 黄 劲 度 系数 表示 的 简 正 模 频 率 w;。 重 要 的 
是 ，wi 只 是 系统 可 能 的 非 平庸 振动 频率 ， 任 何 可 能 的 运动 
则 是 简 正 模 的 线性 组 合 : 


N 一 ] 

> Aisin(wit + $i) 

i=1 
振幅 Ai 和 相 角 5$; 依赖 初始 条 件 。 容 易 证 明 ， 一 个 简 正 模 
的 总 能 量 正比 于 A?。 


例 6.7 二 和 氧化 碳 的 直线 振动 
六 有 。 诡 久 CO* 是 一 个 直线 分 子 ， 中 心 砚 原 子 的 两 边 各 有 一 趟 元 
子 。 只 考虑 直线 振动 ， 这 个 质点 - 弹 黄 模型 有 三 个 质量 
m、M 和 m， 两 个 弹簧， 如 图 所 示 。 两 个 弹 筑 有 相同 的 劲 
度 系数 ， 代 表 碳 - 氧 键 。 
原子 相对 平衡 位 置 的 偏离 用 Zi、Zz2z 和 X3 表示 ， 运 动 
方程 是 


1 (1a) 
1 et ey (1b) 


m 3=—k(zx3—z2) (le) 


定义 频率 wo 二 VER/m 和 (20 二 VE/M 可 以 简化 表示 ， 上 述 方 
程 变 为 


6.5 碰撞 与 守恒 律 


交 ] 十 ws (2Z1 一 过 2) 一 0 
Ys 二 (025 (2729 1 一 7x2)=0 
3 +wo(xs—x2)=0 


如 果 我 们 寻找 形 如 工 二 asin(wt 十 $5) 的 解 ， 可 得 


wiai—ws (a1~—as)=0 (2a) 
was—Ql(2as—al—as)=0 (2b) 
wiasa—ws(a3—as)=0 (2c) 


确定 满足 这 些 方程 或 者 任意 数目 这 样 耦合 的 方程 的 2? 值 ， 
有 一 个 通用 的 方法 ， 但 是 这 里 我 们 直接 计算 ， 就 能 找到 方 
程 的 解 。( 通 用 的 方法 涉及 确定 系数 行列 式 的 根 ， 这 是 线性 
代数 里 求解 齐 次 方程 的 众所周知 的 结果 。) 

车 az 关 0， 则 方程 (2a) 和 (2c) 给 出 al 二 a3 二 
一 [w?/@? 一 w?)]as。 把 这 些 代入 方程 (2b)， 可 得 


wi (ww 2m =0 (3) 


w 一 0 是 一 个 解 ， 但 不 是 简 正 模 ; 若 艾 二 0， 则 工 二 xo 十 
vt。 这 个 解 描述 了 自由 分 子 质 心 的 运动 。 方 程 (3) 的 第 二 个 
根 是 W 一 Wai 士 298 。 这 是 一 个 反对 称 模 ， 如 图 (a) 所 示 ， 两 
个 氧 原 子 沿 一 个 方向 运动 ， 而 碳 原 子 没 相反 的 方向 运动 。 由 方 
程 (2a) 可 得 ， 碳 和 和 氧 运动 的 相对 振幅 是 _ ai/az 一 一 0/201 王 
一 M/2m， 为 了 总 动量 守恒 ， 这 也 是 我 们 期 待 的 结果 。 

剩 下 的 解 属 于 对 称 的 情形 : az 王 0，al 王 一 &3 和 一 
mo。 这 里 瑞 原 子 保持 不 动 ， 氧 原子 以 频率 四 沿 相 反 的 方向 
运动 ;如 图 (b) 所 示 。 


6.5 磁 撞 与 守恒 律 


20 世纪 初 ， 英 国 曼 彻 斯 特大 学 的 上 户 蕊 福 和 他 的 同事 完成 
的 实验 将 物理 引 向 了 延续 至 今 的 一 条 道路 。 他 们 用 放射 性 元 


a) 


b) 
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素 发 出 的 高 能 c 射线 〈 He 原子 核 ) 麦 击 金属 稍 片 。 大 部 分 
a 射线 偏转 (“散射”) 的 角度 很 小 ,但 是 实验 人 员 惊 讶 地 发 
现 ， 有 些 a 射线 散射 的 角度 非常 大 ， 从 箱 片 处 反弹 回来 。 户 


瑟 福 说 ， 这 就 像 雹 弹 被 一 张 纸 反弹 回来 一 样 难以 置信 。 对 这 


些 实 验 的 解释 导致 了 我 们 的 原子 模型 : 包含 大 部 分 质量 的 致 
密 微小 的 核 被 电子 云 环 绕 。 从 这 个 开创 性 的 工作 开始 ， 物 理 
学 家 一 直 利 用 碰撞 和 散射 实验 研究 粒子 的 性 质 ， 例 如 ， 探 索 
粒子 的 作用 力 或 者 它们 的 电荷 或 质量 如 何 分 布 。 已 建造 的 大 
型 强 子 对 撞 机 ， 是 坐落 于 法 国 -瑞士 边界 日 内 瓦 附近 的 直径 
8500 m 的 环形 质子 加 速 莫 ， 用 于 碰撞 高 能 质子 ， 引 起 的 反应 
有 可 能 揭示 理论 预言 的 粒子 或 菜 些 新 的 物理 现象 。 

本 市 我 们 利用 守恒 律 导 出 所 有 碰撞 都 满足 的 一 般 结果 ， 
与 所 涉及 的 作用 力 性 质 无 关 。 这 里 我 们 只 用 非 相 对 论 (“经 
典 ”) 力学 ， 而 碰撞 的 相对 论处 理 留 到 第 13 章 。 相 对 论 效应 
典型 地 依赖 于 因子 V1 一 zz/c2z ， 这 里 v 是 质点 的 速度 ， ec 是 
光速 。 夺 w/c* 之 1， 则 经 典 力 学 高 精度 成 立 。 这 个 判 据 的 
为 一 种 表述 是 ， 质点 的 经 典 动 能 与 静 质 量 能 二 moc? 的 
比率 : 


2X 经 典 动 能 _mov?_v? 。 | 
静 质 量 能 moc” C2 


则 经 典 力 学 精确 成 立 。 

粒子 的 静 质 量 mo。 是 粒子 静止 时 的 质量 。 利 用 EE 二 moc?， 
静 质 量 通常 用 能 量 单位 表示 : 对 于 电子 ，mo 是 0. 51 MeV:; 
对 于 质子 ，mo 是 938 MeV。 大 型 强 子 对 撞 机 可 以 把 质子 加 
速 到 能 量 高 达 14 TeV。 在 这 个 能 区 的 碰撞 是 强 相 对 论 性 的 ， 
但 是 守恒 律 (适用 于 相对 论 力学 的 ) 依然 成 立 。 


6. 5. 1 釉 撞 的 阶段 
图 中 显示 了 两 个 粒子 碰撞 期 间 的 三 个 阶段 。 


(a) (b) (5) 


6.5 碰撞 与 守恒 律 


在 图 (a) 中 ， 早 在 碰撞 之 前 ， 每 个 粒子 实际 上 都 是 自由 
的 ， 因 为 相互 作用 力 通 第 只 在 距离 很 小 时 才 重 要 。 当 粒子 接 
近 时 ， 如 图 (b) 所 示 ， 由 于 相互 作用 ， 每 个 粒子 的 动量 和 
能 量 会 改变 。 最 终 ， 碰 撞 结 束 后 ， 如 图 (c) 所 示 ， 粒 子 再 次 
目 由 ， 以 新 的 方向 和 速度 沿 着 直线 运动 。 实 验 上 ， 我 们 一 般 
已 知 初 始 速度 w1 和 vvz;， 通 第 一 个 粒子 初始 时 静止 在 靶 上 ， 被 
己 知 能 量 的 粒子 麦 击 。 实 验 则 是 以 合适 的 粒子 探测 器 测量 未 
速度 v1 和 wz。 

假设 外 力 可 上 略 去 不 计 ， 总 动量 是 守恒 的 ， 我们 有 

本 一 
对 于 两 体 碰撞 ， 这 变 为 
mivi 二 m2zv2 一 7721 也 十 7722 v2 (6 12) 
方程 (6. 12) 等 价 于 三 个 标量 方程 。 然 而 ，wv1 和 ws 的 分 量 包 
含 六 个 未 知 量 ， 所 以 一 个 完全 解 还 需要 男 外 三 个 方程 。 我 们 
下 面 马 上 要 说 明 ， 能 量 方程 提供 了 速度 之 间 的 一 个 附加 关系 。 


6. 5.2 弹性 碰撞 与 非 弹性 碰撞 


考虑 在 直线 型 气垫 导轨 上 具有 相同 质量 M、 配 有 弹簧 的 
两 个 滑 块 的 碰撞 。 

假定 初始 时 滑 块 1 有 速率 ww， 滑 块 2 静止 。 碰 撞 后 ， 清 
块 1 静止 ， 滑 块 2 以 速率 v 向 右 运动 。 显 然 ， 动量 是 守恒 的 ; 
两 个 物体 的 总 动能 Mv?*/2， 磁 撞 前 后 是 相同 的 。 总 动能 不 变 
的 碰撞 称 为 弹性 碰撞 。 者 相互 作用 力 是 保守 的 ， 像 本 例 中 的 
弹性 力 ， 碰 撞 就 是 弹性 的 。 

第 二 个 实验 ， 取 相同 的 两 个 滑 块 ， 用 黏 性 的 腻子 块 取代 
阐 自 。 像 以 前 那样 ， 让 滑 块 2 初始 时 静止 。 

碰撞 后 ， 滑 块 黏 在 一 起 ， 以 速率 w 离开 。 由 动量 守恒 ， 
Mv 二 2Mwv ， 所 以 v =z/2。 系 统 的 初始 动能 是 Mu2/2， 但 
未 态 动能 是 (2M)vw 2 /2 王 Mv2:/4。 在 这 个 碰撞 中 ， 动 能 只 是 
磁 前 的 一 半 。 动 能 的 改变 是 由 于 相互 作用 力 是 非 保守 的 ; 一 
部 分 初始 动能 在 碰撞 中 转化 为 腻子 块 中 的 随机 热能 。 总 动能 
不 守恒 的 碰撞 称 为 非 弹性 碰撞 。 

虽然 任何 系统 的 总 能 量 永远 是 守恒 的 ， 但 碰撞 中 一 部 分 
动能 却 有 可 能 转化 为 其 他 的 形式 。 考 虑 到 这 一 点 ， 碰 撞 的 能 
量 守 恒 方 程 可 写 为 
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K;=Ki++Q (6. 13) 
这 里 ，Q 二 Ki 一 Kt 是 转化 为 其 他 形式 的 动能 。 对 于 两 体 碰 
撞 ， 方程 (6. 13) 变 为 


] ] l , ] 
1V1 m2v2 = mv Fm? TE 6.14) 


在 日 常 尺 度 的 大 多 数 磁 撞 中 动能 都 会 损失 ，Q 是 正 的 ， 
然而 ， 如 果 系 统 的 内 能 在 碰撞 中 转化 为 动能 ，Q 可 以 是 负 
的 。 这 样 的 碰撞 有 时 称 为 超 弹 性 一 一 出 来 粒子 的 动能 大 于 进 
入 粒子 的 。 它 们 在 原子 和 原子 核 物 理 中 很 重要 ; 在 许多 核 反 
应 中 ， 生 成 物 的 总 质量 小 于 反应 物 的 总 质量 。 根 据 第 13 章 所 
讨论 的 狭义 相对 论 ，Q 王 (M 生 成 物 一 M 反 应 物 )c2 一 Ac2 一 0。 
超 弹性 在 日 帝 生 活 中 很 少 遇 到 ， 但 是 两 个 疙 起 的 捕 鼠 器 之 间 
的 碰撞 就 属于 这 样 的 例子 ， 储 存在 弹 得 中 的 能 量 被 释放 。 


6. 5.3 一 维 磁 撞 


在 两 体 碰撞 中 限定 质点 沿 一 条 直线 运动 ， 守 恒 律 的 方程 
(6. 12) 和 (6. 14) 完全 确定 了 末 态 速度 ， 与 相互 作用 力 的 性 
质 无 关 。 按 图 中 所 示 的 速度 ， 守 恒 律 给 出 ; 


mi Di Mm 有 » 动量 : 
一 一 OO 
碰 前 m1ivVi 二 m2v2 一 7 十 7 了 2 
一 一 一 一 一 一 Dre es es 能 量 : 
磁 后 
| , ] ] ] 
Dmivit mv = Fmv 1 十 施加 2w3 十 Q 


由 这 些 方 程 可 解 出 用 mr; 、mr2 、v1、vs 和 Q 表示 的 v1 和 
v2 。 下 面 的 例子 展示 了 这 个 过 程 。 


例 6.8 两 球 的 弹性 磁 撞 人 
考虑 质量 分 别 为 ml 和 ms 的 两 球 的 一 维 弹性 碰撞 ， 
ms 二 3m1i。 假 定 碰 前 两 球 有 等 值 反 向 的 速度 vv。 问 题 是 确 
-一 一 ( )------ 定 末 速度 。 
三 前 由 守恒 律 得 到 
a 时 则 - miv—3m1iv=m1ivi 十 3m1v? ei GL) 


mv TIm)v smiv It (mi)v 3 (2) 


可 以 利用 方程 (1) 消去 vw!， 
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v1 二 一 2v 一 3v9 (3) 
把 方程 (3) 代入 方程 (2)， 得 到 
4v?=(—2v—3v2)? 十 3v'3 
eh 
或 者 
0=12vvs 十 12v'3 (4) 
方程 (4) 有 两 个 解 ，v4 二 一 v 和 二 0。wv1 的 相应 值 可 从 
方程 (3) 得 到 。 


解 1 : 
v1 = 
Vw 
V2 三 一 V 
解 2 : 
2 一 一 25 
v2 =0 


可 以 看 央 ， 解 1 简单 重复 了 初始 条 件 ; 两 球 简单 地 擦 肩 而 
过 。 在 这 类 问题 中 ， 我 们 总 是 得 到 这 样 的 平 良 “ 解 "， 因 为 
初速 度 明 显 满足 守恒 律 方程 。 

解 2 是 非 平庸 的 。 这 个 解 表 明 ， 碰 撞 后 ，mai 向 左 以 两 
倍 的 初始 速率 运动 ， 较 重 的 球 则 静止 。 


6.5.4 础 撞 和 质心 坐标 系 


在 质心 (C) 坐标 系 中 处 理 三 维 碰撞 问题 常常 比 在 实验 
室 〈L) 坐标 系 中 简单 一 些 。 
考虑 质量 分 别 为 mi 和 mz 的 两 个 质点 ， 速 度 分 别 为 ml 
和 vw2。 质 心 速度 V 是 
_ mivi Tm2v 

m1 二 m2 
如 速度 图 所 示 、YV 位 于 vi 和 mwz 的 连 线 上 。 
C 系 中 的 速度 为 

大 Me 一 一 全 


771 2 


一 一 (v1 一 了 2 ) 
m1 二 272 
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和 
v2 二 vs—V 
=— (v1—v) 
mi 十 mo， ol 


vic 和 vz. 背靠背 沿 着 相对 速度 v 二 vi 一 vz 的 方 问 。 
C 系 中 的 动量 为 
Plc~—mi1iVlec 
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wns (| —Vw2) 


D2e — 2 U2e 


-mimo2? 
a (VV 
mi 二 mo 


=— jv 
这 里 ， yy 二 mim2z/(mi 十 m2)， 是 系统 的 约 化 质量 ， 是 两 质点 
系统 质量 的 自然 单位 。C 系 中 总 动量 为 零 ， 与 预期 一 致 。 

L 系 中 的 总 动量 是 

miv1i 二 m2zv2 = (mi+mz)V 
由 于 总 动量 在 任何 碰撞 中 都 守恒 ， 所 以 Y 是 和 常量。 我 们 可 利 
用 这 个 结果 将 碰 前 和 碰 后 的 速度 矢量 形象 化 。 

图 a) 显示 了 碰 前 、 碰 后 两 质点 的 轨道 和 速度 。 图 b) 显 
示 了 上 系 和 C 系 中 的 初始 速度 。 所 有 的 矢量 都 位 于 同一 个 平 
面 ，vic 和 wz 必须 背靠背 ， 因 为 C 系 中 的 总 动量 为 零 。 图 c) 
中 ， 碰 撞 后 C 系 中 的 速度 再 次 背靠背 。 图 c) 也 显示 了 世系 
中 的 末 速 度 。 注 意 ， c) 中 的 平面 不 一 定 是 图 a) 中 的 
平面 5 

显然 ， 在 世系 中 初 、 末 速度 的 几何 关系 是 很 复杂 的 。 幸 
运 的 是 ，C 系 中 的 情形 就 简单 得 多 。C 系 中 的 初 、 末 速度 确 
定 了 一 个 平面 ， 称 为 散射 面 。 在 这 个 平面 中 ， 每 个 质点 偏转 
同样 的 散射 角 @。 

为 了 计算 散射 角 B@， 必 须 已 知 相 互 作 用 力 。 反 过 来 ， 通 
过 测量 偏转 ， 我 们 可 以 了 解 相 互 作 用 力 。 然 而 ,这 里 我 们 简 
单 假设 在 C 系 中 相互 作用 已 经 产生 了 一 些 偏转 。 

右 碰 撞 是 弹性 的 ， 就 会 导致 重要 的 简化 。 对 于 弹性 碰撞 ， 
能 量 守 恒 应 用 到 C 系 中 给 出 


1 ] 
六 > /12 /2 
9 ls | 2 272c M1VU]c 12U 92. 
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系 中 总 动量 守恒 9 因而 有 
mivic 一 ?2 一 0 
mivlc —m2 v2 一 0 


利用 动量 守恒 ， 从 能 量 方程 中 消去 wzc 和 ze ， 得 到 


类 似 地 有 


在 一 个 弹性 碰撞 中 ，C 系 中 每 个 质点 的 速率 在 碰撞 前 后 都 一 
样 ; 速度 天 量 简单 地 在 散射 面 内 转动 。 在 许多 实验 中 ， 其 中 
一 个 质点 ， 比 如 mmx: ， 初 始 时 静止 在 实验 室 。 


| 
PA [2 
从 碰 前 的 条 件 ， 我 们 有 yi. 
Ws WY ~ em en ee ee Be>— 
A V2 Wh 


We 一] = 


77 2 


m1 十 m2 


Wo 一 = 


1 


了 1 
mi 二 mo 


图 中 显示 了 在 C 系 和 工 系 中 碰撞 后 的 速度 。wi 在 工 系 中 


偏转 角度 01，v 在 L 系 中 偏转 角度 9;。 由 于 这 些 角度 是 在 L 2 
系 中 ， 原 则 上 它们 在 实验 室 中 是 可 测量 的 。 速 度 图 可 用 来 把 本 
91 和 0。 与 散射 角 @ 联系 起 来 ， 就 如 例 6. 9 所 示 。 -os 


例 4 6 9 寺前 的 限 负 
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与 v1 平行 。C 系 中 的 初速 度 是 


M2 


Ve = 


mi 二 12 


(2) 


mi 


1 | 


m1 十 7722 
假设 mi 在 C 系 中 的 散射 角 是 日 。 
从 速度 图 可 以 看 出 ， 入 射 粒 子 的 实验 室 散 射 角 为 


/ [ 
vl SIinG 


V 十 ulocos@ 
由 于 是 弹性 散射 ， vlc =U 因此 


tang0il 一 


Vie sin@ 


Jae Viiv cosQ 


村 sing - 
(VY/ulec) 十 cos@ 
由 方程 《1 和 也 V/vi =mi/ms. 因此 
sin@ 
m1 /mo ) 十 COSO 
散射 角 @ 依赖 相互 作用 的 细节 ， 人 和 但 是 一 般 来 说 ， 它 可 
取 和 任意 值 。 若 m1 二 1mrx2， 由 方程 (3) 或 者 图 a) 中 的 几何 
构造 ， 01 有 是 不 受 限 的 。 然而 ， 若 1 记 mz， 情况 则 完全 不 


(3) 


tanlbl 一 


同 。 在 这 种 情形 下 ，01 不 会 大 于 确定 的 角度 Bismax。 如 图 


b) 所 示 ， 当 v1 与 v 先 垂直 时 ，01 取 最 大 角度 。 在 这 种 情 
形 ，sin0i,max 二 vie/V 三 mz/mi。 若 讽 1 泛 m2， 则 Qi,max 人 < 


mz/m1i， 且 在 L 系 中 最 大 散射 角 趋 于 零 。 


习 题 


简单 的 说 明 : 如 图 a) 所 示 , 著 7alyV/az<1， 这 就 好 像 一 股 
石子 流 被 保龄球 弹 开 ; 五 子 沿 所 有 方向 散射 ; 另 一 方面 ， 
若 运动 的 保龄球 弄 散 石子 ， 则 miy/my 六 1， 保 龄 球 几 乎 一 
点 也 不 偏转 ， 继 续 它 原来 的 路 线 。 

方程 〈(3) 的 特例 是 m1/m2z 二 1， 则 


人 2 
1 十 cosO 
一 tan(B/2) 
所 以 
01=@/2 
习 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
6.1 引力 产生 的 珠子 的 振荡 

质量 为 m 的 珠子 可 沿 位 于 xz 轴 的 光滑 细 杆 无 摩擦 地 滑 
动 。 细 杆 到 质量 均 为 M 的 两 球 的 距离 相同 。 如 图 所 示 ， 球 位 
于 zx 一 0，y 一 土 c ， 对 珠子 有 引力 作用 。 

确定 珠子 在 原点 的 小 振动 频率 。 
6.2 受 两 力 的 质点 的 振荡 

质量 为 m 的 质点 治 正 Z 轴 做 一 维 运 动 。 它 受到 一 个 大 小 
为 B、 指 问 原点 的 恒 力 和 一 个 大 小 为 A/zx? 的 平方 反比 斥 力 
作用 。 

在 平衡 点 zo 的 小 振动 频率 是 多 少 ? 
6.3 简 正 模 与 对 称 性 

如 图 所 示 ， 质 量 为 m 的 四 个 全 同 质点 用 三 个 劲 度 系数 均 
为 & 的 相同 弹 黄 相连 ， 并 限定 在 一 条 直线 上 运动 。 


这 个 问题 有 高 度 的 对 称 性 ， 无 须 宛 长 的 计算 ， 你 通过 观 


察 ， 就 可 以 猜 出 简 正 模 运 动 。 一 旦 知道 了 简 正 模 的 相对 振幅 ， 
就 可 以 直接 得 到 人 简 正 模 的 振动 频率 。 

由 于 对 称 性 ， 简 正 模 的 振幅 必须 满足 zl 三 十 zt 和 ?一 
十 x3。 为 一 个 条 件 是 质心 保持 静止 。 可 能 性 是 : 
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m m m1 ml 


Gy 和 (z=) 

(Wu 三 = 利 丰 二 8 一 让) 

简 正 模 方 程 产生 三 个 可 能 的 非 平 庸 振 动 频率 和 三 个 相应 
的 简 正 模 。 确 定 简 正 模 的 频率 。 为 方便 起 见 ， 可 利用 无 量 纲 
参量 8 二 w? /wo， 式 中 w 是 待定 频率 ，wo 夺 Vk/m 。 

6.4 反弹 球 * 

一 个 球 落 到 地 板 上 反弹 ， 最终 达到 静止 。 球 与 地 板 的 碰 
撞 是 非 弹性 的 ; 每 次 碰撞 后 的 速率 是 磁 前 速率 的 e 售 ， 这 里 
< 之] (e 称 作 恢 复 系数 )。 夺 第 一 次 反弹 前 的 速率 是 vo。， 确 定 
达到 静止 的 时 间 。 

6.5 弹 珠 和 超级 球 

质量 为 m 的 小 球 放 在 质量 为 M 的 “超级 球 ” 顶 部 ， 两 
球 从 高 度 h 处 落 到 地 板 上 。 小 球 碰 后 能 升 多 高 ? 假定 与 超级 
球 的 碰撞 是 弹性 的 ， 且 mm 之 M。 为 使 问题 形象 化 ， 假 定 当 超 
级 球 撞击 地 板 时 ， 两 球 略微 分 开 。( 如 果 你 对 结果 吃惊 ， 试 着 
用 弹 珠 和 超级 球 演 示 这 个 问题 。) 

6.6 三 车 相 撞 

车 B 和 车 C 都 静止 ， 且 未 拉 起 手刹 。 车 A 高 速 撞 到 
 ” 车 B 上 ,再 推荐 车 B 撞 车 C。 夺 碰撞 是 完全 非 弹 性 的 ， 当 
四 车 C 被 撞 后 ， 初 始 能 量 的 多 大 一 部 分 被 损失 ? 车 初始 时 都 
_ 样 ， 

6.7 质子 碰撞 

质子 与 静止 的 未 知 粒子 发 生 正 磁 。 质 子 以 初始 动能 的 4/9 
直线 弹 回 。 

确定 未 知 粒子 与 质子 的 质量 比 ， 假 定 碰撞 是 弹性 的 。 
6.8 m 与 M 的 碰撞 

质量 为 m 的 质点 以 初速 率 vo 与 未 知 质量 为 M 的 质点 弹 
性 碰撞 ，M 来 目 相 反 的 方向 ， 如 图 所 示 。 碰 后 冯 的 速率 为 
0/2， 与 人 射 方向 呈 直 角 ，M 沿 着 图 示 方 向 离开 。 确 定 质量 
比 M /zz 。 

6.9 m 和 2m 的 碰撞 

质量 为 m 的 质点 A 有 初速 率 wo， 与 初始 静止 、 质 量 为 

2m 的 质点 B 碰撞 后 ， 质 点 沿 着 图 示 的 路 线 运 动 。 确 定 0。 


6. 10 L 系 中 的 核反应 
在 工 系 中 ， 质 量 为 mi 的 粒子 以 动能 已; 撞击 初始 静止 、 
质量 为 m2 的 粒子 。 发 生 的 核反应 释放 出 角度 为 2、 能 量 为 
E; 和 质量 为 m3 的 粒子 与 角度 为 点、 能量 为 下 和 质量 为 ma 
的 粒子 。 (角度 是 L 系 中 测 得 的 与 人 射线 的 夹 角 ,) 4 和 EE 
是 未 测量 的 。 

确定 反应 中 释放 的 能 量 Q 的 表达 式 ， 用 质量 、 能 量 EI 
和 3 以 及 角 0 表示 。 

6.11 铀 裂变 

在 核反应 堆 发 电厂 中 ， 慢 (“ 热 "”) 中 子 有 更 大 的 可 能 性 
与 燃料 棒 中 的 铀 -235 反应 。 铀 -235 紧 接着 裂变 ， 非 对 称 地 分 
成 轻 的 一 块 (最 可 能 是 急 ”Sr) 和 重 的 一 块 (最 可 能 是 筷 
Xe)， 同 时 释放 能 量 170 MeV 。 

裂变 也 产生 几 个 快 中 子 。 当 这 些 中 子 穿 过 慢 化 剂 ， 可 能 
是 氨 、 石 墨 或 者 就 是 普通 的 水 ， 通 过 碰撞 , 减 慢 到 热 速 率 。 
一 旦 变 慢 ， 它 们 可 以 引发 额外 的 裂变 ， 最终 这 个 过 程 变 为 自 
持 的 链 式 反应 

(a) 裂变 后 i 
中 子 带 走 的 能 量 。 

(b) 一 个 1 keV 的 快 中 子 (相对 质量 1) 在 慢 化 剂 中 与 
静止 的 氨 原 子 : He (相对 质量 4) 弹性 碰撞 。 中 子 损失 的 最 大 
能 量 是 多 少 ? 

6. 12 ”和 毛 聚 变 

太阳 产生 的 大 部 分 能 量 来 自 一 个 核反应 链 ， 以 两 个 普通 
氧 原子 !H 的 聚变 开始 。 太 阳 中 的 这 个 过 程 需 要 高 密度 (大 
约 是 地 球 上 水 密度 的 160 倍 ) 和 极 高 的 温度 (大 约 是 1.5 义 
10” K)。 这 些 条 件 使 核能 抵抗 库仑 斥 力 ， 充 分 接近 ， 以 允许 
核 进 入 强 核 力 的 作用 范围 。 

地 球 上 产生 聚变 能 量 的 努力 主要 集中 于 氢 的 两 个 重 同 位 


条 人 隔 攻 局， 仙 *DD (一 个 质子、 一 个 中 子 》 和 和 ST (一 个 质 


Ei 
2D 十 3T->4 He 十 In 十 17. 6 MeV 
生成 物 是 :He 〈 相 对 质量 4) 和 一 个 中 子 (相对 质量 1)。 
生成 物 的 能 量 是 多 少 ? 用 MeV 表示 。 气 和 和 气 基 本 上 是 


235 


236 


静止 的 。 
6. 13 a 射线 与 锂 的 核反应 * 
一 个 锂 的 薄 靶 被 能 量 为 Eo 的 所 原子 核 (a 射线 ) 复 击 。 


锂 核 初始 时 在 贰 上 静止 ， 且 基本 上 是 未 束缚 的 。 当 a 射线 进 


人 和信 锂 核 后 ， 核 反应 发 生 ， 复 合 核 分 成 硼 核 和 中 子 。 碰 撞 是 非 
弹性 的 ， 末 动能 比 Eo 少 2.8 MeV。 粒 子 的 相对 质量 是 : 锂 ， 
质量 7; 硼 ， 质量 10; 中 子 , 质量 1。 反 应 可 写 为 

7Li 十 4 He->10B 十 in 一 2. 8 MeV 

(a) 正 o, 半 是 多 少 ? Eo, 六 是 可 以 产生 中 子 的 Eo 最 小 值 。 

(b) 证 明 ， 若 人 射 能 量 在 Eo, 轴 二 Eo 三 Eo, 六 十 0. 27 MeV 
范围 内 ， 回 前 弹出 的 中 子 能 量 并 不 相同 ， 但 是 只 能 取 两 个 可 
能 值 之 一 。 (在 C 系 中 看 这 个 反应 ， 你 可 以 理解 这 两 组 是 怎 
么 来 的 。) 

6. 14 墙壁 之 间 反 弹 的 超级 球 ， 

如 图 所 示 ， 质 量 为 m 的 超级 球 以 速率 wv 在 平行 的 两 个 墙 
壁 之 加 来 回 反 弹 。 墙 壁 初 始 时 的 间距 为 2。 引 力 可 略 ， 碰 撞 
是 完全 弹性 的 。 

(a) 确定 每 个 壁 上 的 时 间 平 均 作 用 力 下 。 

(b) 如 果 一 个 面 朝 另 一 个 以 速率 V 和 v 缓慢 移动 ， 由 于 
两 次 碰撞 的 距离 变 短 ， 球 与 运动 面 碰撞 时 速率 变 大 ， 碰 撞 比 
率 会 增加 。 证 明 


并 确定 v(x)。 
(c) 确定 在 距离 x 时 的 平均 力 。 
6. 15 质心 能 量 
证 明 质 量 分 别 为 M 和 Mb 的 两 个 无 相互 作用 质点 的 能 


量 可 写 为 E 一 Eo 十 E'， 这 里 Eo 二 二 MV? 是 质心 运动 的 能 


ee 
量 , 上 上 = gpVs 是 上 系 中 的 能 量 ,，M 一 M。 十 M,，V 是 LL 系 


中 质心 的 速度 ，V. 是 质点 的 相对 速度 。 
6.16 C 系 和 | 系 之 间 的 变换 * 

质量 为 m、 速 率 为 vo 的 粒子 与 初始 时 静止 、 质 量 为 M 
的 粒子 发 生 弹 性 碰撞 ， 在 C 系 中 以 8 角 散 射 。 


(a) 确定 在 L 系 中 mm 粒 子 的 末 速 度 。 
(b) 确定 mx 粒子 动能 的 相对 损失 。 


6. 17 ”碰撞 球 
如 图 所 示 ， 质 量 分 别 为 m 和 2m 的 两 个 球 从 垂直 的 方向 和 
以 相同 的 速率 v 接近 并 碰撞 。 磁 撞 后 ， 重 球 以 同样 的 速率 w 


运动 ， 但 是 向 下 ， 与 初始 方向 垂直 。 轻 球 以 速率 U 运动 ， 运 
动 方向 与 水 平方 向 的 夹 角 为 6。 假定 碰撞 中 无 外 力 。 

(a) 计算 轻 球 的 末 速 率 U 和 角度 0。 

(b) 确定 碰撞 中 两 球 的 动能 损失 或 增加 了 多 少 。 这 个 碰 
撞 是 弹性 的 、 非 弹性 的 还 是 超 弹 性 的 ? 
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7.1 简介 


目前 ,我们 关于 力学 原理 的 讨论 忽略 了 一 个 重要 的 问 
如， 考虑 常见 的 修 修 球 ， 当 线 轴 缠 绕 
或 解 开 时 ， 它 会 沿 着 线 上 下 跑 动 。 原 则 上 ， 我们 可 以 预言 运 
动 ， 悠 悠 球 的 每 个 质点 都 满足 牛顿 定律 。 运 动 是 简单 的 ， 但 
若 想 逐 点 分 析 它 就 很 快 会 陷 人 绝望 的 处 境 。 为 了 处 理 作为 整 
体 的 扩展 物体 的 转动 ， 我 们 需要 发 展 一 种 简单 的 方法 ,这 就 
是 本 章 的 目的 。 

在 解决 平 动 问 题 时 ， 我 们 引入 了 力 、 线 动量 和 质心 的 概 
念 。 在 本 章 ， 对 于 转动 ， 我 们 恰好 引入 类 似 的 概念 : 力矩 、 
角 动 量 和 转动 惯量 。 

我 们 的 目标 更 为 远大 ， 而 不 仅仅 限于 理解 悠悠 球 的 运动 。 
ns Ns 找到 分 析 刚 体 运 
动 的 一 般 方法 。 我 们 会 高 兴 地 看 到 ， 这 个 问题 可 以 分 为 两 个 
更 简单 的 问题 一 一 确定 质心 的 运动 ， 这 个 问题 我 们 已 经 解决 ; 
确定 刚体 绕 质 心 的 转动 ， ti 这 种 分 解 的 合 
理性 就 是 所 谓 的 沙 勒 定理 ， 这 个 刚体 运动 的 定理 说 明 ， 刚 体 
erties 动 : 质心 的 平 动 和 绕 
质心 的 转动 。 花 几 分 钟 玩 玩 书 或 合子 之 类 的 刚体 就 可 以 使 你 
确信 这 样 的 分 解 是 可 行 的 。 注 意 : 定理 并 未 说 这 是 表示 一 般 
位 移 的 唯一 方法 一 一 只 是 说 这 是 这 么 做 的 一 种 可 能 方式 。 沙 
勒 定理 的 正式 证 明 放 在 本 章 末 的 注释 7.1 中 ,但 是 证 明 在 我 
们 的 讨论 中 不 是 必要 的 ,重要 的 是 能 够 把 任意 的 位 移 形 象 化 
为 单一 平 动 和 单一 转动 的 组 合 。 


a) 


参考 插图 ， 为 把 物体 从 位 置 a) 带 到 新 的 位 置 b)， 首 先 


7.2 质点 的 角 动 量 


平 动 它 使 得 质心 与 质心 的 新 位 置 重合 ， 再 绕 通 过 质心 的 合适 
的 轴 转动 ， 使 得 物体 处 于 所 要 的 位 置 。 

暂时 离开 扩展 物体 一 会 儿 ， 遵 循 物理 的 伟大 传统 ， 我 们 
从 可 能 的 最 简单 系统 一 一 质点 开始 。 由 于 质点 没有 大 小 ， 它 
在 空间 的 方位 是 没有 意义 的 ， 我 们 只 需 考 虑 平 动 。 然 而 ， 质 
点 运动 对 引入 角 动 量 和 力矩 的 概念 是 有 用 的 。 我 们 最 终 会 进 
一 步 接触 更 复杂 的 系统 ， 在 第 8 章 讨论 刚体 的 一 般 运动 。 


7.2 质点 的 角 动 量 


相对 给 定 的 坐标 系 ， 质 点 具有 动量 p,， 位 天 r， 质 点 角 

动量 的 正式 定义 为 

L=rxp (Fs 1) 
在 国际 单位 制 中 ， 角 动量 的 单位 是 kg， m?*/s， 在 CGS 中 是 
g* cm*/s。 这些 单 位 没有 专用 的 名 称 。 

角 动 量 的 两 个 方面 值得 一 评 。 首 先 , 三 明确 包含 位 置 矢 
量 r。 因 而 工 的 值 不 仅 依 赖 质点 的 运动 ， 而 且 也 依赖 相对 特 
定 坐 标 系 原点 的 质点 位 置 。 这 与 线 动量 p 的 情形 相反 ，p 与 
坐标 系 无 关 。 结 果 ， 只 谈论 质点 的 角 动 量 是 没有 意义 的 ， 还 
必须 确定 坐标 系 。 

角 动 量 第 二 个 非 同 寻常 的 方面 是 ， 它 是 我 们 遇 到 的 第 一 
个 涉及 又 积 的 物理 量 。 你 可 能 回想 起 第 1 草 ，r Xp 是 一 个 矢 
量 ， 大 小 为 |r||p |sina， 这 里 a 是 r 和 p 之 间 的 夹 角 。 

角 动 量 最 不 直观 的 方面 可 能 是 它 的 方向 。 矢 量 ” 和 p 确 
定 了 一 个 平面 《有 时 称 作 运动 平面 )， 根 据 又 积 的 性 质 , 工 垂 
直 这 个 平面 。 虽 然 角 动量 的 这 个 定义 不 是 特别 “自然 ”"， 我 们 
将 看 到 ， 这 样 定义 的 工 却 满足 一 个 简单 却 很 重要 的 动力 学 
方程 。 

图 中 显示 了 质点 的 轨道 、 瞬 时 位 置 和 动量 。 三 =rXP 垂 
直 r 和 中 的 平面 ， 治 着 按 矢 量 乘法 的 右手 定 则 所 确定 的 方向 。 


(使 你 右手 的 食指 沿 >， 调整 你 的 手 使 得 你 能 够 朝 着 p 弯曲 其 - 


他 的 手指 。 你 的 拇指 就 指 癌 工 的 方向 。) 

右 r 和 p 位 于 x-y 平面 则 区 沿 z 轴 。 当 质点 相对 原点 
运动 时 ， 夺 “旋转 方向 ”是 道 时 针 的 , L 指 问 < 的 正方 向 ， 
若 旋 转 方 向 是 顺 时 针 的 就 沿 = 的 负 方 向 。 注 意 , 不 管 轨道 是 
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Le 


曲线 或 者 直线 ， 这 种 旋转 方向 都 是 明确 的 。 
厂 轨 道 对 着 原点 ， 正 负 和 转动 的 这 种 区 分 就 失效 ,但 是 在 
该 情形 下 ,r 和 p 是 平行 的 , 区 一 0。 
从 几何 上 把 角 动 量 形象 化 与 能 够 进行 代数 计算 一 样 有 用 。 
两 者 的 结果 当然 是 一 致 的 。 我 们 具体 地 考虑 位 于 x-y 平面 的 
运动 ,，L 则 沿 z 轴 。 
为 从 几何 上 理解 LK， 把 r 分 解 成 与 轨道 垂直 的 分 量 ~! 和 
平行 的 ry 。rL 的 长 度 是 
ry rsx =rRSIn 
Le=(rX ple=rpsing=r 力 
为 外 ， 我 们 也 可 以 把 p 分 解 成 与 + 平行 的 分 量 p | 和 垂直 的 
分 量 p | 。 则 
Ls=(r Xpde=rpsmng=rp 1 
为 一 种 确定 L: 的 方法 是 代数 计算 rXp。 对 于 x-y 平面 
的 运动 ,r= 二 (zx,y,0), pp 二 m(vi,vy，,，0)。 叉 积 (采用 1.6 
节 行 列 式 的 形式 ) 是 
L =rxp 


二 (zuy 一 yoz)K 
这 个 代数 结果 有 直接 的 几何 解释 。 运 动 在 x-y 平面 内 ; 我 
们 首先 看 y 方向 的 运动 ， 再 看 x 方向 的 。 如 图 所 示 ， 在 a) 中 的 
运动 p, 表示 一 个 逆 时 针 转 动 ， 贡 献 角 动量 十 zzov 。 在 b) 中 的 
运动 p: 表示 一 个 顺 时 针 转 动 ， 产 生 了 绕 原 点 的 角 动 量 一 myv;。 
它们 的 和 是 m(zxwv, 一 yv; )， 与 前 面 的 计算 结果 一 样 。 


7.2 质点 的 角 动 量 243 


了 
py 
1 
] 
| | 
x 
一 一 一 一 这 一 一 
L:=xpy 
a) b) c) 


我 们 已 经 利用 x-y 平面 内 的 运动 展示 了 角 动 量 ， 这 里 角 
动量 沿 z 轴 。 不 难 把 这 些 方法 应 用 到 一 般 情形 ， 这 时 工 沿 所 
有 的 坐标 轴 都 有 分 量 。 
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为 了 正式 计算 Lp， 把 位 置 矢量 表示 成 rp 二 zi 一 1j， 
可 以 利用 行列 式 计算 res XxXw: 


Le =mrB Xv 


i 了 大 
et | ee 

-ew 
=mlvk 


结果 同 前 。 


下 面 的 例子 再 次 强调 了 L 依赖 于 参考 点 的 选取 。 


例 7.2 圆锥 摆 的 角 动 量 
让 我 们 再 次 回 到 例 2. 10 遇 到 的 圆锥 摆 。 假 定 摆 以 匀 负 
速度 w 做 稳定 的 圆周 运动 。 
先 计算 绕 参 考点 A 的 角 动 量 LA4。 从 图 中 可 以 看 出 ， 
La 港 z 轴 的 正方 向 。La 的 大 小 是 |ri ||p|= 二 |rllp|= 
r 力 ， 这 里 是 圆周 运动 的 半径 。 由 于 
Ip|=Mv=Mrw 


我 们 有 


La=Mrwk 
注意 : La 在 大 小 和 方向 上 都 是 常量 。 
现在 计算 绕 位 于 轴承 上 参考 点 也 的 角 动 量 。L5 的 大 


小 为 
[Pa| 一 |r Xp| 
|e pd 
=Mirw 
这 里 ，|r | 二 / 是 线 长 。 这 再 一 次 表明 ,上 依赖 于 参考 点 
的 选取 。 


与 LA 不同 LB 的 方向 不 是 常量 。 工 6 与 和 了 都 重 
直 。 图 显示 了 不 同时 间 的 上 Lp。 这 里 给 出 了 两 幅 图 ， 以 强 
调 只 有 L 的 大 小 和 方向 是 重要 的 ， 而 不 是 我 们 所 选 的 画 它 


7.3 定 轴 转动 


的 位 置 。LB 的 大 小 是 常量 ,但 它 的 方向 显然 不 是 常量 ; 
当 摆 体 转动 时 ，LB 扫 过 右 图 中 锥 形 的 阴影 部 分 。LB 的 = 
分 量 是 常量 ， 但 是 水 平分 量 随 着 摆 体 做 圆周 运动 。 在 例 
7. 9 我 们 会 给 出 动力 学 的 结果 。 


2 


7.3 定 轴 转 动 


在 牛顿 力学 中 角 动 量 最 突出 的 应 用 是 对 刚体 运动 的 分 析 。 
刚体 运动 一 般 涉及 绕 任 何 轴 的 自由 转动 一 一 例如 ， 抛 向 空中 
的 棍子 ， 既 旋转 又 翻 跟 斗 。 分 析 一 般 情 形 需 要 复杂 的 数学 知 
识 ， 这 在 第 8 章 考 虑 。 本 章 限 定 于 特殊 而 又 重要 的 情形 ， 绕 
固定 轴 的 转动 。 固 定 轴 的 意思 是 转动 轴 的 方向 总 是 沿 同一 条 
直线 ， 但 轴 本 身 可 以 平 动 。 例 如 ， 只 要 汽车 沿 直线 向 前 行驶 ， 
固定 于 车 轴 的 车 轮 做 的 就 是 定 轴 转 动 。 大 汽车 转向 ， 车 轮 纺 
车 轴 转 动 的 同时 还 必须 绕 竖 直 轴 转动 ; 运动 不 再 是 定 轴 转 动 。 
如 果 车 轮 飞 离 车 轴 ， 摇 摆 着 滚 下 路 面 ， 运 动 肯 定 也 不 是 绕 固 
定 轴 的 转动 。 

我 们 可 以 选取 转轴 沿 着 x 方向 而 不 失 一 般 性 。 转 动 的 物 
体 可 以 是 轮子 、 棍 子 或 其 他 选 定 的 任何 物体 ， 唯 一 的 限制 是 
它 为 刚体 一 一 也 就 是 说 ， 转 动 时 它 的 形状 不 会 变化 。 

当 刚 体 绕 一 个 轴 转 动 时 ,刚体 上 每 一 点 与 轴 保 持 一 个 固 
定 的 距离 。 选 取 坐 标 系 使 原点 位 于 轴 上 ， 对 于 刚体 上 每 一 点 ， 
|r |= 常量 。 当 |r | 保持 为 常量 时 , r 可 以 变化 的 唯一 方式 是 
速度 与 上 垂直。 在 本 章 和 下 一 章 ， 我 们 用 符号 o 表示 到 转轴 
的 重 直 距离 。 相 应 地 ，r 表示 到 原点 的 距离 : 
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/TTT 
考虑 绕 x 轴 转 动 的 物体 ， 其 上 各 点 的 速度 满足 : 
| 四 二 | 天 | 
0 C7 
这 里 ，p; 是 刚体 上 质点 mx; 到 转轴 的 垂直 距离 ，w 是 转动 的 
比率 (角速度 )。 由 于 转轴 位 于 = 方向 ,pj; =Vx? 十 y? 。 
第 j 个 质点 的 角 动 量 L; 是 
Lj;=r; Xmj; vi 
本 草 我 们 只 关心 角 动 量 沿 转轴 的 分 量 L:。 由 于 wj 位 于 
友信 平面， 
Lj,: ==mjv; X (到 z 轴 距 离 )=mjvjp， 
利用 方程 (7. 2)，w; 二 wp;， 我 们 有 


Lj,: =mjpijw 
刚体 总 角 动 量 的 之 分 量 和 是 单个 分 量 之 和 : 
fs = 学 要 
= >》 mjpiw (7. 3) 


这 里 ， 求 和 包括 刚体 所 有 的 质点 。 由 于 物体 是 刚性 的 ，o 对 
刚体 所 有 质点 是 相同 的 。 


7.3.1 转动 惯量 


方程 〈7. 3) 可 以 写 为 
1 -一 Tu CT 
这 里 ， 
1 三 2 jmjp’ (Ts 32 
1 称 作 转动 惯量 。1 依赖 于 物体 相对 转轴 的 质量 分 布 。( 在 第 
8 章 讨 论 未 加 限制 的 刚体 运动 时 ， 我 们 会 给 出 工 更 一 般 的 
定义 。) 
方程 (7.4) 显示 了 绕 轴 的 角 动 量 和 沿 着 一 个 轴 的 线 动量 
P 二 Mw 之 间 的 高 度 相 似 。 转 动 惯量 在 转动 中 与 质量 在 线 动 
量 中 起 相同 的 作用 。 这 只 是 转动 和 直线 运动 的 许多 类 比 之 一 
Wis 
对 于 连续 分 布 的 物质 ， 在 方程 〈7. 5) 中 需要 将 对 质点 的 
求 和 替换 为 对 质 元 的 积分 。 在 这 种 情形 下 ， 
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Dmip? > |p?dm 
而 转动 惯量 为 
I = |psdm 
|: re 
为 计算 这 个 积分 ， 通 常 将 质 元 dm 换 为 dm = 二 wdV， 即 在 dm 
位 置 的 密度 (每 单位 体积 的 质量 ) w 与 dm 所 占 的 体积 dV 
的 乘积 。( 通 常用 o 来 表示 密度 ， 但 在 这 里 会 造成 混乱 。) 我 
们 可 写 为 
I =|p?dm 
一 | +y way 


在 进一步 分 析 定 轴 转 动 的 物理 之 前 ,我们 先 计算 一 些 简单 物 
体 的 转动 惯量 ， 它 们 具有 高 度 的 对 称 性 ， 计 算是 简单 明了 的 。 


ANAk 

' ~ 
nm 
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7.3 定 轴 转动 


(d) 匀 质 细 杆 绕 过 端点 的 垂直 轴 


1, 
r#= 守 | 0 人 
1 
Hast 2 
EM 


(e) 质量 为 M、 半 径 为 R 的 匀 质 球 绕 通过 球 心 的 轴 
我 们 引用 这 个 结果 ， 而 把 证 明和 留 作 一 个 习题 。 


I# = MR: 


7. 3. 2 平行 轴 定 理 


这 个 好 用 的 定理 告诉 我 们 ， 要 计算 绕 任 意 轴 的 转动 惯量 
1， 只 要 知道 绕 通 过 质心 、 与 其 平行 的 转轴 的 转动 惯量 To 即 
可 。 若 物体 的 质量 是 M， 两 个 轴 的 距离 是 1:， 此 定理 表明 ， 
[= 二 To Mi? 
为 了 证 明 它 ,考虑 绕 z 轴 的 转动 惯量 。 从 < 轴 到 质点 7 的 垂 
直 矢 量 是 
pi 一 还 让 十 了 7 


1 = Zimjp) 


若 质 心 位 于 R=Xi 十 Yi 十 Zk， 从 z 轴 到 质心 的 垂直 矢 
量 是 
R| =Xi+tYj 
如 果 从 通过 质心 的 轴 到 质点 7 的 矢量 是 p';， 则 绕 质心 的 转动 


惯量 是 


10= Dmjpo’ 
从 图 中 可 以 看 出 ， 

pi—=pi;tR] 
所 以 ， 

[ = Zamspl 


= om; (ps 好 
= Pmj(p’ +2p; * RL+R') 
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根据 质心 定义 ， 中 间 项 为 零 : 
2mip’; 一 271i (pi 一 Ri) 一 M(CR 一 Ri ) 
= 


车 我 们 用 ! 表示 R | 的 大 小 ， 则 


T 一 Tu 十 M7? 
例如 ， 在 例 7.3 (c) 中 ， 我们 证 明了 过 质心 (中 点 ) 的 杆 的 转 
动 惯 量 是 ML? /12。 端 点 距离 质心 L/2， 过 端点 的 转动 惯量 就 是 


= ML:+M(S) 


1 
一 ML- 
与 例 7.3 (d) 的 结果 相同 。 
类 似 地 ， 通 过 位 于 盘 的 边缘 、 与 盘面 垂直 的 转轴 的 转动 
惯量 是 


有 一 村 MR2 十 MR: = MR: 


7.4 力矩 


为 了 继续 发 展 转动 的 动力 学 ， 我 们 引入 一 个 新 的 物理 量 ， 
力矩 *， 这 个 量 在 转动 中 的 作用 类 似 于 力 在 线 运动 中 的 作用 。 
作用 在 位 于 r 的 质点 上 的 力矩 定义 为 

=r 入 F (7 62 


在 7.2 节 我 们 讨论 了 计算 角 动 量 r Xp 的 几 种 方式 。 为 
计算 叉 积 所 发 展 的 方法 同样 可 以 应 用 于 力 矩 rXF。 例如， 我 
们 有 同样 的 关系 式 : 

= jr | 
Hj | 


Bs Bs Rs 
我 们 也 可 以 用 r 和 下 与 旋转 方向 联系 起 来 。 假 定 图 中 所 有 的 
和 天 量 都 位 于 z-y 平面 内 。F1 作用 在 m1! 上 的 力矩 沿 x 轴 的 正 
方 问 〈 垂 特 纸 面向 外 )，F，。 作用 在 ms* 上 的 力矩 沿 着 x 轴 的 
负 方 向 〈 垂 直 纸 面向 里 ) 。 


7.4 力矩 


重要 的 是 ， 要 领会 到 力矩 和 力 是 内 在 不 同 的 量 。 第 一 点 ， 
力矩 依赖 于 我 们 选择 的 参考 点 ， 而 力 不 会 。 第 二 点 ， 从 定义 
r 义 下 可 以 看 出 ，* 和 F 总 是 互相 垂直 。 系 统 可 以 有 力矩 而 所 
受 合 力 为 零 ， 也 可 以 有 力 而 力矩 为 零 。 一 般 情 况 下 ， 力 和 矩 和 
力 都 有 。 图 中 展示 了 这 三 种 情形 。 (力矩 的 参考 点 是 圆 盘 的 
中 心 。) 
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t=MRXg=RXMg 


=RXW 


例 7.5 平衡 中 的 力矩 和 力 

对 处 于 平衡 的 系统 ， 合 力 和 总 力矩 必须 为 零 。 计 算 力 
和 矩 时 可 自由 选择 参考 点 ， 对 处 于 平衡 的 物体 ， 相 对 每 一 点 
的 力矩 都 为 零 。 最 方便 的 参考 点 一 般 是 几 个 力 的 共同 作用 
点 ， 这 时 这 几 个 力 的 力矩 都 为 零 。 

长 为 xR/2 的 匀 质 杆 索 成 半径 为 及 的 1/4 国 弧 。 杆 的 
一 端 在 地 面 上 ， 另 一 端 靠 在 无 摩擦 的 墙 上 ， 如 图 所 示 。 
问题 是 计算 对 墙 的 作用 力 ， 此 力 等 于 墙 对 贺 弧 的 力 分 
量 A。 

质心 在 沿 杆 的 一 半 xR/4 处 。 对 于 平 动 平衡 ， 在 坚 直 
方向 上 有 NN 二 WW， 这 里 WW 是 重力 ， 作 用 在 质心 上 。 无 摩擦 
的 墙 不 会 施加 竖 直 方向 上 的 力 。 在 水 平方 向 上 ， A 一 B。 
对 于 转动 平衡 ， 让 我 们 计算 相对 圆 缴 与 地 面 接触 点 的 力矩 。 
此 力矩 是 t= 二 Wl 一 AR， 在 平衡 时 为 零 ( 逆 时 针 的 力矩 为 
正 , 垂直 纸 面 向 外 )。 从 几何 作 图 可 以 看 出 ,， /一 RR 一 
RM2=0.293R。 结 果 ， 对 墙 的 作用 力 是 A0. 293W。 

”车 力 答 取 为 相对 圆 缴 与 墙 的 接触 点 ， 结 果 是 相同 的 ， 
因为 对 处 于 平衡 的 物体 ， 相 对 任 一 点 的 力矩 都 为 零 。( 译 者 
提示 : 此 处 的 计算 有 一 个 小 错误 ， 你 能 找 出 来 吗 ?) z 
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力矩 很 重要 ， 因 为 它 决 定 了 角 动 量 的 变化 率 : 


括 起 来 的 第 一 项 为 零 : (dr/dt)Xp= 二 v Xmwv 二 0， 因 为 平行 
矢量 的 又 积 为 零 。 另 外 ， 根 据 牛 顿 第 二 定律 ，dpy/dt 王 下 。 因 
此 ， 插 起 来 的 第 二 项 是 rXF= 二 +， 我 们 有 


7.5 力矩 和 角 动 量 


EPE CF 


7.5.1 角 动 量 守恒 


方程 (7.7) 表明 ， 者 力 抢 为 零 , 下 是 常量 ， 角 动量 守 
恒 。 从 线 动量 和 能 量 的 讨论 中 你 已 经 看 到 ， 守 人 恒 律 是 强 有 力 
的 工具 。 我 们 已 经 考虑 了 单个 质点 的 角 动 量 ， 角 动量 的 守恒 
律 尚 未 在 更 大 的 范围 展开 。 事 实 上 , 方程 (7.7) 直接 来 自 牛 
顿 第 二 定律 。 只 有 论 及 扩展 系统 ， 角 动量 才 体 现 出 作为 一 个 新 
物理 概念 的 恰当 角色 。 尽 管 如 此 ， 即 便 是 现在 ， 角 动量 的 考虑 
也 会 导致 一 些 惊 人 的 简化 ， 就 像 下 面 两 个 例子 所 显示 的 。 


例 7.6 有 心力 运动 和 等 面积 定律 

1609 年 ， 数 学 家 和 天 文学 家 开 首 勒 发 布 了 他 的 前 两 
个 行星 运动 的 定律 。 第 一 个 是 行星 的 轨道 不 是 圆 而 是 椭 
圆 。 第 二 个 是 等 面积 定律 : 从 太阳 到 行星 的 径 向 矢量 在 
给 定 的 时 间 扫 过 的 面积 对 轨道 上 行星 的 任何 位 置 都 是 相 
同 的 。 

在 图 (未 按 比 例 ) 中 ， 地 球 在 两 个 不 同 的 季节 1 个 月 
扫 过 的 面积 用 阴影 表示 。 在 B 处 当地 球 人 靠近 太阳 时 ， 较 短 
的 径 向 矢量 为 较 大 的 速率 所 补偿 。 我 们 将 证 明 等 面积 定律 
直接 来 自 角 动 量 的 考虑 ， 它 不 仅 对 引力 作用 的 运动 成 立 ， 
而 且 对 任何 有 心力 的 运动 都 成 立 。 

考虑 受 有 心力 下 Cr) 三 大 (r)7 作用 的 质点 运动 ， 这 里 
f(r) 是 r 的 任意 函数 ,与 我 们 的 选择 有 关 。 质 点 相对 原点 
的 力矩 是 TY 一 rXFECr)=rXr)r 一 0。 因此 质点 的 角 动 
量 开 一 rXP 在 大 小 和 方向 上 都 是 常量 。 一 个 直接 的 结 
果 是 ， 运 动 限 定 于 一 个 平面 ; 否则 工 的 方向 会 随时 间 
变化 。 

我 们 现在 证 明 扫 过 面积 的 变化 率 是 常量 ， 这 直接 导致 
开 普 勒 的 等 面积 定律 。 

考虑 质点 在 上 和 it 十 At 的 位 置 ， 它 的 极 坐 标 分 别 是 
(0r，0) 和 (rr 十 Ar，0 十 A0)。 扫 过 的 面积 在 图 中 用 阴影 
显示 。 

如 图 所 示 ， 对 小 角度 A0， 面 积 AA 近似 等 于 底 为 7 十 
Ar、 高 为 rA9 的 三 角形 的 面积 : 


r(t+At) 
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这 里 ， 我 们 略 去 太阳 和 其 他 行星 ， 实 际 的 空间 发 射 显 
然 需 要 考虑 它们 。 

解决 这 个 问题 的 一 个 方法 是 计算 在 行星 引力 场 中 航天 
器 的 精确 轨道 。 这 个 方法 在 第 10 章 描 述 ， 但 是 这 样 的 计 
算是 不 需要 的 ， 能 量 和 角 动 量 守恒 仅 用 几 步 就 会 给 出 
从 品 z 


图 中 显示 了 航天 器 的 几 个 可 能 的 轨道 。 假定 发 射 点 和 
目标 行星 的 距离 远 远 大 于 尺 ， 因 此 在 行星 的 引力 变 得 重要 
以 前 ， 不 同 的 轨道 实际 是 平行 的 。 线 aa 与 初始 轨道 平行 ， 
并 穿 过 行星 的 中 心 。 初始 轨道 和 线 aa 之 间 的 距离 5 称 作 轨 
道 的 碰撞 参数 。 轨 道 击 中 行星 所 对 应 的 5b 的 最 大 值 在 图 中 
用 6b ' 表示。 确保 击 中 所 对 应 的 轨道 穿 过 面积 是 A。 = 
xn(b')?。 若 没有 吸引 ， 轨 道 是 直线 。 在 这 种 情形 下 ,6b' = 
R, A.=xR’:=A,; z 


为 确定 5， 我 们 注意 到 航天 器 的 能 量 和 它 相 对 行星 中 
心 的 角 动量 是 守恒 的 。( 你 能 理解 为 什么 航天 器 的 角 动 量 是 
守恒 的 而 线 动量 却 不 是 ?) 

动能 是 K 二 广 mv?， 势能 是 U 二 一 mMG/r。 总 能 量 
FEF= 二 KK 十 U 是 
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初始 时 ， 三 一 总 相应 有 


/ 
Li 三 一 mb Uo 


Ei= mv 
当 最 接近 的 距离 是 行星 的 半径 时 ， 发 生 第 一 次 碰撞 。 
在 最 接近 的 一 点 ，r 和 v 是 垂直 的 。 若 vu(R) 是 这 点 的 速 
率 ， 则 
L.=—mRv(R) 


1 nMG 
Ee 多 二 
FE. 7 mvu(l(R) R 


由于 上 入 守恒 ，Li 二 上 ey i 二 Es。。 因 此 ， 
—mb'vo = —mRvCR) Cl 
1 oad mMG 


—my6 = 二 mvu(R)’——e— (2) 


2 2 R 
方程 (1) 给 出 v(R)= 二 vob'/R， 把 它 代 入 方程 (2) ， 得 到 
MG/R 
/vy2 二 ss 全 
(B=R (1+ ) 
有 效 面 积 是 z 
A. =x(b )? 


| 
mvt /2 

不 出 所 料 ， 有 效 面 积 大 于 几何 面积 。 由 于 ，mMG/R = 
一 UCR)， 并 且 mv /2 二 忆 ， 我 们 有 


=xR? (1++ 


若 我 们 “去 掉 ” 引 力 U (R) 一 0， 则 A。>As， 与 要 求 一 
致 。 另外， 当 忆 0 时; A。 一 00， 这 意味 着 只 要 航天 器 从 
静止 出 发 就 不 可 能 错过 行星 。 对 于 碧 二 0， 航 天 器 必然 落 入 
行星 中 。 : 
引力 是 吸引 的 ， 所 以 A。 总 是 大 于 Ag。 电 荷 的 相互 作 
用 满足 相同 形式 的 力 定律 ， 但 是 电力 可 以 是 排斥 的 或 者 吸 
1 We 


如 采 有 力 窍 作用 在 系统 上 ， 根据 + 二 dL/d:， 角 动量 必然 
变化 ， 如 下 例 所 示 。 
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例 7.8 滑 块 2 的 角 动 量 
为 简单 展示 关系 式 5 二 dL/dit， 考 虑 质量 为 m、 沿 工 
轴 以 速度 v 二 vi 滑动 的 小 物 块 。 物 块 相 对 参考 点 B 的 角 动 
量 是 
Ls =mrpB Xv 
=mlvk (1) 
结果 与 我 们 在 例 7.1 中 讨论 的 相同 。 若 物 块 自由 滑动 ,vo 
并 不 改变 ， 工 8 因而 是 常量 ， 这 和 我 们 预想 的 一 致 ， 因 为 
没有 力 和 矩 作 用 在 物 块 上 。 
现在 假定 物 块 由 于 摩擦 力 了 = 一 广 而 变 慢 。 相 对 于 参 
考点 B， 物 块 所 受 的 力矩 是 
/ : fH 三 z 六 i 
=—1fk 
从 方程 (1) 可 以 看 出 ， 当 物 块 变 慢 时 ，LB 仍然 沿 的 正 
方向 ， 但 是 它 的 值 变 小 了 。 因 此 ,， 工 8 的 改变 量 ALB 指向 
z 的 负 方向 ， 如 图 所 示 。ALB 的 方向 与 f6 的 方向 相同 。 
从 基本 关系 式 7 二 dL/dt 米 看 7 大 量 + 和 AL 总 是 平行 的 。 


由 方程 (1)， 

ALs =ml Avk (2) 
这 里 ，Av 三 0。 用 At 除 方 程 (2)， 并 取 极 限 At>0， 可 得 

dLB qz、 

mk (3) 
由 牛顿 第 二 定律 ，dv/dt 二 一 ff， 方程 (3) 变 为 

dLp y 

tt 

= 


重要 的 是 牢记 ,t+ 和 工 都 依赖 于 所 选择 的 参考 点 ， 应 
用 关系 式 f 二 dL/dt 时 ， 两 者 必须 采用 同样 的 参考 点 ， 在 
这 道 题 中 我 们 就 是 这 样 小 心 处 理 的 。 

在 这 道 例题 中 ， 物 块 的 角 动量 只 改变 大 小 ， 而 方向 不 
变 ， 这 是 由 于 T 和 工 恰好 沿 相同 的 方向 。 在 下 一 例题 中 ， 
我 们 回 到 国 锥 摆 ， 研 究 这 样 的 情形 ， 由 于 力矩 的 作用 ， 角 
动量 大 小 不 变 ， 但 是 方向 改变 。 
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7.5 力矩 和 角 动 量 


从 例 7.2 中 ,我们 知道 IB 有 恒定 的 大 小 Mirw。 如 图 
所 示 ，LB 有 竖 直 分 量 了 -三 Mrwsina 和 水 平 径 向 分 量 L ,一 
Mirwtosa。 把 Ly 号 为 EBL 于 可 议 放 出 与 才 简 
预想 的 一 样 ， 因 为 tp 没有 坚 直 分 量 ，L; 是 常量 。 然 而 ， 
L, 不 是 常量 ; 当 摆 体 转 动 时 ， 上 ; 政变 方向 而 大 小 不 变 。 
我 们 在 1.8 节 就 遇 到 过 这 种 情况 ， 在 那里 我 们 证 明 ， 大 小 
不 变 的 矢量 随时 间 变 化 的 唯一 方式 是 转动 ， 若 转动 的 瞬时 
变化 率 是 dg/d:， 则 | dAY/dit | 二 Ad0/di。 我 们 直接 利用 这 
个 关系 式 ， 可 得 


dL, 
守 = 
由 于 经 常用 到 这 个 结果 ， 让 我 们 花 点 时 间 用 几何 方法 重新 
导 珊 它 二 

矢量 图 显示 了 在 时 间 1 和 Li 十 At 的 下 , 。 经 过 时 间 间 隔 
AL ， 摆 体 转 过 角度 A0 二 wAt，L,; 转 过 相同 的 角度 。 失 量 


差 AL»y 二 L(t 十 AL) 一 Ly) 的 大 小 近似 为 


Iar, L.AO 
取 极 限 At->0， 我 们 有 
dL dd 
dt -~ 
=L,w 
由 于 工 ,; 二 Mirwcosa， 我 们 有 
dL 


一 一 一 Mo2cosa 
dz 


Mrew? 是 径 向 力 TSinz， 所 以 No 三 二 7 由 
于 Tcosa 二 Mg， 我 们 有 


dL., , 
= Megl sina 


与 方程 (2) 的 58B 大 小 二 致 。 男 外 ， 如 和 失 量 图 所 示 ， 

dL;/ dt 位 于 切 向 ,不 出 所 料 ， 它 也 是 与 TB 平行 的 。 
另 一 种 计算 dLs/dt 的 方式 是 写 出 LB 的 矢量 形式 ， 然 

后 求 导 : 

La = (Mirwsina)k+ (Mirwcosa)F 

dLs 2 

Twcose 下 

=MIlrw’?cosa0 


这 里 ， 我 们 用 了 di/dt 二 wb0。 


一 


LAt+At) 


Te 
~ 


一 一 
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重要 的 是 能 够 把 角 动 量 形象 化 为 在 空间 转动 的 天 量 。 这 
种 推理 方式 在 分 析 刚 体 运 动 时 篆 用 ;我 们 会 发 现 ， 在 第 8 草 


理解 回转 仪 运动 时 ， 这 特别 有 用 。 


7.6 定 轴 转 动 的 动力 学 


在 第 4 章 我 们 证 明了 , 在 区 分 了 作用 在 质点 上 的 外 力 和 
内 力 ， 描 述 质 点 系 的 平 动 就 很 简单 『。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ， 
内 力 互 相抵 消 ， 动 量 只 因 外 力 而 改变 。 由 此 得 到 了 动量 守恒 
定律 : 孤立 系统 的 动量 是 守恒 的 。 

描述 转动 时 也 倾 咎 于 按 同 样 的 方式 区 分 内 力矩 和 外 力矩 。 
可 惜 的 是 ， 由 牛顿 定律 没有 办 法 证 明 内 力矩 之 和 为 去。 尽管 
如 此 ， 实 验 事实 表明 ， 由 于 从 未 观测 到 孤立 系统 的 角 动 量 发 
生变 化 ， 内 力矩 总 是 互相 抵消 的 。 在 第 8 章 我 们 会 更 充分 地 
讨论 这 一 点 ， 对 于 这 一 章 余 下 的 部 分 ， 我 们 简单 地 假定 只 有 
外 力矩 改变 刚体 的 角 动 量 。 

本 节 我 们 考虑 所 谓 的 “固定 的 定 轴 ”转动 ， 即 绕 着 一 个 
固定 好 的 、 不 能 平 动 的 转轴 转动 。 例 如 合 页 上 门 的 运动 或 水 
车 的 转动 。 转 轴 静 止 不 动 的 运动 称 为 纯 转 动 。 纯 转动 既 侧 单 
又 和 常见， 所 以 很 重要 。 

考虑 以 角 速 率 w 绕 z 轴 转 动 的 物体 。 由 方程 (7. 4)， 角 
动量 的 = 分 量 是 

-一 Jo 
由 于 Y 王 dE/dt， 这 里 是 外 力矩 ， 我 们 有 


式 中 ，a 一 dw /dt 称 作 角 加 速度 。 我 们 只 关心 绕 = 轴 的 转动 ， 
所 以 去 除 下 标 =， 写 为 
“= Ia (7.8) 
作为 一 个 简单 的 例子 ， 回 想 一 下 例 7. 4， 重 力 场 中 物体 
所 受 的 力矩 是 RXW， 这 里 R 是 参考 点 到 质心 的 矢量 ，W 是 
重力 。 因 此 ， 为 使 物体 (a= 二 0) 平衡 ， 支 点 必须 位 于 质心 
及 一 0。 


7.6 定 轴 转 动 的 动力 学 


方程 (7.8) 使 人 联想 起 下 二 ma 。 线 运动 和 转动 之 间 有 

一 个 很 好 的 类 比 ， 转 动 惯 量 类 似 于 质量 ,力矩 类 似 于 力 ， 角 

加 速度 类 似 于 线 加 速度 。 我 们 可 以 进一步 扩展 这 个 类 比 ， 计 
算 纯 转动 物体 的 动能 


K = D3 mw 


这 里 ， 我们 用 了 vj 二 pj;w，I 二 和 宛 mr;p; 。 这 显然 类 似 于 物体 
1 
平 动 的 动能 : K 二 二 MV?*， 式 中 V 是 质心 速率 。 


处 理 在 给 定 力 矩 下 涉及 转动 问题 的 方法 ,是 在 给 定 作 用 
力 下 处 理 平 动 的 熟悉 流程 的 一 个 直接 推广 ， 如 下 例 所 示 。 


例 7.10 重 滑轮 的 阿 特 伍 德 机 

问题 是 确定 图 示 装 置 的 加 速度 a。 绳子 在 滑轮 上 没有 
滑动 ， 且 考 虑 重 滑轮 的 影响 。 

插图 显示 了 三 个 物体 的 受 力图 ， 包括 了 力 在 滑轮 上 的 
作用 点 ， 无 论 什么 时 候 计算 力矩 ， 这 都 是 必需 的 。 滑 轮 显 
然 做 的 是 绕 自 身 轴 的 纯 转 动 ， 人 


运动 方程 是 
名 1 一 人 二 MI 物体 1 
Ta 一双 7 一 Moa 物体 2 


t=TiIR—T2R= 1a 滑轮 所 受 的 净 力 矩 
NT 一 Wor0 1 洪 轮 所 这 鉴 直 沪 疝 的 全 内 
注意 : 在 力 算 方程 中 ，w 必须 以 逆 时 针 为 正 ， 对 应 于 力 拢 
垂直 纸 面向 外 为 正 的 约定 。 
N 是 轴 作 用 在 滑轮 上 的 力 ， 滑轮 所 受 紧 直方 向 合力 的 


方程 只 是 确保 滑轮 不 会 下 落 。 我 们 不 必 知 道 N， 它 对 解 没 


有 贡献 。 
假定 绳子 不 滑动 ， 就 有 一 个 联系 a 和 a 的 约束 。 绳 子 
的 速度 等 于 滑轮 表面 的 速度 ，v 二 wR， 由 此 可 得 a 二 aR。 


Wi 
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在 本 兴 帮 二 了 1， dg 和 
Wi wy T= (Mt Maye 


Wi 一 W 一 部 =(MI 十 Ma)a 


车 滑轮 是 一 个 简单 的 匀 质 圆 盘 ， 我 们 有 
I=(M;, /2)R? 
i 
Ch Nd YE 
Mi + Mt 7 


滑轮 增加 了 系统 总 的 惯性 质量 ， 但 是 与 悬挂 的 重 物 相 比 ， 
滑轮 的 有 效 质量 只 有 它 实际 质量 的 一 半 。 


人 
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在 例 3. 10 中 ,我们 分 析 了 单 摆 的 运动 一 一 质量 为 M 的 
物体 悬挂 在 长 ! 的 线 上 ， 处 于 重力 场 & 中 。 对 于 小 幅 摆 动 ， 
我 们 确定 单 摆 做 频率 二 V877 的 简 谐振 动 。 然而， 这 个 解 不 
能 推广 到 实际 的 摆 一 一 所 谓 的 复 摆 一 一 其 中 物体 不 再 是 一 个 
质点 而 是 一 个 扩展 物 ， 支 撑 不 再 是 无 质量 的 线 而 是 杆 或 其 他 
类 似 的 物体 。 采 用 我 们 发 展 的 方法 ， 现 在 可 以 解决 这 个 更 一 
般 的 问题 了 。 

利用 定 轴 转 动 的 理论 形式 ， 我 们 从 描述 单 摆 的 运动 方程 
开始 。 


7.7.1 单 摆 


在 例 3. 10 中 ， 我 们 直接 应 用 = 二 Ma 分 析 了 单 摆 。 解 法 
正确 但 不 够 优雅 。 摆 球 在 圆 跌 上 运动 ， 这 是 定 轴 转 动 的 案例 ， 
呼之欲出 的 是 用 角 动 量 的 语言 分 析 这 个 问题 

考虑 相对 支点 a 的 角 动 量 和 力矩 。 物 体 的 转动 惯量 是 I, 一 
Ml? 。 强 中 张力 是 径 向 力 ， 相 对 于 a 点 无 力矩 ; 力矩 只 来 源 于 押 
球 的 重力 W 二 Mg 。 力 和 矩 是 ts 二 一 Wr | 二 一 Wising 〈 负 号 缘 于 相 


7.7 摆动 和 定 轴 转动 


对 a 的 力矩 是 顺 时 针 的 )。 利 用 小 角 近 似 ， 运 动 方程 是 
mt 
= $ 
—Wig=1,$ 
Ts $ =—Wis$ 
$ +7$=0 
或 者 代入 To 二 Ml?， 
$ +7 $=0 
这 是 简 谐 振子 的 运动 方程 ， 其 解 在 例 3. 10 中 给 出 ， 在 例 5. 2 
中 予以 证 明 : 
$=Asinwt tT Beceoswt 


注意 ; 这 里 的 符号 w 表示 振子 的 角 频 率 ， 这 是 物理 中 广泛 采 
用 的 惯例 。 然 而 ， 我们 已 用 同样 的 符号 代表 角 速 率 ， 这 也 与 
物理 中 的 用 法 一 致 。 本 问题 中 ， 摆 的 角 速 率 是 $5。 两 种 用 法 
容易 混淆 ， 特 别 是 它们 具有 相同 的 物理 量 纲 LT jj- ， 都 用 弧 
度 每 秒 量度 。 

为 使 单 摆 满 足 谐振 子 的 运动 方程 ， 我 们 不 得 不 作 小 角 近 
似 : sing 守 4。 物 理 中 有 精确 解 的 问题 少 之 又 少 ， 像 这 样 的 小 
角 近 似 时 常 是 需要 的 。 由 于 定量 预测 是 物理 的 精 髓 ， 只 要 有 
可 能 就 确定 近似 的 精度 是 很 重要 的 。 

注释 5. 1 调查 了 小 角 近 似 的 精度 。 最 重要 的 效果 是 摆动 
的 有 限 幅度 使 运动 周期 小 幅 增 大 。 对 于 小 幅度 %o ， 摆 的 周期 
T 是 


TTo(l++ $2/16) 
式 中 ，To= 二 2xVi/g，。 
.7.2 复 授 
现在 让 我 们 转 到 复 摆 ， 一 个 实际 的 摆 ， 如 图 所 示 。 
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摆动 的 物体 可 以 具有 任何 形状 。 它 的 质量 是 M， 质 心 到 
轴 的 距离 为 4。 绕 轴 的 转动 惯量 I, 不 再 是 M1* ， 而 是 依赖 于 
特定 的 形状 。 除 了 这 些 ， 所 有 分 析 与 我 们 在 7.7.1 节 讨 论 的 
相同 。 摆 以 频率 w= 二 VMgl7T。 做 简 谐 振动 。 

若 我 们 引入 回转 半径 的 概念 ， 这 个 结果 可 以 写 得 更 简 
单 。 如 果 物 体 绕 质心 的 转动 惯量 为 I。 ,回转 半径 上 害 
义 为 


/To 
k= M (7,10) 


ro 半径 为 R 的 圆 环 有 kst 一 R; 对 于 圆 盘 ，km 角 一 V1/2R; 对 
和 于 实心 球 ，k 革 一 V275R。 
由 平行 轴 定 理 ， 我 们 有 
1, 一 To 十 Mi 
=M(k?+1?) 
所 以 


gl 
有 十 52 


'! ne 


单 摆 对 应 于 & 王 0， 在 这 种 情形 下 ， 不 出 所 料 ，ow 王 VS&/L 。 


例 7.11 凯特 摆 
从 16 世纪 到 20 世纪 ，g 的 最 精确 测量 来 自 摆 的 实 
验 。 这 个 方法 很 吸引 人 ， 因 为 所 需 的 量 只 有 摆 的 尺度 和 - 
摆 的 周期 ， 其 中 周期 可 以 通过 计数 多 次 摆动 而 测量 得 很 
准 。 对 于 精确 的 测量 ， 限 制 因素 却 是 摆 的 质心 和 它 的 回 
转 半 径 的 测量 精度 。 有 一 个 巧妙 的 发 明 ， 以 19 世纪 英国 
物理 学 家 、 测 量 员 和 发 明 家 亨利 。 饥 特命 名 ,克服 了 这 

S ee 个 困难 。 

必 。 山特 摆 有 两 个 刀口 ， 摆 可 以 挂 在 任 一 个 上 。 若 刀口 
Ed 到 质心 的 距离 分 别 是 la 和 LB， 每 个 小 振动 的 周期 分 


一 质心 
lp A/ 别 为 
六 ?十 成 
TA=2x 
gla 
k? 十 LB 
Tp=2x | 
这 
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操作 时 ， 调 节 la 或 lp 直到 周期 相同 :了 TA 王 TB 一 了 工 。 
这 能 以 很 大 的 精度 做 到 。 我 们 就 可 以 消去 工 ， 求 
解 2 : 


_ lalp—lBla 


LB 


一 /ALB 


/LAZ5 十 (/ 2 
i ab “ER 
glA 
1 
ee A B 
2 


A 


则 


g=4r:( 


凯特 发 明 的 优美 之 处 在 于 所 需 的 几何 量 只 有 /4A 十 L8， 即 两 
个 刀口 的 距离 ， 这 可 以 测量 得 很 准 。 质 心 的 位 置 不 需要 


例 7.12 交叉 栅 门 

一 个 简单 的 铁路 道口 交叉 栅 门 由 质量 为 M、 长 度 
为 2L 的 又 长 又 窜 的 木 条 组 成 ,一端 安装 在 转轴 上 。 
门 打 开 时 略微 偏离 竖 直 方向 ;以便 关门 信号 一 到 就 
向 下 转动 。 它 停 在 支撑 杆 上 ， 使 门 保持 水 平 ， 如 图 
所 示 。 

支撑 杆 放 在 何 处 才能 使 转轴 的 磨损 最 小 呢 ? 支撑 杆 
对 门 的 作用 力 Rs 和 轴 的 作用 力 F, 都 可 以 分 解 成 与 门 垂 
直 的 分 量 和 沿 着 门 的 分 量 。 沿 着 门 的 分 量 提供 转动 门 的 
径 向 离心 加 速度 ， 由 于 我 们 将 关注 的 是 冲击 的 短暂 时 


间 ， 这 些 分 量 与 大 的 冲击 力 相 比 是 小 的 ， 可 以 略 去 


不 对 < 

图 中 显示 了 在 撞击 时 刻 作 用 在 门 上 的 竖 直 力 : 支撑 的 
分 量 Fy， 轴 的 竖 直 分 量 Fpy 和 重力 。 我 们 将 看 到 ， Ee 
以 为 零 ， 从 而 使 轴 上 的 力 最 小 。 
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对 轴 的 力 和 天， 
世 =MgpL—F,,! 
三 到 从 
这 里 1, 是 绕 轴 的 转动 惯量 ,了 是 轴 到 质心 的 距离 ;7 是 
轴 到 支撑 杆 的 距离 。 在 碰撞 的 短 时 间 上 到 1L 十 At 积分 ， 
可 得 
1,9 (MgL—Fwl)At 
Ro Pe AF (1) 


重力 的 力 和 给 与 更 大 的 冲击 力 的 力矩 相 比 是 可 以 略 去 不 计 的 。 
把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 质心 的 运动 ; 


M 宁 一 一 (Fe 十 Fw) 十 Mg 
并 积分 ， 
MV=ML 0 =“— Re TE A (2) 


这 里 重力 的 冲 量 在 碰撞 的 短 时 间 内 可 以 略 去 不 计 。 


求解 方程 (1) 得 到 FFsyAt 二 一 150 /1， 把 它 代入 方程 
(2) 可 得 


Fy At=(1,/l—ML)0 : (3) 
方程 (3) 表明 ， 著 我 们 使 T5/1 一 ML 二 0，Fpv 的 冲 量 为 - 
零 ， 因 而 作用 在 轴 上 的 力 最 小 。 支 撑 杆 应 当 位 于 

= (4) 
假定 门 是 长 的 细 杆 ， 在 例 7.3 (d) 中 已 证 明 I, 二 M 
(2L)2/3， 所 以 1 二 4L/3。 


上 例 中 , 方程 (4) 所 确定 的 距离 ! 称 作 打 击 中 心 。 在 击 
打 棒 球 时 ， 用 球 棒 的 打击 中 心 击 球 很 重要 ， 这样 可 以 避免 对 
击 球 运动 员 手臂 的 反作用 和 剧 痛 。 

由 方程 〈7. 10) ， 回 转 半 径 的 定义 是 上 一 VIo/M 。 到 打 
击 中心 的 距离 就 是 1 二 (k&? 十 L?)/L、， 这 里 是 绕 轴 的 回转 半 
径 , 工 是 轴 到 质心 的 距离 。 
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7.8 含有 平 动 和 转动 的 运动 


同一 个 系统 经 常 既 有 平 动 又 有 转动 ， 例 如 从 斜面 上 滚 
下 的 圆 桶 。 对 于 这 样 的 情形 ， 与 7.6 节 我 们 所 分 析 的 纯 转 
动 相 比 ， 并 没有 明显 的 转轴 。 问 题 似 乎 有 点 乱 ， 好 在 我 们 
有 注释 7. 1 的 定理 一 一 刚体 的 任何 运动 都 可 以 用 质心 的 平 
动 和 绕 质 心 的 转动 来 描述 。 利 用 质心 坐标 系 ， 我 们 发 现 平 
动 和 转动 的 简单 表达 式 ， 以 及 把 它们 联系 在 一 起 的 动力 学 
方程 。 

我 们 继续 只 考虑 定 轴 转 动 ， 转 轴 的 方向 不 变 ， 但 是 现在 
我 们 让 转轴 平 动 。 令 x 轴 沿 着 转轴 的 方向 。 我 们 将 证 明 ， 物 
体 角 动量 的 = 分 量 L: 可 以 写成 两 项 之 和 , 工 - 等 于 绕 质 心 转 
动 的 角 动 量 加 上 相对 于 惯性 坐标 系 原点 的 质心 运动 的 角 动 量 : 

L,=10w+ CRXMYY, (7. 11) 


这 里 ，R 是 原点 到 质心 的 矢量 , V=R，1o。 是 绕 质心 的 转动 

为 证 明 方 程 (7. 11)， 把 物体 看 作 N 个 质点 的 集合 ， 第 
j 个 质点 (j= 二 1，…，N) 的 质量 为 m;， 在 惯性 系 中 相对 于 
原点 位 于 rr; 。 物 体 的 角 动 量 是 


N 
L= >》) (Fi X mj) CF. TY) 
j=1 
物体 质心 的 位 置 矢量 R. 
2 mir; 
Re 遇 坎 必 兴 


这 里 ，M 是 总 质量 。 让 我 们 采用 4.3 节 引 入 的 质心 坐标 
系 rj: 

r; 一 民 十 产 ， C7, MY 
合并 方程 (7. 12) 和 (7. 14) 可 得 


L =3R+r’) Xm; (Ri!) 
=RX DmjRi Dmr’ XR 十 
RX Fmir; tmjr; XH 《7. L853 


这 个 表达 式 看 起 来 很 繁 ， 但 是 我 们 可 以 证 明 ， 中 间 两 项 等 于 
零 ， 第 一 项 和 最 后 一 项 有 简单 的 物理 解释 。 先 看 第 二 项 ， 根 
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据 方程 (7. 13) 有 
mir; = mj (ri 一 及 ) 
=2Zmir;—MR 
一 0 


第 三 项 也 是 零 ; 因为 疡 mjrj 恒 等 于 零 ， 它 的 时 间 导 数 为 零 。 
第 一 项 是 
RX SmjR =RXMR 
~RXMV 
式 中 , V 三 R 是 相对 于 惯性 系 的 质心 速度 。 方程 (7. 15) 
变 成 
L=RXMV+2r; Xmir (7. 16) 
方程 (7. 16) 的 第 一 项 表示 质心 运动 的 角 动 量 ， 第 二 项 表示 
绕 质 心 运动 的 角 动 量 。 刚 体 的 质点 相对 质心 运动 的 唯一 方式 
是 刚体 作为 一 个 整体 的 转动 。 在 第 8 章 我 们 将 相对 任意 转轴 
计算 第 二 项 。 然 而 本 章 我 们 只 限于 绕 = 轴 的 定 轴 转 动 。 方 程 
(7. 16) 的 = 分量 为 
L.=(RXMV).+(2r’ Xmjr;). (7. 17) 
第 二 项 可 以 简化 。 物 体 绕 质心 的 角速度 为 w， 由 于 六 的 原 
点 是 质心 ， 第 二 项 形式 上 等 同 于 我 们 在 7.6 节 处 理 的 纯 
转动 : 
(Dmr’ XK Fs =(2Zmjp’ Xp;): 
= Pmjp’w 
一 Toow 


式 中 ，pij 是 从 过 质心 的 > 轴 到 jp 的 垂直 矢量 ，1o 三 
mjp ”是 物体 绕 这 个 轴 的 转动 惯量 。 
整理 我 们 的 结果 ， 我 们 有 

L:==TowT (RXMV). (7 $8) 
我 们 已 经 证 明了 本 节 开 始 时 陈述 的 结果 : 刚体 的 角 动 量 等 
于 绕 质 心 的 角 动 量 加 上 质心 相对 原点 的 角 动 量 。 这 两 项 时 
党 被 分 别称 为 目 旋 和 轨道 项 。 地 球 绕 太阳 的 运动 很 好 地 
说 明了 这 个 差异 。 地 球 绕 自 映 极 轴 的 日 常 转动 产生 地 球 


7.8 含有 平 动 和 转动 的 运动 


的 自 旋 角 动量 ， 地球 每 年 绕 太 阳 的 公转 产生 它 的 轨道 角 
动量 。 

自 旋 角 动 量 的 一 个 重要 特征 是 它 与 坐标 系 无 关 。 在 这 一 
点 上 可 以 说 它 是 物体 的 内 豪 属 性 ; 坐标 系 的 变化 不 会 消除 目 
旋 ， 然 而 若 选 择 参 考点 位 于 运动 的 方向 线 上 ， 轨 送 角 动量 会 
福 党 。 

即使 质心 加 速 运动 ， 方 程 (7. 18) 仍然 有 效 ， 这 是 因为 
L 是 相对 于 惯性 坐标 系 计算 的 。 


例 7. 13 滚轮 的 角 动 量 
质量 为 M、 半 径 为 6 的 匀 质 轮子 无 滑动 地 匀速 滚动 ， 
本 例 中 我 们 应 用 方程 (7. 18) 计算 滚轮 的 角 动 量 。 轮 子 绕 


质心 的 转动 惯量 是 10 一 二 Mb?。 轮 子 的 运动 如 图 所 示 ， 轮 
子 相 对 质心 的 角 动量 是 
Lo =— Tow 
Le 
STM 


Lo 与 z 轴 平 行 。 负 号 表示 Lo 指向 纸 面 里 ， 沿 之 轴 负 方向 。 
由 于 轮子 无 滑动 地 滚动 ，V 二 bw， 则 
(RXMV),=—MbV 
绕 原 点 的 总 角 动 量 为 


J 一 一 于 Mbzo 一 MDV 
和 
一 一 于 Mbzw 一 Mbaa 


3 
a 2 
一 2 Mb 0 


7.8. 1 运动 物体 所 受 的 力矩 


力矩 也 很 自然 地 分 为 两 项 。 作 用 在 物体 上 的 力矩 是 
“ry i 
= (rj;+R)XT., 
=rr XI +RXKF (7. 19) 
式 中 ,下 王 之 有 万 是 合力 。 方 程 (7.19) 的 第 一 项 是 各 种 外 力 
相对 质心 的 力矩 ， 第 二 项 是 合 外 力作 用 在 质心 上 的 力矩 。 对 
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于 定 轴 转动 ， 方 程 (7. 19) 可 改写 为 
r=T0 二 (RXF). (7. 20) 


式 中 ,ro 是 相对 质心 的 力矩 的 zx 分量。 但 是 对 于 方程 
(7. 18) 中 的 工 -， 我 们 有 


.dw ,8 
i 
=Ioat+ (RX Ma). (7. 21) 


利用 rz 一 dLz/d， 由 方程 (7. 20) 和 (7. 21) 得 
ro (RXF), 一 Toa 十 (RXMa)。 


= (RXF)., 
因此 
to=Toa (Ts 22) 
根据 方程 (7. 22)， 绕 质心 的 转动 只 依赖 相对 质心 的 力矩 ， 与 
平 动 无 天。 换 句 话说 ， 即 便 轴 是 加 速 的 ,方程 (7. 22) 仍然 
是 正确 的 。 
让 我 们 整理 一 下 这 个 推导 的 思路 。 从 基本 方程 


- 
wa 


dt 
开始 ， 把 它 应 用 于 定 轴 转动 ， 例 如 滚动 的 物体 ， 我 们 证 
明了 ， 
1 .一 (及 RXMY) -十 Tow 


dE: dd dw 
人 XMV),.+Io a 


利用 dR /dt=V,， MdV/dt=F 和 dw/dt=a, 


hs 
Ar (RXF)eT hoa 


而 dL:/dt 二 rt: ， 再 由 方程 (7. 20) 
rz 一 T0 十 (及 X 了 下 )。 
比较 我 们 的 结果 ， 得 
ro 一 Tou 
结果 ro 三 Toua 非常 类 似 于 一 维 平 动 的 运动 方程 ， 展 示 了 平 动 


和 转动 运动 方程 的 高 度 相 似 性 ， 虽 然 两 者 的 运动 模式 是 完全 
不 同 的 。 
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这 种 目 然 的 分 解 对 动能 天 也 是 成 立 的 。 


一 本 之 7 
Ls i 

= mi(p; 和 

< 1 s/2 Kx "ys ] NS 六 

= mp 十 之 ij DJ。 VoomV’ 
1 .| 有 1 
olow toMV (hs BD) 


第 一 项 对 应 于 目 旋 角 动量 的 动能 ， 最 后 一 项 来 自 质心 的 轨道 
运动 。 
注释 7.2 总 结 了 定 轴 转动 所 满足 的 动力 学 关系 。 


例 7.14 冰 上 圆 盘 

质量 为 M、 半 径 为 6 的 圆 盘 被 缠 在 其 圆周 上 的 薄 带 子 
作用 一 个 恒定 的 拉力 琅 。 圆 盘 在 冰 上 无 摩擦 地 滑动 。 圆 盘 
如 何 运动 ? 

-我们 用 两 种 不 同 的 方法 解决 这 个 问题 。 


方法 1 
分 析 绕 质心 的 运动 ， 我 们 有 
r0 =bF 
一 Tou 
或 者 
2 
re 
质心 的 加 速度 是 z 
全 
M 
方法 2 


我 们 选择 一 个 坐标 系 ， 原点 A 位 于 下 的 作用 线 上 。 相 
对 于 人 的 力 短 是 
rz =To+ (RXF): 
re 
力矩 果然 为 零 ， 相 对 原点 的 角 动 量 是 守恒 的 。 相 对 A 的 角 
动量 是 
L; 一 TIoo 十 (了 RXMYV)。 
一 Tow 一 5MV 
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由 于 dL:/dt 一 0， 我 们 有 


0= Toa—bMa 

或 者 
bMa __bF 
A 

同 前 。 


例 7.15 深 下 和 斜面 的 轮子 


沿 和 斜面 的 加 速度 ，。 
方法 1 
平 动 满足 
Wsin0— f=Ma 

绕 质 心 的 转动 满足 

bf=1oa 
对 于 无 滑动 的 滚动 ， 我 们 有 

a = ba 
消去 了 可 得 


Wsing— To Ma 


质量 为 M、 半 径 为 6 的 匀 质 轮子 无 滑动 地 滚 下 倾角 为 
9 的 斜面 。 轮 子 绕 轴 的 转动 惯量 是 10 王 Mb2/2。 确定 轮子 


图 中 显示 了 轮子 的 受 力 。 三 是 摩擦 力 。 质 心 沿 儿 面 的 


利用 TIo 王 Mb2/2，ao 王 QQ/0 和 W= 二 Mg， 我 们 得 到 


M 
y Mygsin0— =Ma 


2 
a= gsing 


方法 2 


Wecos96 二 N， 绕 A 的 力矩 为 
Tx =(RXF)., 


=—bWsing 


选择 原点 A 在 斜面 上 的 一 个 坐标 系 。 由 于 尺 | 二 5b 和 


=—R | Wsin0i+RT (NO— Weos0) 


7.9 动能 定理 与 转动 
绕 信 的 角 动 量 是 
有 一 一 Tow 十 (RXMV)。 


1 
一 一 了 Mb w 一 MO ww 


3 
ee ea A 过 
MB w 
趟 中 小 (及 区 WwW 二 一 MD 与 二 713 一样 让 二 人 二 
ds/ di 我 们 方 
BW FMb?a 
2 gsing 


Dk en 
a A 


对 于 无 滑动 的 滚动 ，a 二 ba， 因 而 ， 


2 
Cag sin0 


注意 : 若 以 接触 点 为 参考 点 日 ， 分 析 会 更 直接 。 在 这 种 情 
形 下 ， 我 们 可 以 用 
ci Dn 
直接 计算 Tso。 由 于 未 知 的 力 ' 有 和 时 作用 在 参考 点 止 ， 它 
们 对 力矩 无 贡献 。 力 给 只 来 自重 力 W， 
re bh Wonmd 


根据 平行 轴 定理 ， 相 对 接触 点 的 转动 惯量 是 1 二 Mb? 十 ro 一 避 


Mb?。 利 用 a 二 一 gb 二 一 tb/1， 得 到 4 一 gsing， 同 前 。 


7.9 动能 定理 与 转动 


在 第 5 章 我 们 导出 了 质点 的 动能 定理 : 
K, = — Wgo 
这 里 ; 


W = 中居 .dr 


GO 接触 点 通常 有 加 速度 ， 需 要 用 到 瞬时 转轴 的 定理 。 本 题 方 法 适用 于 刚体 
相对 接触 点 的 转动 惯量 保持 不 变 的 情形 。 一 一 译 者 注 
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我 们 可 以 把 它 推广 到 刚体 ， 并 证 明 动 能 定理 自然 地 分 为 两 个 
部 分 ， 一 个 处 理 平 动能 量 ， 一 个 处 理 转动 能 量 。 
为 了 导出 平 动 部 分 ， 我 们 从 质心 的 运动 方程 开始 ， 


当 质 心 位 移 dR=Vdt 时 ， 所 做 的 功 为 
dV 


FJdR 一 本 


YYdi 
=d(sMV:) 
积分 可 得 


(PdR 一 地 MV3 一 于 MV (7. 24) 
现在 让 我 们 计算 与 转动 动能 相关 的 功 。 绕 质心 的 定 轴 转动 的 


运动 方程 为 


转动 动能 有 形式 1ow? ， 这 提示 我 们 用 d9 二 wdt 乘 以 运动 方程 


d 
rodg 一 To rwdt 
1 
一 一 ee 2 
d(Tow?) 
积分 可 得 
0 b 1 - 
| 50d9 = 二 T0602 一 三 Tow (7. 25) 
0, 2 2 


左边 的 积分 明显 是 力矩 所 做 的 功 。 
对 于 刚体 ， 一 般 的 动能 定理 为 


I 一 一 WA 


这 里 ，K 一 地 MV? 十 地 1ow?，Wo 是 从 位 置 a 到 位 置 时 对 
物体 所 做 的 总 功 。 从 方程 (7.24) 和 (7.25) 可 以 看 出 ， 动 
能 定理 分 解 成 两 个 独立 的 定理 ， 一 个 平 动 ， 一 个 转动 。 在 许多 
问题 中 ， 这 些 定理 可 以 分 别 应 用 ， 就 如 下 例 所 示 。 
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擦 力 的 力矩 把 转动 能 量 增 加 同样 的 量 。 在 这 个 运动 中 ， 摩 
擦 力 只 是 简单 地 把 机 械 能 从 一 种 模式 转化 为 另 一 种 。 若 发 
生 滑动 ， 情 况 就 不 再 如 此 ， 一 些 机 械 能 会 耗 散 为 热 。 

我 们 以 一 个 涉及 约束 的 例子 结束 这 一 节 ， 本 例 用 能 量 的 
方法 很 容易 处 理 。 
例 7. 17 下 落 的 杆 

长 为 1、 质 量 为 1M 的 杆 ， 和 初始 时 竖 直 放 在 无 摩擦 的 桌 
面 上 ， 然 后 开始 下 落 。 问 题 是 确定 质心 速率 随 着 与 竖 直 方 
向 夹 角 0 的 变化 关系 。 

关键 是 要 认识 到 ， 由 于 没有 水 平 力 ， 质 心 必须 竖 直 下 
落 。 由 于 我 们 必须 确定 速度 作为 位 置 的 函数 ， 很 自然 地 要 


采用 能 量 方法 。 
从 图 可 以 看 出 ， 杆 转 过 角度 9， 质心 下 落 距离 y。 
| 初始 能 量 是 
E =Ko+U, 
Mal 
ap 
此 后 某 时 刻 的 动能 是 
K=3100°+ My 
相应 的 势能 是 
1 
U=Mg (3—») 
由 韦 设 有 :起 散 为 V 规 福 药 守 曰 > 及 :各 于 oTUo: 二 
Megl/2 ， 因 此 ， 


1 1 ? 
ee Tp gl 7 a, = = 
2 My tlo0 十 Mg (3 y 2 2 


我 们 可 以 利用 约束 方程 消去 0 如 图 所 示 ， 
1 
y= 5 (1 cos0) 


因而 ， 有 


Pn 
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利用 1o = MI2Y12, 可 得 


a 
2 


或 者 


M+ 3M (rg) 97+ Me (sy) Me 


al 282 - 
J Ty 


We] 6gysin20 
YA 3520 


3lg (1l—cos0)sin’0 
3simn 0 十 1 
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丹麦 物理 学 家 尼 尔 斯 。 玻 尔 在 1913 年 发 表 的 氧 原子 理论 
为 19 世纪 20 年 代 量子 力学 的 诞生 开辟 了 道路 。 我 们 以 玻 
尔 理论 结束 这 一 章 ， 就 是 要 说 明 本 章 发 展 的 角 动 量 和 能 量 
的 概念 有 助 于 创造 新 的 理论 。 我 们 介绍 的 玻 尔 理论 与 玻 尔 
在 1913 年 26 岁 时 发 表 的 文章 是 类 似 的， 但 不 完全 相同 。 
这 一 简短 的 叙述 虽然 不 能 恰当 地 呈现 玻 尔 理论 的 背景 ， 但 
是 它 能 传达 物理 上 一 个 伟大 历史 时 期 的 精神 。 我 们 的 讨论 
是 不 严格 的 : 这 个 叙述 更 适合 选 谈 ， 并 非 发 展 经 典 力 学 所 
必需 的 。 

19 世纪 光谱 学 的 发 展 积累 了 大 量 原子 结构 的 实验 数据 。 
由 放电 激发 的 原子 只 能 辐射 与 元 素 相 关 的 茶 些 离散 波长 的 光 。 
19 世纪 后 半 叶 ， 为 测量 这 些 谱 线 的 波长 和 强度 ， 人 们 付出 了 
巨大 的 努力 。 波 长 测量 代表 了 时 越 的 实验 成 就 ， 对 它们 的 解 
释 却 非常 失败 ; 除了 某 些 不 能 洞察 潜在 物理 规律 的 经 验 规则 
外 ， 在 基本 理解 上 没有 取得 任何 进展 。 

最 著名 的 谱 线 经 验 公 式 是 瑞士 高 中 艺术 教师 约瑟夫 ， 书 
耳 末 发 现 的 。 他 发 现 氢 原子 光谱 的 波长 在 实验 精度 的 范围 内 
满足 公式 : 


二 一 R- (去 一 三 ) n=345Ds 


这 里 ,4 是 特定 谱 线 的 波长 ，R- 是 常量 ， 称 为 里 德 伯 常量 ， 
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以 纪念 一 位 瑞典 光谱 学 家 ， 他 调整 了 巴 耳 末 公 式 ， 从 而 可 用 
于 某 些 其 他 光谱 。 在 数值 上 ，R = 二 109，700 cm-1。 (本 节 
我 们 遵从 以 前 原子 物理 的 传统 ， 采 用 CGS 单位 制 。) 

巴 耳 末 公 式 不 仅 能 解释 从 n= 二 3 到 6 已 知 的 毛 原 子 谱 线 ， 
而 且 能 预言 2 一 7,8,… 的 其 他 谱 线 ， 这 些 谱 线 很 快 就 被 发 现 
了 。 巴 耳 末 还 进一步 建议 可 能 存在 其 他 谱 线 ， 满 足 


1 1 1 
克 一 人 = (ps) MSD Wm 


(7. 26) 
这 些 也 被 发 现 了 。( 巴 耳 末 忽略 了 位 于 紫外 的 m= 二 1 的 线 系 ， 
这 在 1916 年 被 发 现 。) 

巴 耳 末 公 式 肯 定 包含 氧 原 子 结构 的 关键 ， 但 是 没 人 能 建 
立 一 个 产生 这 些 光谱 的 原子 模型 。 

在 剑桥 大 学 卡 文 迪 许 实验 室 工作 的 J.J. 汤姆 孙 在 1897 
年 推测 存在 电子 。 这 是 原子 可 分 性 的 第 一 个 信号 ， 由 此 激发 
了 进一步 的 研究 工作 ， 在 新 西 兰 出 生 的 卢 瑟 福 于 1911 年 在 曼 
彻 斯 特大 学 所 做 的 w 散射 实验 表明 ， 原 子 有 一 个 带电 的 核 ， 
包含 了 大 部 分 质量 。 每 个 原子 具有 整数 的 电子 ， 在 重 的 核 中 
有 同等 数目 的 正 电荷 。 然 而 ， 这 个 原子 的 行星 模型 造成 了 一 
个 巨大 的 困境 : 根据 电磁 理论 的 定律 ， 环 绕 的 电子 会 在 极 短 
时 间 内 辐射 掉 它 们 的 能 量 ， 并 旋 进 核 内 。 

在 玻 尔 理论 中 起 基本 作用 的 另 一 个 物理 进展 是 爱 因 斯 坦 
的 光电 效应 理论 。 在 1905 年 ， 也 就 是 爱 因 斯 坦 发 表 狭 义 相 对 
论 的 同一 年 ， 他 假定 光 发 射 的 能 量 由 离散 的 “ 包 ” 或 者 量子 
组 成 。 光 量子 称 为 光子 ， 爱 因 斯坦 称 光子 的 能 量 是 下 一 心 ， 
这 里 vy 是 光 的 频率 ， hh 二 6.62X10 ”erg。s 是 普 朗 克 和 常量。 
(1901 年 普 朗 克 在 他 的 热 体 辐射 理论 中 引入 了 hh.) 

玻 尔 作 了 下 列 假设 : 

1. 原子 不 能 具有 任意 的 能 量 ， 只 能 处 于 某 些 定 态 。 处 于 
定 态 时 ， 原 子 并 不 辐射 。 通 过 这 一 大 胆 而 又 “完全 没有 道理 ” 
的 一 步 ， 玻 尔 摆脱 了 原子 稳定 性 问题 。 

2. 原子 可 以 从 一 个 定 态 a“ 跃迁 ”到 较 低 的 定 态 5， 辐 
射 的 能 量 为 ,一 E, 。 发 射 的 “辐射 包 ” 频 率 是 

Es—E, 
-下 
1926 年 “ 包 ” 被 命名 为 光子 。 
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3. 尽管 能 量 跃迁 的 思想 是 全 新 的 ,但 处 于 定 态 时 ， 电子 
的 运动 可 用 经 典 物理 描述 。 

4. 电子 的 角 动 量 是 nh/2x， 这 里 n 是 整数 。 换 名 话说 ， 
角 动 量 是 量子 化 的 一 一 它 只 能 取 某 些 离散 的 值 。 

由 于 假设 1 完全 违背 了 经 典 物 理 ， 假 设 3 几乎 是 不 合理 
的 。 玻 尔 意识 到 了 这 一 困难 ， 他 继续 应 用 经 典 物 理 于 非 经 典 
情形 的 可 能 理由 是 ， 他 党 得 至 少 经 典 物理 的 某 些 基本 概念 应 
当 在 新 物理 中 继续 存在 ， 除 非 被 证 明 是 不 适用 的 ， 和 否则 不 应 
该 抛弃 。 

玻 尔 在 他 的 第 一 篇 文章 中 没有 利用 假设 4， 虽然 他 指出 
了 这 样 做 的 可 能 性 。 将 这 个 假设 作为 一 个 基本 假定 已 经 成 了 
惯例 。 

让 我 们 把 这 四 个 假设 应 用 于 氧 原子 。 氧 原子 由 电荷 为 

、 质 量 为 me 的 单 电 子 和 电荷 为 十 e、 质 量 为 M 的 核 组 
成 。 pe 量 很 大 的 核 基 本 上 是 静止 的 ， 电 子 以 速度 vw 
在 半径 > 的 圆 轨 道上 运动 。 径 向 运动 方程 为 


2 2 
一 一 一 一 一 二 (7. 27) 


这 里 ， 一 e*/r? 是 电荷 之 间 的 库仑 吸引 力 。 我们 采用 的 单位 
制 使 得 两 个 电荷 之 间 的 作用 力 为 QiQz/ 一 。) 能 量 是 


2 
E= Wi Fmev’ (9. 22) 
结合 方程 (7. 27) 和 (7. 28) 可 得 
= 一 二 一 (7. 29) 


由 假设 4， 角 动量 是 nh/2x， 这 里 nn 是 整数 。 用 标记 轨道 
参量 ,我 们 有 


h 
i CY. HD 
2 


结合 方程 (7. 30) 和 “(7. 27) 可 得 
nh? ] 


"== 


C7..31) 


mee’ (2n)* 
由 方程 (7. 29) 得 到 
1] (2x)*mee! 


Er 让 党 32 ) 


mo 
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若 电 子 从 态 n 跃迁 到 态 m， 发 射 的 光子 具有 频率 
oR be 


了 


辐射 的 波长 为 
二 时 
六 起 
(27n) mee' 1 
3 h’ (= 
这 在 形式 上 等 同 于 巴 耳 未 公式 ， 方 程 〈7. 26)， 同 时 预言 的 里 
德 伯 常量 依赖 基本 的 常量: 


(27n) “mee 

2c h3 
由 于 玻 尔 预言 的 里 德 伯 常量 与 观测 值 相符 ,虽然 他 的 论文 充 
满 了 矛盾 ， 但 仍 被 认真 对 竺 。 


1 


注释 7.1 沙 勒 定理 


沙 勒 定理 表明 ， 刚 体 的 任意 位 移 总 可 以 表示 为 质心 的 平 
动 加 上 绕 质 心 的 转动 。 本 注释 的 证 明 非 常 详细 ， 不 理解 也 不 
影响 后 续 课程 的 学 习 。 然 而 ， 这 个 结果 很 有 趣 ， 对 感 兴 趣 的 
同学 来 说 ,证 明 本 身 也 是 矢量 方法 的 一 个 很 好 的 练习 。 

为 了 避免 代数 的 复杂 性 ， 我 们 这 里 考虑 一 个 简单 的 刚体 ， 
质量 分 别 为 mm 和 m2 的 质点 用 长 ! 的 无 质量 刚性 杆 连 在 一 
起 。m1 和 m2 的 位 置 和 撩 量 分 别 为 rt 和 rs2， 如 图 所 示 。 刚 体 
质心 的 位 置 矢量 是 R， ri 和 rs 是 mi 和 ms 相对 质心 的 位 置 
矢量 。 矢 量 ri; 和 rz 背靠背 沿 质点 的 连 线 。 

在 刚体 的 一 个 任意 位 移 中 ，mi 位 移 为 dr1，ms 位移 为 
drz 。 由 于 物体 是 刚性 的 ，dri 和 drs 是 不 独立 的 ， 我们 从 它 
们 的 关系 开始 分 析 。m1 和 mz 的 距离 是 固定 的 ， 长 度 为 !。 
因此 ， 


或 者 
(Fi 一 Fr2) (Pi 一方 ]) 一 1 (3 
方程 (1) 取 微 分 ， 并 利用 公式 d (A ，A) = 二 24，dA ,可 得 


注释 7.1 沙 勒 定理 


《8 一 pz = (dri—dra)=0 (2) 
方程 (2) 就 是 我 们 要 找 的 “刚体 条 件 ”。 很 明显 ， 有 两 种 方式 满 
足 方程 (2): dri 王 dr 或 者 (dr1 一 dr2) 与 (ri1 一 rz) 垂直 。 
我 们 再 转 到 质心 的 平 动 。 由 定义 : 
miri+m2r2 
mimo 
因此 ， 质 心 的 位 移 dR 为 
_midri Tm2dr? Ca 
m1 -777 2 
如 于 我 们 从 dr 和 dr; 减 去 这 个 平 动 位 移 ， 剩 下 的 位 移 dri 一 
dR 和 drz 一 dR 就 应 当 给 出 绕 质 心 的 纯 转 动 。 在 分 析 这 一 点 
之 前 ,我 们 注意 到 ， 


rz 一 及 一 六 2 
剩余 位 移 是 
dri 一 dR 王 dr 
dr 一 dR 一 dr? (4) 
在 方程 (4) 中 代入 方程 (3) 可 得 
dr' =dri1—dR 
2 7 2 ee 
(a, dr» ) (5) 
和 


dr 一 dr 一 HR 


= 一 ( 一 (dr 一 tr) (6) 


mi ms 


注意 : 若 dri 王 drz， 剩 余 位 移 dri 和 dr: 是 零 ， 刚 体 只 平 
动 ， 不 转动 。 

为 完成 证 明 ， 我 们 现在 必须 论证 剩余 位 移 表 示 绕 质心 的 
纯 转 动 。 图 中 显示 了 纯 转 动 的 情形 。 

我 们 先 证 明 ，dr1 和 drz 与 ri1 一 rz 线 垂直 : 


dri* (ri—r2)=dr1 * (rl—r») 


=( es ) dr —drs) CF 一 


m1 二 ms 


= 
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这 里 我 们 已 经 用 了 方程 (5) 和 刚体 条 件 方程 (2)。 类 似 地 ， 
dr2* (ri1—rz)=0 

最 后 ， 我 们 要 求 剩 余 位 移 相 当 于 转 过 相同 的 角度 A9。 参 考 插 

图 ， 这 一 条 件 采用 矢量 形式 表示 为 


dr' dr» 
2 
| 类 溉 
利用 质心 定义 可 得 
/ 
六 1 M2 
广 2 mL] 


利用 方程 (5) 和 (6)， 我 们 有 
lg m2 | 


/ 
) 1 


/ 
m1 m2 六 


| m1 | 
gs = 一 
m1 二 m9 2 
/ 
dr » 
"= 
天 2 


证 毕 。 
注释 7.2 定 轴 转 动 的 动力 学 小 结 


(a) 绕 轴 的 纯 转 动 一 一 无 平 动 


(b) 转动 和 平 动 (下 标 0 表示 质心 ) 
L.=Iowt (RXMV). 
r:=ro (RXF). 


TD 一 [oa 


i 
人 一 oo + asMV 


习题 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 案 和 答案 。 


7. 1 参考 点 

(a) 证 明 : 知 质 点 系 的 总 线 动量 为 零 ， 系 统 的 角 动 量 对 
所 有 参考 点 都 相同 。 

(b) 证 明 : 大 质点 系 所 受 的 合力 为 零 ， 系 统 所 受 的 力矩 
对 所 有 参考 点 都 相同 。 
7.2 桶 和 沙子 * 

质量 为 Mas、 半径 为 a 的 圆 桶 以 初始 角 速 率 wA(CO) 自 
由 转动 。 质 量 为 Ma、 半径 0>a 的 第 二 个 圆 桶 安装 在 同一 
转轴 上 ， 初始 时 静止 ， 可 自由 转动 。 质 量 为 M, 的 一 薄 层 
沙子 分 布 在 较 小 圆 桶 的 内 表面 上 。1 二 0 时， 内 桶 的 小 和 孔 
打开 。 沙 子 开 始 以 恒定 的 比率 dM7/d = 飞 出 ， 并 黏 在 外 
桶 上 。 确 定 此 后 两 桶 的 角速度 wa 和 ws。 沙子 的 传输 时 间 
略 去 不 计 。 
7.3 环 和 虫子 

质量 为 M、 半 径 为 尺 的 圆 环 平 放 在 无 摩擦 的 桌面 上 。 在 
打上 安装 一 个 转轴 穿 过 环 的 边缘 。 质 量 为 m 的 虫子 沿 着 环 以 
速率 v 从 转轴 处 开始 息 行 。 当 虫子 息 到 (a) 一 半 ，(b) 回 到 
转轴 时 ， 环 的 转动 角速度 分 别 是 多 少 ? 
7.4 掠 过 仪器 包 

一 艘 宇宙 飞船 被 派 去 调查 质量 为 M、 半 径 为 R 的 行 
星 。 当 飞船 距离 行星 中 心 5R 时 悬 在 空中 不 动 ， 以 速率 
vo 发 射 一 个 仪器 包 ， 如 图 所 示 。 包 的 质量 为 m， 远 小 于 
飞船 的 质量 。 对 于 多 大 的 角度 ， 仪 器 包 刚 好 掠 过 行星 的 
表面 ? 
7.5 坡 上 的 汽车 

一 辆 3000 lb 的 汽车 停 在 30 的 斜坡 上 ， 面 加 上 坡 。 车 的 
质心 在 前 后 轮 中 间 ， 高 出 地 面 2 ft。 前 后 轮 间 隔 8 ft。 确 定 路 
面 对 前 后 轮 的 法 向 力 。 
7.6 人 在 平板 车 上 

质量 为 M 的 人 站 在 平板 车 上 以 速率 v 转 过 一 个 半径 为 R 
的 水 平 弯 道 。 他 的 质心 在 车 上 工 处 ,两 脚 间 距 为 4。 人 面向 
运动 方向 。 他 每 只 脚 上 的 重量 是 多 少 ? 
7.7 三 角形 的 转动 惯量 

确定 质量 M 的 薄 等 边 三 角形 绕 过 顶点 垂直 于 板 面 的 轴 的 
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转动 惯量 。 每 边 的 长 度 为 工 。 
7.8 球 的 转动 惯量 * 
确定 质量 为 M、 半 和 为 R 的 匀 质 球 绕 通 过 球 心 轴 的 转动 


惯量 。 


7.9 杆 和 轮子 


质量 为 M 的 重型 义 质 杆 静止 放 在 两 个 相同 轮子 的 顶部 ， 
两 个 轮子 按 相反 的 方向 连续 快速 转动 ， 如 图 所 示 。 两 个 轮子 
的 中 心 相距 2:。 杆 和 轮子 表面 的 摩擦 因数 是 y， 是 一 个 与 两 
表面 的 相对 速度 无 关 的 常量 。 

开始 时 丁 处 于 静止 ， 它 的 中 心 到 两 轮 中 点 的 距离 为 ro。 
在 上 一 0 时 刻 ， 杆 被 释放 。 确 定 杆 此 后 的 运动 。 
7.10 槽 中 的 圆柱 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 圆柱 在 一 个 V 型 槽 中 以 恒定 的 
角 速 率 w 转动 。 圆 柱 与 每 个 面 的 摩擦 因数 是 六 。 为 使 圆柱 保 
持 转 动 ， 需 要 施加 多 大 的 力矩 ? 
7.11 轮子 和 轴 * 

轮子 安装 在 固定 的 轴 上 ， 系 统 可 以 无 摩擦 地 自由 转动 。 
为 了 测量 轮 - 轴 系统 的 转动 惯量 ， 质 量 可 略 的 带子 缠绕 在 轴 
上 ， 并 用 已 知 的 恒 力 下 拉动 。 当 解 开 的 带子 达到 长 度 上 时， 
系统 以 角 速 率 wo 转动 。 确 定 系统 的 转动 惯量 Tu 。 
7. 12 横梁 和 阿 特 伍德 机 

质量 可 略 的 带 文 点 的 横梁 一 端 悬 挂 质量 为 m1 的 物体 ， 
另 一 端 悬 挂 一 台 阿 特 伍德 机 ， 如 图 所 示 。 无 摩擦 的 滑轮 的 质 
量 和 大 小 均 可 上 略 去 不 计 。 重 力 是 竖 直 向 下 的 ，m3z 记 m3。 

物体 释放 后 ， 为 使 横梁 不 转动 ， 确 定 m1 、m2 、m3、L1 和 
/2 的 关系 。 
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7.13 质点 和 柱 
质量 为 m 的 质点 用 线 连 在 一 个 半径 为 R 的 柱 上 。 初 始 时 
质点 到 柱 中 心 的 距离 为 >， 并 以 速率 vo 沿 切 向 运动 。 
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情形 (a) 线 穿 过 柱 顶 部 中 心 的 小 孔 。 线 被 通过 小 孔 拉动 
而 逐渐 缩短 。 

情形 〈b) 线 缠 绕 在 柱 的 外 侧 。 

在 每 种 情形 中 ,什么 量 是 守恒 的 ?确定 每 种 情形 下 质点 


击 中 柱 时 的 最 终 速 率 。 
7.14 桌 上 的 杆 * 
质量 为 M、 长 为 /的 匀 质 杆 水 平 悬 空 、B 端 在 桌子 的 边 B 


缘 ， 另 一 端 A 用 手 扶 住 。A 端 突 然 释 放 。 在 释放 后 的 瞬间 : 

(a) 绕 B 的 力矩 有 多 大 ? 

(b) 绕 B 的 角 加 速度 有 多 大 ? 

(c) 质心 的 竖 直 加 速度 有 多 大 ? 

(d) 由 (c),， 确定 B 端 所 受 的 竖 直 力 。 
7.15 双 盘 摆 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 两 个 圆 盘 用 一 个 无 质量 的 杆 连 
接 ， 盘 面 平 行 ， 做 成 一 个 摆 。 其 中 一 个 盘 的 中 心 为 轴 。 在 同 
一 个 平面 将 圆 盘 悬挂 ， 盘 心 的 间距 为 :。 确 定 小 振动 的 周期 。 
7. 16 盘 摆 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 匀 质 圆 盘 悬挂 在 无 质量 的 杆 上 ， 
做 成 一 个 复 摆 。 轴 到 盘 心 的 距离 是 !。/ 取 何 值 时 周期 最 短 ? 
7. 17 杆 和 弹簧 

长 为 !、 质 量 为 m 的 杆 ， 以 一 端 为 轴 ， 被 位 于 中 点 和 男 
一 端的 弹簧 拉 住 ， 两 个 弹簧 的 拉力 相反 。 弹 敌 的 劲 度 系数 为 
k， 当 拉力 与 村 垂直 时 处 于 平衡 。 确 定 绕 平衡 点 的 小 振动 
频率 。 


ow UNNNNNNNN 


7. 18 杆 和 盘 摆 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 圆 盘 固定 在 长 为 :!、 质 量 为 m 
的 杆 未 端 ， 如 图 所 示 ， 确定 此 摆 的 周期 。 夺 用 一 个 无 摩擦 
的 轴承 将 盘 安 装 在 杆 上 ， 圆 盘 完 全 不 转动 ， 周期 如 何 变 
化 呢 ? 
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7. 19 盘 和 线圈 弹 得 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 固体 盘 装 在 竖 直 轴 上 。 连 
在 轴 上 的 线圈 弹簧 施加 一 个 大 小 为 C9 的 线性 回复 力 
矩 ， 这 里 0 是 从 静止 平衡 位 置 测量 的 角度 ，C 是 般 
量 。 杆 和 弹簧 的 质量 略 去 不 计 ， 并 假定 轴承 是 无 摩 
擦 的 。 

(a) 证 明 盘 做 简 谐 振动 ， 并 确定 运动 的 频率 。 

(b) 假定 盘 按 0 二 00sin(wt) 运动 ， 这 里 ww 是 (a) 所 确 
定 的 频率 。 在 时 间 二 x/w， 一 个 质量 为 M、 半 径 为 R 的 和 茜 
性 腻子 环 同心 地 落 在 盘 上 。 确 定 : 

(1) 运动 的 新 频率 。 

(2) 运动 的 新 振幅 。 

7.20 下 落 的 板 

质量 为 M、 长 为 ! 的 薄板 以 一 端 为 轴 ， 如 图 所 示 。 板 从 
与 竖 直方 向 成 60 的 角度 释放 。 当 板 水 平时 ， 确 定 作 用 在 轴 
上 的 力 的 大 小 和 方向 。 

7.21 滚动 的 圆柱 

半径 为 玉 、 质 量 为 M 的 圆柱 无 滑动 地 滚 下 倾角 9 的 射 
面 。 摩 擦 因数 为 y。 为 使 圆柱 无 滑动 地 滚动 ,，9 的 最 大 角度 
是 多 少 ? 

7.22 珠子 和 杆 

质量 为 m 的 珠子 可 在 杆 上 无 摩擦 地 滑动 ， 而 杆 以 恒定 的 
角 速 率 w 转动 。 重 力 略 去 不 计 。 

(a) 证 明 r= 二 roe*! 是 珠子 可 能 的 一 个 运动 ， 这 里 ro 是 珠 
子 到 轴 的 初始 距离 。 

(b) 对 于 (a) 所 描述 的 运动 ， 确定 杆 对 珠子 的 作 
用 力 。 

(c) 对 于 上 述 运 动 ， 确 定 使 杆 转动 的 功率 ， 并 
通过 直接 的 计算 证 明 这 个 功率 等 于 珠子 动能 的 变 
化 率 。 

7.23 圆 盘 、 物 块 和 带子 

质量 为 M、 半 径 为 尺 的 圆 盘 从 缠绕 其 上 的 带子 中 解 开 。 
带子 经 过 无 摩擦 的 滑轮 ， 质 量 为 m 的 物 块 悬 挂 在 另 一 端 。 假 
设 圆 盘 竖 直下 落 。 

(a) 分 别 确 定 物 块 和 圆 盘 的 加 速度 a 和 A 与 圆 盘 角 加 速 


度 a 的 关系 。 

(b) 确定 a、A 和 a。 
7.24 两 个 桶 

质量 为 M、 半 径 为 尺 的 圆 桶 A 悬挂 在 同样 是 质量 为 M、 
半径 为 R 的 圆 桶 BB 上 ，B 可 以 绕 它 的 轴 自 由 转动 。 悬 挂 方式 
为 ， 无 质量 的 金属 带子 缠绕 在 每 个 桶 的 外 侧 ， 并 可 以 自由 解 
开 ， 如 图 所 示 。 重 力 是 向 下 的 。 两 个 桶 初始 时 都 静止 。 假 设 
桶 人 A 坚 直 加 下 运动 ， 确 定 其 初始 的 加 速度 。 
7.25 ”滚动 的 弹 珠 * 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 弹 珠 滚 上 倾角 2 的 斜面 。 若 弹 珠 
的 初始 速度 是 w。， 在 开始 往 下 滚 以 前 ， 它 沿 斜 面向 上 移动 的 
距离 / 有 多 少 ? 
7.26 球 和 圆柱 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 匀 质 球 和 质量 为 M、 半 径 为 R 
的 匀 质 圆柱 同时 从 静止 状态 在 斜面 顶部 释放 。 若 它们 都 无 滑 
地 滚动 ， 哪 个 物体 先 到 达 底 部 ? 
7.27 桌 上 的 悠悠 球 

质量 为 M 的 修 修 球 有 一 个 半径 为 b 的 轴 和 半径 为 R 的 外 
轮 。 它 的 转动 惯量 取 为 MR?*/2。 修 修 球 安放 在 桌面 上 ， 线 受 
一 个 水 平 拉 力 FF ， 如 图 所 示 。 修 修 球 与 桌面 的 摩擦 因数 是 y。 
若 使 悠悠 球 无 滑 地 滚动 , 正 的 最 大 值 是 多 少 ? 
7.28 和 斜 拉 悠悠 球 

在 上 一 问题 中 ， 修 悠 球 被 线 斜 着 拉动 ， 线 与 地 面 的 夹 角 
为 9。 对 于 多 大 的 角度 69， 悠悠 球 不 会 转动 ? 
7.29 悠悠 球 运动 

质量 为 M 的 悠悠 球 有 一 个 半径 为 的 轴 和 半径 为 R 的 外 
轮 。 它 的 转动 惯量 取 为 MR?/2。 线 的 厚度 可 上 略 去 不 计 。 修 做 
球 从 静止 释放 。 

(a) 当 修 修 球 下 降 和 上 升 时 ， 线 中 的 张力 有 多 大 ? 

(b) 线 完全 解 开 时 ， 和 悠 修 球 的 中 心 下 降 了 距离 :/。 假 设 
它 以 匀 自 转速 度 向 上 运动 ， 当 它 转动 时 确定 线 上 的 平均 作 
用 力 。 
7.30 又 滚 又 滑 的 保龄球 

保龄球 以 速率 wo 抛 下 滑 道 。 开 始 时 它 只 滑动 不 滚动 ， 但 
是 由 于 摩擦 力 ， 它 开始 滚动 。 证 明 当 它 无 滑 地 滚动 时 ， 它 的 


287 


288 


7 角 动 量 和 定 轴 转动 


5 
速率 是 了 vn © 


7.31 又 滚 又 滑 的 圆柱 * 

半径 为 R 的 圆柱 以 角 速 率 wo 自转 。 把 圆柱 轻 放 在 困 面 
上 ， 它 先 短 时 间 滑 动 ， 但 最 终 无 滑 地 滚动 。 最 终 的 角 速 率 wi 
是 多 少 ? 

7. 32 两 个 橡胶 轮 

半径 为 R、 质 量 为 M 的 实心 橡胶 轮 以 角 速 率 wo 绕 无 摩 
擦 的 轴 转 动 ， 如 图 所 示 。 半 径 为 +、 质 量 为 m 的 第 二 个 橡胶 
轮 也 安装 在 一 根 无 摩擦 的 轴 上 ， 并 与 第 一 个 接触 。 第 一 个 轮 
最 后 的 角 速 率 有 多 大 ? 

7.33 带 模 的 锥 体 和 物 块 

高 为 h、 底 部 半径 为 R 的 锥 体 绕 竖 直 轴 自由 转动 。 在 它 
的 表面 刻 了 一 条 细 槛 。 使 锥 体 以 角 速 率 wo 自由 转动 ， 质 量 
为 既 的 小 物 块 从 无 摩 掠 的 权 顶 部 释放 ， 并 可 以 在 重力 作 
用 下 滑动 。 假 设 物 块 竺 在 槽 中 。 锥 体 绕 坚 直 轴 的 转动 惯量 
Tos 

(a) 当 物 块 到 达 底 部 时 ， 椎 体 的 角 速 率 有 多 大 ? 

(b) 在 惯性 系 中 确定 物 块 到 达 底 部 时 的 速率 。 

7.34 盘 中 弹 珠 ” 

半径 为 的 弹 珠 在 半径 为 R 的 浅 盘 中 来 回 滚动 ， 这 里 
Rb。 确 定 小 振动 的 频率 。 

7.35 立方体 和 桶 

边 长 为 上 的 立方 体 物 块 静止 放 在 半径 为 R 的 圆柱 形 桶 
上 上， 如 图 所 示 。 夺 要求 物 块 是 稳定 的 ,确定 工 的 最 大 值 。 
7.36 两 个 旋转 的 物体 

质量 分 别 为 mx。 和 mb 的 两 个 物体 用 长 ! 的 线 相 连 ， 放 在 
无 摩擦 的 桌面 上 。 使 mr, 瞬时 静止 ,mb 沿 与 中 心 连 线 垂直 的 
方向 ， 以 瞬时 速率 wo 运动 ， 如 图 所 示 。 确 定 系 统 此 后 的 运动 
和 线 中 的 张力 。 

7.37 板 和 球 * 

(a) 长 为 22、 质 量 为 M 的 板 位 于 无 摩 探 的 更 面 上 上。 质量 
为 如、 初速 为 vo 的 球 击 中 板 的 一 端 ， 如 图 所 示 。 确 定 球 的 
未 速度 wfr， 假 设 机 械 能 守恒 ，mwf 沿 着 原来 的 运动 方向 。 

(b) 假设 板 以 下 端 为 轴 转 动 ， 确 定 vi。 


7.38 桌 上 的 碰撞 

长 为 /的 无 质量 刚性 杆 连 着 两 个 质量 均 为 m 的 质点 。 杆 
放 在 无 摩擦 的 桌面 上 ,质量 为 m、 初 速 为 vo 的 质点 按 图 示 
方向 运动 ， 并 击 中 杆 。 碰 撞 后 抛射 体 向 后 运动 。 

假设 机 械 能 守恒 ， 确 定 碰 后 杆 绕 质 心 的 角 速 率 。 
7.39 冰 上 小 孩 和 木板 

质量 为 m 的 小 孩 以 速率 vo 在 冰 上 奔跑 ， 踩 上 长 为 /、 质 
量 为 M 的 木板 一 端 ， 木 板 与 小 孩 的 路 线 垂直 ， 如 图 所 示 。 

(a) 定量 描述 小 孩 踩 到 木板 后 系统 的 运动 ， 与 冰 的 摩擦 
力 略 去 不 计 。 

(b) 碰 后 木板 上 一 点 瞬时 静止 ， 这 个 点 在 哪里 ? 
7.40” 珊 齿 的 轮子 和 弹簧 

带 细 齿 的 轮子 固定 于 劲 度 系 数 为 &、 原 长 为 ! 的 弹簧 一 
端 ， 如 图 所 示 。 对 于 工 二 :， 轮 子 可 在 表面 自由 请 动 ， 但 是 对 
于 zx 二!， 轮 齿 与 地 面 上 的 齿 哺 合 ， 从 而 轮子 不 能 滑动 。 轮 子 
的 质量 为 M， 半 径 为 RR。 假定 轮子 的 所 有 质量 都 在 边缘 。 

(a) 轮子 被 拉 到 xz 二 1 十 6b 位置， 然后 释放 。 在 第 一 次 行 
程 中 ， 它 距离 墙 有 多 近 ? 

(b) 离开 增 后 ， 它 能 走 多 远 ? 

(c) 当 轮 子 下 一 次 碰 到 齿 轨 时 会 发 生 什 么 ? 
7.41 倾斜 的 木板 * 

这 个 问题 用 到 了 目前 所 学 的 大 多 数 重要 的 定律 ， 值 得 付 
出 扎实 的 努力 。 问 题 很 巧妙 (虽然 实际 上 并 不 复杂 )， 若 找 不 
到 解 ， 也 不 要 大 惊 小 怪 。 

长 2L 的 板 斜 靠 在 墙 上 。 它 开始 无 摩擦 地 下 滑 。 证明 板 
的 顶部 下 滑 到 初始 高 度 的 2/3 时 与 墙 失 去 接触 。 
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8 刚体 运动 


8.1 简介 


第 7 章 使 我 们 能 够 分 析 深 下 斜坡 的 圆 桶 、 悠 悠 球 和 转轴 
方向 不 变 的 物体 转动 。 然 而 ， 即使 是 分 析 像 转弯 自行 车 这 样 
简单 的 系统 ， 我 们 都 需要 解除 定 轴 的 限制 。 本 章 我 们 将 致力 
于 可 绕 任 何 轴 转动 的 刚体 运动 的 一 般 问 题 。 不 强调 正规 的 数 
学 分 析 细 节 ， 通 过 重点 讨论 具有 较 大 自 旋 角 动 量 的 陀螺 仪 和 
其 他 仪 问 ， 我 们 将 努力 深入 探索 其 基本 原理 。 

我 们 的 分 析 基 于 角 动 量 是 矢量 这 一 基本 概念 。 理 解 了 
角 动 量 的 矢量 性 质 就 可 以 对 回转 仪 进 动 这 样 的 神秘 效应 给 
出 一 个 简单 而 又 目 然 的 解释 ， 并 能 洞察 刚体 运动 的 一 般 
问题 。 

本 曹 的 第 二 个 主题 是 角 动 量 守恒 。 在 第 7 章 我 们 接触 过 
这 个 守恒 定律 ， 但 没 进行 任何 关键 性 的 讨论 。 这 里 所 遇 到 的 
挑战 是 物理 的 微妙 而 非 数学 的 复杂 。 


8.2 角速度 和 角 动 量 的 矢量 性 质 


为 描述 刚体 最 一 般 的 转动 ,我们 必须 引入 合适 的 坐标 系 。 
回想 平 动 的 情形 ， 我 们 的 步骤 是 ， 采 用 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 位置 
矢量 表示 为 r= 二 x i 十 yj 十 zk。 把 r+ 相继 对 时 间 求 导 就 得 到 了 
速度 和 加 速度 。 

尝试 采用 类 似 的 方法 处 理 转动 ， 虽 然 很 自然 ， 但 却 是 不 
对 的 ， 比 如 用 角 坐 标 9; 、0， 和 0- 分 别 表示 绕 x+、y 和 xz 轴 
的 转动 ， 然 后 定义 一 个 角 位 置 矢 量 @: 


@=(0,i+0,)+9.k) 
不 竺 的 是 ， 这 行 不 通 。 不 可 能 用 一 个 矢量 描述 角 方 位 。 原 因 
在 于 真正 矢量 的 加 法 满足 交换 律 : A 十 B= 二 B 十 A 。 然 而 ， 下 
例 表明 ， 转 动 是 不 对 易 的 : 9.i 十 9,j 关 0,j 十 90; i。 


例 8. 1 转 过 有 限 角 的 转动 | 

考虑 一 弘 栅 糖 桨 ， 方 位 如 图 所 示 。 把 钠 绕 x 轴 转 动 
r/2， 再 绕 y 轴 转 动 x/2， 并 与 相反 顺序 转动 的 结果 进行 比 
较 ， 看 看 发 生 了 什么 ? 


8.2 角速度 和 角 动 量 的 矢量 性 质 


Bi+bF Of +0.i 


从 图 中 明显 看 出 ， 
SE ln 


羊 运 的 是 ， 一 切 完好 无 损 ， 虽然 角 位 置 不 能 用 矢量 表示 ， 
角 位 置 的 变化 率 ， 角 速度 却 是 一 个 完美 的 矢量 。 角 速度 定 
义 为 


= +wyj +wok 
关键 在 于 ， 虽然 有 限 角 的 转动 不 对 易 ， 但 像 Ag 、.A96,， 和 
A9: 这 样 无 限 小 的 转动 是 对 易 的 。 因 此 ， “= lim (Ab/Az) 
代表 一 个 真正 失 量 的 分 量 ， 其 理由 在 本 章 末 的 注释 8.1 中 
讨论 。 价 言 之 ， 相 继 转 过 小 角度 A0; 和 Ab 的 转动 与 按 相 
反 顺 序 的 转动 之 间 在 方位 上 的 差异 是 大 小 为 A9; A90, 的 小 转 
动 。 这 一 项 在 角度 上 是 二 阶 小 量 ， 在 极限 A 一 0 时 为 零 。 
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假设 角速度 的 确 是 矢量， 让 我 们 确定 在 转动 刚体 中 任意 
质点 的 平 动 速度 与 刚体 角速度 的 关系 。 

考虑 图 中 绕 某 个 轴 转 动 的 刚体 。 我 们 用 rn 表示 轴 的 瞬时 
方向 ， 并 选择 坐标 系 的 原点 位 于 轴 上 。 人 坐标 系 固定 在 空间 ， 
是 惯性 的 。 刚 体 转 动 时 ， 它 的 每 个 质点 都 绕 转 轴 做 圆周 运动 。 
从 原点 到 任意 质点 的 矢量 7 扫 过 一 个 锥 形 。 图 中 显示 了 绕 沿 
n 的 轴 转 过 角度 Ab 的 结 

nn 和 r 之 间 的 夹 角 5 为 常量 , r 的 顶部 在 半径 ~siny 的 圆 
上 运动 。 

位 移 | Ar | 的 大 小 是 

|Ar |=2rsingsin(A0/2) 
对 于 非常 小 的 角度 Ag， 我 们 利用 小 角 近 似 
sin(AO7/2) 二 Ab7/2 


oe 所 以 
i ， |Ar | rsing A0 
rsing TD 车 在 At 时 间 内 转 过 角度 A9， 则 
ea | Ar | /AtSrsing (A0/Az) 


/ 


g ~ 在 极限 At->0 下 ， 

Ab 4 人 rsinp 
i 
| di ng di 


rsing sin 在 极限 下 ，dr/di 与 圆周 相 切 ， 如 图 所 示 。 


回想 矢量 又 积 的 定义 ( 见 1.4.2 节 )， 我 们 看 到 ，dr/dt 
的 方向 与 + 和 让 的 平面 垂直 ，dr/d: 的 大 小 | dr/di |= 
rsingd9/dt 和 方 回 都 可 以 由 dr/dt = 二 rnXrd9/dt 给 出 。 由 于 


dr/dt 二 vwv ,nd0/dit 二 G9 ， 我 们 有 
dr 


i =WBwXF (8. 1) 
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例 8.2 在 x-y 平面 内 的 转动 

为 了 把 方程 (8.1) 与 一 个 更 熟悉 的 情形 一 一 在 zx-y 
平面 内 的 转动 一 一 联 系 起 来 ， 我 们 计算 绕 z 轴 转 动 的 质点 
速度 0 我们 有 二 wb; NE 因此 ， 


四 二 由 六 让 


= 和 ri t yy) 
=w(zj — yi) 

在 平面 极 坐 标 系 中 ，、 并 二 rcosg，y 一 rsing， 所 以 
六 一 or(jcosb 一 isin0) 

但 是 jcosg 一 ising 是 横向 的 单位 矢量 6。 因此 ， 


v 二 wwW7r0 


这 就 是 质点 沿 半 径 的 圆周 以 角速度 w 运动 的 速度 。 


由 于 我 们 习惯 于 绕 定 轴 的 转动 ， 这 只 涉及 角速度 的 一 个 
分 量 ， 所 以 一 开始 很 难 理解 角 动 量 的 矢量 性 质 。 对 同时 绕 几 
个 轴 的 转动 我 们 就 更 不 熟悉 了 。 

在 关系 式 v =rXo 中 ， 我 们 已 经 能 够 把 角速度 处 理 成 一 
个 矢量 了 。 若 我 们 把 @ 像 其 他 矢量 那样 分 解 成 分 量 ， 重 要 的 
是 要 确保 这 个 关系 式 仍 然 有 效 。 换 句 话说 ， 若 我 们 写 出 w= 
wo1 十 ov ,一 (oOiXr) 十 (os Xr) 是 对 的 吗 ? 下 面 的 例子 表 
明 ， 答 案 是 肯定 的 。 


例 8.3 角速度 的 矢量 性 质 
如 图 所 示 ， 考 虑 在 竖 直 面 内 转动 的 质点 。 角 速度 @ 位 
于 zy 平面 内 ， 与 x-y 轴 成 45" 角 。 角 速度 设 为 常量 ， 所 以 
Got | 
先 直 接 利用 关系 式 v 二 dr/di 计 涡 罗 。 先 确 完 py 从 图 
中 可 看 出 ,并 一 一 rcosb/W2 ，y = rcosb/V2 ，z 三 rsinb。 
因此 ， 


OS ,COSH 、 
r=r(— $1 


十 sing | 
有 


295 


296 


8 刚体 运动 


对 时 间 求 导 ， 并 注意 到 是 常量 ， 我 们 有 


SinG a Sn db 
ey cosOk | 
el 


-~ ee + cosOkR | (3 
式 中 我 们 用 了 d0/dt 一 w。 
利用 关系 式 口 一 rXmgw 是 确定 速度 的 简单 方法 。 从 图 中 


可 以 看 出 9 


后 《人 mm 
从 
人 
i ji k 
Se Ea 0 
BS bid ee V2 
一 rcosg ”cosb ing 
一 -一 一 Ss 
V2 V2 
sing: sing - 
or (0 eosgk) 
一 


结果 与 方程 (1) 相同 。 
果然 ， 我 们 可 以 像 其 他 任何 失 量 那样 处 理 四 。 


下 一 个 例子 表明 ,把 w 沿 合适 的 轴 分 解 可 使 问题 极 大 地 
简化 。 另 外 ， 它 还 揭示 了 角 动 量 不 一 定 与 角速度 平行 这 个 基 
本 性 质 ， 这 与 定 轴 转 动 的 情形 不 同 ， 这 里 L 和 ow 是 平行 的 ， 
且 有 关系 式 L= 二 Jw 器。 

例 8.4 倾斜 杆 上 质点 的 角 动 量 

考虑 一 个 简单 的 刚体 ， 长 为 27 的 无 质量 杆 的 两 端 分 别 
固定 质量 为 mm 的 两 个 质点 。 杆 的 中 点 安装 在 一 个 竖 直 轴 
上 ， 并 绕 zx 轴 以 角 速 率 wmw 转动 。 杆 倾斜 一 个 角度 we， 如 图 
所 示 。 问 题 是 确定 系统 的 角 动 量 。 

最 直接 的 方法 是 用 定义 工 二 2 (riXpi) 计算 角 动 量 。 


加 这 里 考虑 的 只 是 = 分量。 一般 情况 下 , 工 和 ow 也 不 平行 ， 即 使 w 只 有 
沿 定 轴 的 分 量 ，。 译 者 注 
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每 个 质点 以 角 速 率 w 在 半径 为 Lcosa 的 圆周 上 运动 。 每 个 
质点 的 线 动量 为 | 了 | 三 ?zolcosae， 并 与 圆 轨 道 相 切 。 为 计 
算 两 个 质点 的 角 动 量 ， 我 们 取 斜 村 的 中 点 为 参考 点 ，r 沿 
杆 并 与 p 重 直 。 因 此 |L| 二 2mwl?cosa。L 与 儿 杆 重 直 ， 并 
位 于 杆 与 x 轴 的 平面 内 ， 如 图 所 示 。 工 随 杆 转动 ， 它 的 顶 
部 描绘 出 一 个 绕 zz 轴 的 图 。 


BB {rx 


现在 我们 采用 一 个 廿 显 w 失 量 性 质 的 计算 下 的 方 
法 ; 首先 ， 我们 把 名 二 wk 分 解 成 与 儿 杆 重 直 的 分 量 四 | 和 
平行 的 分 量 wgl。 从 图 中 可 以 看 出 ，owl 三 wcosa， 
w | 一 忆 Slnaa 

由 于 质点 没有 大 小 ，wl 不 产生 角 动 量 。 因 而 ， 角 动量 
完全 来 自 于 wj 。 由 于 工 与 @ | 平行 我 们 可 以 利用 定 轴 转 
动 的 结果 上 = 二 lw|， 这 里 绕 @| 方向 的 转动 惯量 是 mL? 十 
mi? 二 2mL?is, 角 动 量 的 大 小 天 

L =1w1 


=2ml?*w 1 

=2ml’* wceosa 
L 指向 w| 的 方向 。 因 此 , 工 随 杆 回转 ; L 的 顶部 描绘 出 绕 
z 轴 的 圆 。( 我 们 在 例 7.2 和 例 7.8 的 圆锥 摆 中 遇 到 过 类 似 
的 情形 。) 这 个 系统 的 重要 特点 是 下 与 @ 不 平行 ， 非 对 称 
刚体 一 般 都 是 如 此 。 


刚体 运动 的 动力 学 满足 + 二 dL/d:， 这 对 任何 运动 都 成 
立 ， 因 为 它 是 由 牛顿 定律 导出 的 (第 7 章 )。 通 过 计算 使 L 
改变 方向 的 力矩 ， 我 们 可 以 更 好 地 理解 这 个 人 简单 的 转动 
和 料 杆 。 
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例 8.5 转动 斜 杆 的 力矩 

在 例 8.4 中 ， 我 们 证 明了 匀速 转动 斜 杆 的 角 动 量 的 大 
小 为 常量 ， 但 方向 是 变化 的 。 王 相对 于 杆 是 不 变 的 ， 但 随 
着 杆 在 空中 转动 。 

杆 的 力矩 由 TY 一 dEL/di 给 出 。 把 L 按 图 示 分 解 ， 可 以 
很 容易 确定 dL/dt。( 在 例 7.9 中 我 们 采用 了 类 似 的 方法 。) 
分 量 匡 ,与 z 物 平行 是 常量 所 以 在 方向 没有 力矩 。L 
的 水 平分 量 ，Li 二 Lsing， 随 着 杆 旋转 。 若 我 们 选择 Xx-y 
轴 ， 使 得 在 1 二 0 时 上 Li 与 式 轴 重 会 ， 则 在 时 间 上 ， 

了 二 了 1 COSout 
=L sinagcoswt 


Ly Lsinat 


= Lsinasinwt 
因此 
| L=Lsina(icoswttj sinwi)++L cosak 
力 乱 是 a 
.上 
dz 


=Lwsing (—isinwttjcoswt) 
利用 例 8.4 的 结果 工 王 2ml?*wcosa， 可 得 
fr 一 一 2707202Ssinacosasincot 
ry =2ml?w?sinacosacoswt 
因此 
=2ml?w?sinacosa 
=wL sina 
流 训 1 对 于 一 0 或 m 二 TU2 TT 二 0。 你 能 明白 为 什么 吗 ? 
另外 ， 你 能 明白 为 什么 力 撼 应 当 与 w” 成 正比 吗 ? 

这 个 分 析 有 点 拐弯 抹 角 ， 确 定 每 个 物体 上 的 受 力 后 ， 
妨 估 本 可 以 直接 用 1f 一 7)Xf; 计算， 然而， 这 里 所 用 的 
方法 是 快捷 的 。 此 外 ， 它 展示 了 角速度 和 角 动 量 是 真正 的 
矢量 ， 可 以 沿 我 们 所 选 的 任何 轴 分 解 。 


8.2 角速度 和 角 动 量 的 矢量 性 质 


例 8.6 转动 斜 杆 的 力矩 (几何 方法 ) 

在 例 8.5 中 ,我 们 把 工分 解 成 分 量 ， 利 用 f= 二 dL/dt 
计算 了 转动 斜 杆 的 力矩 。 为 了 强调 力矩 与 了 的 变化 率 之 间 
的 联系 ， 我 们 用 几何 方法 重复 这 个 计算 。 这 个 方法 对 分 析 
回转 仪 的 运动 是 有 帮助 的 。 

像 例 8. 5 一样， 我 们 把 工分 解 成 坚 直 分 量 上 ;二 Lcosa 
和 水 平分 量 1 二 Lsing， 如 图 所 示 。 由 于 LL 为 常量 ， 对 = 
轴 没 有 力矩 。 王 / 的 大 小 为 常量 ,但 随 杆 转动 ，L 的 时 间 变 
化 率 只 来 自 这 个 效应 。 

像 1. 10 节 所 讨论 的 ， 我 们 再 次 处 理 旋 转 的 矢量 。 按 
照 那里 的 想法 ， 我 们 知道 ，dLi/di 一 oLi 。 然 而 ， 由 于 使 
这 个 结果 形象 化 非常 重要 ， 我 们 再 推导 一 次 。 由 矢量 图 
可 得 

|AL4, | 兰 | 五 | Ab 


di d0 
dt ”出 
=Liw 
力矩 是 
— QLy 
' Foe i dz 
一 No 
=wL sina 


与 例 8.5 得 到 的 结果 相同 。 在 极限 下 力矩 T 与 AL 平行 。 
对 于 斜 杆 ， 5 在 水 平面 沿 切 向 随 杆 转动 。 

你 可 能 会 认为 ， 转 动 系统 的 力矩 肯定 引起 转动 速率 的 
变化 。 然 而 ， 在 这 个 问题 中 ， 转 动 的 速率 为 常量 ， 力 和 矩 引 
起 L 的 方向 变化 。 力 答 是 由 斜 硅 转 动 轴承 上 的 作用 力 产生 
的 。 对 于 实际 的 杆 来 说 ， 这 肯定 是 一 个 扩展 结构 ， 像 套 简 
之 类 的 东西 。 力 矩 在 套 简 上 产生 一 个 随时 间 变 化 的 负荷 ， 
这 将 导致 振动 和 磨损 。 由 于 重力 场 对 斜 杆 无 力矩 ， 杆 就 被 
称 作 是 静态 平衡 的 。 然 而 ， 由 于 儿 杆 转动 时 会 有 力矩 ， 它 
不 是 动态 平衡 的 。 为 了 平稳 运行 ， 转 动 的 机 械 必须 设计 成 
动态 平衡 的 。 
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8.3 回转 仪 


我 们 现在 就 致力 于 回转 仪 运动 的 几 个 方面 ， 以 说 明 角 动 
量 、 力 窍 和 和 拓 量 的 时 间 导 数 这 些 基本 概念 。 费 这 么 大 力气 理 
解 一 个 小 玩具 似乎 有 点 草率 ， 但 是 大 这 个 玩具 是 回转 仪 ， 你 
会 发 现 这 个 努力 是 值得 的 。 我 们 将 仔细 讨论 每 一 步 ， 这 是 直 
沉没 多 大 帮助 的 一 个 物理 领域 。 

我 们 现在 跳 过 回转 仪 运动 一 般 解 的 复杂 数学 问题 ， 首 先 
专注 于 匀速 进 动 。 在 匀速 进 动 中 ， 回 转 仪 转轴 的 顶部 在 水 平 
面 内 以 匀速 率 旋转 。 我 们 的 目的 是 要 证 明 匀速 进 动 与 一 dL/d 
和 牛顿 定律 是 一 致 的 。 另 外 ， 这 个 解 为 理解 更 复杂 的 刚体 运 
动 提 供 了 一 个 好 的 起 点 。 


回转 仪 的 基本 组 件 是 绕 一 个 轴 自 旋 的 飞轮 和 使 轴 能 取 任 
何方 位 的 上 甚 架 。 如 左 图 所 示 ， 熟 悉 的 玩具 回转 仪 就 适合 我 们 
的 讨论 。 轴 的 一 端 停 在 支架 上 ， 人 允许 轴 无 约束 地 处 于 任何 
让 位 

右 图 是 回转 仪 的 示意 图 。 三 角 代 表 一 个 自由 的 支点 ， 飞 
轮 按 图 示 方 同 自 旋 。 

先 让 飞轮 达到 一 定 的 转速 ， 以 w; 自 旋 ， 最 常用 的 方法 是 
猛 拉 缠 绕 在 轴 上 的 绳子 。 回 转 仪 的 一 端 被 支点 支撑 ， 然 后 将 
其 水 平 释放 ， 它 的 轴 会 短暂 摇晃 ， 接 下 来 回转 仪 就 稳定 到 一 
个 匀速 进 动 ， 即 转轴 以 匀 角 速度 2 缓慢 地 绕 竖 直 轴 转动 。 我 
们 马上 会 问 ， 回 转 仪 为 什么 不 下 落 。 一 个 可 能 的 答案 由 受 力 
图 给 出 。 竖 直 的 合力 是 N 一 W， 这 里 N 是 支点 作用 的 竖 直 
力 ，W 是 重力 。 寿 N 二 WW， 质心 不 会 下 落 。 当 然 ， 如 果 你 去 
掉 向 上 的 力 N， 回 转 仪 会 像 石 块 那样 下 落 。 


8.3 回转 仪 


这 个 解释 是 正确 的 ,但 并 不 真正 令 人 满意 ， 这 是 由 于 我 们 
问 了 一 个 错误 的 问题 。 不 要 惊奇 于 回转 仪 为 什么 不 下 落 ， 我 们 应 
该 问 ， 在 重力 窍 作 用 下 ， 它 为 什么 不 像 摆 一 样 绕 着 文 点 摆动 。 

事实 是 ， 帮 飞轮 静止 时 把 回转 仪 释放 ， 它 开始 时 的 表现 
和 控 完 全 一 样 ; 它 不 是 水 平 进 动 ， 而 是 开始 在 竖 直 方向 摆动 ， 
这 个 行为 我 们 将 在 后 面 考 虑 。 但 是 若 回转 仪 高 速 自 旋 ， 它 很 
快 就 开始 平稳 地 进 动 。 

各 转轴 在 空中 保持 不 动 ， 回 转 仪 的 角 动 量 工 , 完全 来 自 
飞轮 的 目 放 ， 沿 转轴 的 方向 ， 大 小 二 :一 Too:， 这 里 Jo 是 飞 
轮 绕 轴 的 转动 惯量 。 回 转 仪 绕 x 轴 进 动 时 ， 它 也 有 一 个 > 方 
癌 的 小 的 轨 这 角 动 量 。 然 而 ， 对 于 匀速 进 动 ， 这 个 轨道 角 动 
量 在 大 小 和 方向 上 都 不 变 ， 没 有 动力 学 的 效果 。 因 此 ， 我 们 
这 里 可 以 忽略 它 。 


a) b) 
L, 总 是 沿 着 转轴 。 回 转 仪 进 动 时 ，L, 随 其 转动 ， 如 图 
a) 所 示 。 我 们 多 次 遇 到 过 转动 矢量 ， 最 近 的 一 次 是 对 斜 杆 的 
讨论 。 若 进 动 的 角速度 是 0，L, 的 变化 率 是 
| 
dt 
dL,/dt 的 方 回 与 工 , 扫 过 的 水 平 圆 相 切 。 在 图 b) 所 示 的 那 
一 刻 , 工 , 沿 x 方向 ，dL;/dit 沿 y 方 向。 


必然 有 一 个 回转 仪 的 力矩 解释 工 , 的 变化 。 力 矩 的 来 源 
在 受 力图 中 很 明显 。 奋 取 支 点 为 参考 点 ， 力 抑 源 于 作用 在 飞 


轮 质 心 的 重力 。 
力矩 的 大 小 为 
c=4W 
朱 然 ， 7 与 dL,/dt 平行 。 
从 关系 式 
dL, 
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可 以 确定 进 动 的 角 速 率 Q。 由 于 |dLs/di|= 二 QL;,， t= 二 LW,， 


我 们 有 
NL; =LW 
或 者 
IW 
一 一 一 (8. 2) 
Tows 


我 们 也 可 以 分 析 相 对 质心 (飞轮 质心 ) 的 运动 。 在 此 情形 下 ， 
由 于 N= 二 W， 力矩 是 ro 二 NL 二 WLl， 与 前 面相 同 。 

方程 (8. 2) 表明 ， 飞 轮 变 慢 后 ， 进 动 的 角 速 率 2 会 
变 大 。 这 个 效应 在 回转 仪 玩具 中 很 容易 看 到 。 显 然 ，2 不 
能 无 限 变 大 ; 最 终 匀速 进 动 会 转 为 剧烈 奇怪 的 运动 。 当 0 
足够 大 ， 以 至 于 我 们 不 能 忽略 摩擦 力矩 引起 的 绕 竖 直 轴 的 
角 动 量 的 小 变化 时 ， 就 会 出 现 这 种 运动 。 另 外 ， 和 匀速 进 动 
是 回转 仪 动 力学 方程 的 精确 解 ， 这 在 注释 8.2 中 会 详细 


例 8.7 回转 仪 进 动 
: 考虑 自转 轴 与 坚 直方 向 夹 角 为 $ 的 回转 仪 的 匀速 
, 进 动 。 : Dr so 
L, 在 x-y 平面 的 分 量 随 着 回转 仪 的 进 动 而 旋转 ， 与 = 
轴 平 行 的 分 量 保持 不 变 。 
L, 的 水 平分 量 是 上 ,sing。 因 此 
重力 矩 是 水 平 的 ， 大 小 为 


r=lsingW 
我 们 有 
OAL,sing =lsingW 
~ 


ou， 


人 


进 动 速度 与 $ 无 关 。 


上 面 的 例子 证 明了 回转 仪 的 匀速 进 动 满足 动力 学 方程 
tr 二 dL/dt， 但 是 对 于 理解 回转 仪 为 什么 进 动 帮助 不 大 ， 或 许 
下 面 的 例子 对 此 有 帮助 。 
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例 8.8 回转 仪 为 什么 进 动 

回转 仪 进 动 之 所 以 神秘 主要 在 于 ， 与 线 动量 相 比 ， 我 
们 对 角 动 量 过 于 陌生 。 如 果 从 一 个 简单 刚体 的 转动 动力 学 
能 看 出 直接 满足 牛顿 定律 ， 就 会 令 人 非常 满意 。 为 此 ， 让 
我 们 考虑 一 个 这 样 的 刚体 ， 长 为 21 的 无 质量 杆 的 两 端 分 别 
固定 质量 为 m 的 两 个 质点 。 

假定 杆 在 自由 空间 转动 ， 角 动量 L, 沿 z 方向 。 每 个 质 
点 的 速率 为 vo。 我 们 将 证 明 所 施 力 给 的 效果 是 使 上 , 以 角 
速度 Q 王 r/ 工 , 进 动 。 

为 简化 ， 假 定 力 矩 只 作用 很 短 的 时 间 Ar， 杆 此 刻 沿 着 
Z 轴 。 我 们 假定 力矩 来 自 两 个 等 值 反 向 的 力 下 ， 如 图 所 示 。 
合力 为 震 ， 所 以 质心 保持 静止 。 

每 个 质点 的 动量 变化 为 

Np mi 一 人 

由 于 Av 与 v0 径直 ， 每 个 质点 的 速度 改变 的 方向 如 图 所 示 ， 
杆 绕 一 个 新 的 方向 转动 。 

转动 轴 倾 斜 的 角度 为 


Av 
Ab en 


AY 


UO 


系统 的 力矩 是 + 二 2Fl， 角 动量 是 ,一 2mvol。 因 此 


et A 
0 


这 与 回转 仪 的 进 动 结果 相同 。 另 外 ， 角 动量 的 变化 AL, 在 
y 方向 ,与 力矩 平行 ， 符 合 要 求 。 
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这 个 模型 可 以 使 我 们 理解 为 什么 力 纸 引起 自 旋 物体 的 
转轴 倾斜 。 论 证 可 以 细 化 以 便 应 用 于 像 回 转 仪 飞轮 这 样 的 


扩展 物体 。 这 样 分 析 的 结果 等 价 于 应 用 5 二 dL/dt。 


本 节 的 讨论 描述 了 匀速 进 动 ， 但 这 只 是 回转 仪 运动 的 特 
殊 情 形 。 在 开始 分 析 时 ， 我 们 假定 回转 仪 初始 时 是 平稳 进 动 ， 
但 是 其 他 的 初始 条 件 会 导致 其 他 的 运动 类 型 。 例 如 ， 奢 转轴 
的 目 由 端 保持 不 动 ， 然 后 突然 释放 ， 进 动 速 度 初始 为 零 。 在 
这 种 情形 下 ， 回 转 仪 的 质心 就 简单 地 开始 下 落 。 看 看 这 个 下 
落 运动 如 何 转化 为 匀速 进 动 ， 确 实 是 非常 有 趣 的 ， 我 们 在 注 
释 8. 2 中 会 直接 应 用 7 二 dL/dt 进行 分 析 。 分 析 涉 及 在 8.6 节 
推导 的 L 和 ww 的 一 般 关 系 。 


8.4 刚体 运动 示例 


本 节 我 们 分 析 几 个 在 刚体 运动 中 能 体现 角 动 量 行为 的 
系统 。 


例 8.9 岁差 

地 球 的 角 动 量 有 两 个 分 量 : 质心 绕 太 阳 运 动 的 轨道 角 
动量 和 绕 自身 极 轴 转动 的 自 旋 角 动量 。 我 们 这 里 关心 的 是 
地 球 自 旋 角 动量 ， 它 偏离 轨道 面 (黄道 面 ) 法 线 23. 5°。 
在 地 球 是 球形 的 这 个 近似 下 ， 它 不 受 附近 物体 的 力矩 。 因 
此 ， 它 的 角 动 量 为 常量 一 一 它 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 总 是 指 
向 相同 的 方向 。 

若 我 们 更 仔细 地 分 析 地 -日 系统 ， 考 虑 到 地 球 不 是 严格 
的 球形 ， 而 是 略 扁 的 ， 会 发 现 地 球 受 到 一 个 小 的 力矩 。 这 
使 自 族 轴 缓慢 地 改变 方向 ， 导 致 所 谓 的 岁差 现象 。 

力矩 来 自 太 阳 和 月 亮 与 非 球形 地 球 的 相互 作用 。 地 球 
略微 丁 起 一 点 ; 它 的 平均 半径 近似 为 6400 km， 但 是 它 的 
赤道 半径 比 极 半 径 大 21 km。 由 于 地 球 的 转轴 相对 于 黄道 
面 是 倾斜 的 ， 太 阳 的 引力 就 产生 一 个 力 扼 。 

图 中 画 出 了 12 月 冬至 日 的 情形 。 在 那个 时 间 ， 在 黄道 
面 之 上 的 A 部 凸 起 比 B 部 离 太阳 更 近 一 些 。A 处 物体 比 B 
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处 的 受 太 阳 吸 引 更 强 一 些 ， 如 图 所 示 。 这 就 导致 了 作用 在 
地 球 上 的 力矩 ， 方 向 与 插图 平面 重 直 。 

6 个 月 后 的 夏至 日 ， 地 球 位 于 太阳 的 另 一 边 ，B 比 人 
受 的 吸引 更 强 。 然 而 ， 力 答 与 前 面 一 样 ， 有 相同 的 方向 。 
在 这 两 个 极端 中 间 (春分 和 秋分 )， 力 给 为 零 。 平 均 力矩 与 
自 旋 角 动量 重 直 ， 并 位 于 黄道 面 内 。 

力矩 引起 自 旋 轴 绕 黄道 面 法 线 进 动 。 当 自 旋 轴 进 动 时 ， 
力矩 始终 与 它 垂直 ; 系统 就 像 我 们 在 例 8.7 分 析 过 的 倾斜 
回转 仪 。 

进 动 的 周期 是 26000 年 。 再 过 13000 年 后 ， 极 轴 将 不 
指向 勾 陈 一 ， 即 现在 的 北极 星 ; 它 的 指向 将 偏离 2 X 
23.5 一 47"。 猎 户 座 和 天 狼 星 ， 这 些 冬季 熟悉 的 指 路 明星 ， 
届时 会 闪 焰 在 仲夏 的 天 空 ， 冬 至 将 发 生 在 6 月 。 

当 太 阳 在 它 从 南 到 北 的 表 观 行程 中 直射 赤道 时 ， 春 分 
就 到 了 。 由 于 地 球 轴 的 进 动 ， 在 固定 恒星 的 背景 上 ， 太 阳 
春分 的 位 置 每 年 移 位 50 弧 秒 (1 角度 三 3600 弧 秒 )。 十 人 
已 经 知晓 春分 的 这 个 进 动 。 它 描绘 在 循环 史 的 占星 表 中 ， 
其 中 用 太阳 在 春分 所 处 的 星座 区 分 12 个 时 期 。 现 在 的 时 期 
是 双鱼 座 ，600 年 后 是 水 瓶 座 。、 


例 8.10 回转 罗盘 

随 着 全 球 定 位 系统 (GPS) 的 发 明 ， 指 南 针 已 经 不 那 
么 重要 了 。 但 是 车 GPS 卫星 信号 不 可 用 ， 比 如 在 潜艇 和 宇 
宙 飞 船 中 ， 惯 性 导航 系统 可 以 测量 本 地 加 速度 ， 然 后 通过 
积分 确定 速度 和 位 置 。 为 了 提供 飞行 器 相对 地 球 的 位 置 ， 
必须 知道 严格 正 北 〔 活 地 球 转 轴 ) 的 方向 。 回 转 罗 盘 ， 或 
者 称 “ 回 转 仪 ”， 可 以 做 到 这 一 点 。 

尝试 用 玩具 回转 仪 做 下 面 的 实验 。 把 线 系 在 回转 仪 
框架 上 的 A 和 B 两 点 ，A 和 B 两 点 位 于 自 旋 轴 的 轴承 中 
间 的 两 侧 ， 如 图 所 示 。 把 线 拉 紧 ， 并 使 自 旋 轴 水 平 。 现 在 
缓慢 地 旋转 ， 使 自 旋 的 回转 仪 的 圆 形 框架 保持 在 一 个 圆 上 
运动 。 回 转 仪 会 突然 空翻 ， 使 它 的 自转 轴 停 在 竖 直 方向 上 ， 
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与 你 的 转动 方向 平行 。 沿 相反 的 方向 转动 会 使 回转 仪 空翻 
180 ， 它 的 自转 轴 再 次 与 你 的 转轴 平行 。( 更 和 仔细 地 观察 会 
发 现 ， 自 旋 轴 绕 竖 直方 向 振动 。 水 平 轴 上 的 摩擦 力 会 很 快 
抑制 这 个 运动 。) 

回转 罗盘 就 基于 这 个 效应 。 可 以 绕 两 个 垂直 轴 自 由 转 
动 的 飞轮 倾向 于 使 它 的 自转 轴 与 系统 的 转轴 平行 。 对 于 回 
转 似 来 说 ,“ 系 统 ” 是 地 球 ; 罗盘 停 在 它 的 轴 与 极 轴 平行 的 
位 置 。 

我 们 可 以 用 简单 的 矢量 分 析 定 性 地 理解 这 种 运动 。 候 
定 轴 是 水 平 的 ， 工 , 指向 元 轴 。 如 图 所 示 ， 假设 我 们 施加 力 
和 给 rz， 试 着 以 角 速 率 wz 绕 z 轴 转 动 回 转 仪 。 

结果 ， 沿 之 轴 的 角 动量 L。 开始 增加 。 若 自 旋 角 动量 
L; 为 零 ，L: 完全 来 自 于 回转 仪 绕 < 轴 的 转动 ，L: 一 
J:w:， 这 里 1 是 绕 z 轴 的 转动 惯量 。 然 而 ， 由 于 飞轮 自 
旋 ,， 工 。 变化 的 另 一 种 方式 为 回转 似 绕 A-B 轴 的 转动 ， 朝 = 
方向 旋转 L;。 经 验 告 诉 我 们 ,车 五 , 较 大 ， 大 部 分 力矩 用 
于 使 自 旋 角 动量 转向 只 有 一 小 部 分 使 回转 仪 绕 > 轴 
转动 。 

通过 考虑 洛 y 轴 的 角 动 量 可 以 明白 为 什么 这 个 效应 
如 此 显著 。 在 A 和 B 的 两 个 支点 允许 系统 绕 y 轴 自 由 旋 
转 ， 所 以 沿 y 轴 方 向 没有 力矩 。 由 于 下 ， 初始 为 零 ， 它 必 
须 始 终 为 零 。 当 回转 仪 开始 绕 < 轴 转 动 时 ， 工 ; 开始 获得 
y 方向 的 一 个 分 量 。 为 了 保持 工 , 二 0， 回 转 仪 和 它 的 框架 
开始 绕 y 轴 快 速 转动 ， 或 空翻 。 来 自 这 个 运动 的 角 动 量 
抵消 了 工 , 的 y 分 量 。 当 工 , 最 终 停 在 与 x 轴 平 行 的 位 置 
时 ， 框 架 的 运动 不 再 改变 工 , 的 方向 ， 它 的 自 旋 轴 保 持 
静止 。 


地 球 是 一 个 转动 系统 。 在 地 球 表面 的 回转 罗盘 与 极 轴 对 
齐 ， 指 向 真正 的 北 。 然 而 ， 实 际 的 回转 罗盘 要 更 复杂 一 些 ， 
它 必 须 不 受 它 所 导航 的 轮船 或 飞行 器 运动 的 影响 ， 持 续 指向 
真正 的 北 。 下 一 个 例子 中 ,我们 求解 回转 罗盘 的 动力 学 方程 ， 
证 明 固 定 于 地 球 的 回转 罗盘 如 何 指向 真正 的 北 。 
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例 8.11 回转 罗盘 的 运动 

考虑 这 样 一 个 回转 罗盘 ， 一 个 平衡 的 自 旋 园 盘 位 于 轻 
的 框架 内 ， 被 一 个 水 平 轴 支 撑 ， 如 图 所 示 。 装 置 放 在 一 个 
以 匀 角 速度 0 旋转 的 转盘 上 。 回 转 仪 具有 沿 自 旋 轴 的 自 旋 
角 动 量 上 ,二 Isws。 另 外 ， 整 体 绕 着 竖 直 轴 以 0 的 转动 和 
绕 A-B 轴 的 转动 都 会 产生 角 动 量 。 

由 于 A-B 轴 被 放 在 轴承 上 ， 活 A-B 轴 无 力矩 。 因 此 ， 
沿 A-B 方向 的 角 动 量 L， 为 常量 ,dL /dt 二 0。 


= 
be 


有 
Eo 


两 个 因素 对 dLn/dt 有 贡献 。 若 0 是 竖 直 方向 和 
自 旋 轴 的 夹 角 ，I| 是 绕 A-B 轴 的 转动 惯量 ， 当 0 变 
化 时 它 产生 角 动 量 L; 二 T1109， 对 dLh/dt 贡献 一 个 量 
116. 

另外 ， 在 分 析 回转 仪 进 动 时 我 们 已 经 看 到 ,下 , 方向 的 
变化 也 会 导致 六 改变。 天, 的 水 平分 量 是 上 ,sin8， 它 在 A- 
B 轴 的 变化 率 是 QL ,sin0。 

我 们 已 经 考虑 了 了) 的 两 个 独立 的 变化 。Lj 总 的 
变化 应 当 是 两 个 变化 之 和 ; 严格 的 证 明 将 在 8.7 节 
坎 出 中 

把 dLi/dt 的 两 个 变化 加 在 一 起 ， 得 到 


ja 二 QL, sing 


由 于 dLh/dt 二 0， 运 动 方程 变 为 


+ (Fe )sing=0 
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这 等 同 于 例 3.10 摆 的 方程 。 当 自 旋 轴 接近 于 竖 直 时 ， 


我 们 再 次 得 到 了 简 谐 运动 方程 。 因 此 ， 回 转 仪 的 轴 做 简 谐 
运动 ， 满 足 


90=00singt 

式 中 
y= [Ea 
i 


_ fan 
i 
如 果 在 A 和 B 的 轴承 上 存在 小 的 摩擦 ， 振 动 幅 度 bo 最 终 
会 变 为 零 ， 自 旋 轴 会 停 在 与 0 平行 的 方向 上 。 
为 了 能 把 回转 仪 用 作 罗 盘 ， 把 它 固 定 在 地 球 上 ， 使 A- 
B 轴 沿 竖 直 方向 ， 框 架 可 以 自由 转动 。 


如 图 所 示 ， 若 ) 为 回转 仪 的 纬度 ， 地 球 自 转角 速度 0。 
垂直 A-B 轴 的 分 量 就 是 水 平分 量 人 ,cosA。 自 旋 轴 在 水 平面 
内 相对 北极 方向 振动 ， 最 终 会 指向 北 。 

小 振动 的 周期 是 TT 二 2x/B 二 2xVIl/ (TosOocosA) 。 
对 于 薄 的 圆 盘 ,Ti /I,= 二 1/2， (0. 二 2x rad/day 守 7.27X 
10 rad/s。 当 回转 仪 的 转速 达到 ws 三 20000 rpm 守 2100 
rad/s， 在 赤道 的 周期 是 11 s。 人 靠近 北极 的 位 置 ， 周 期 会 变 
得 太 长 ， 回 转 罗 盘 失 效 。 


8.4 刚体 运动 示例 


例 8. 12 自 旋 物体 的 稳定 性 

角 动 量 可 以 使 自由 运动 的 物体 保持 惊人 的 稳定 性 。 自 
旋 角 动量 可 以 使 小 孩 的 滚动 铁 环 即使 是 得 也 能 保持 直立 ; 
铁 环 并 不 倒 下 而 只 是 略微 改变 一 下 方向 ， 继 续 滚动 。 另 一 
个 例子 是 子弹 的 自 旋 效 应 。 枪 膛 里 的 螺旋 构 或 来 复线 给 子 
弹 自 旋 角 动量 ， 从 而 有 助 于 子弹 的 稳定 。 如 果 你 想 验证 转 
动 的 稳定 效应 。 可 尝试 无 旋转 地 抛 手 一 个 飞盘 。 

为 了 分 析 自 旋 的 稳定 效应 ， 考 虑 质量 为 M 的 一 个 圆柱 
体 ， 沿 轴 方 向 运动 ， 但 不 绕 轴 自 旋 。 假 设 一 个 小 的 微 扰 力 
F 作用 在 圆柱 上 一 段 时 间 At。 令 下 与 轴 重 直 ， 作 用 点 距离 
质心 1!， 如 图 所 示 。 

一 沿 通 过 质心 的 A-A 轴 的 力矩 是 rz 一 EL， 所 以 “ 角 冲 
量 ” 是 trAt 二 FLAt。 由 于 圆柱 没有 自 旋 ， 沿 A-A 轴 获 得 的 
角 动 量 是 

ALA= MB =RAL 
假定 初始 角速度 是 0， 则 末 态 角速度 是 


一 于 Ai 
Ta 


打击 的 效果 是 给 圆柱 沿 模 向 轴 一 个 角速度 ， 它 便 开始 翻转 。 
现在 考虑 同样 的 情形 ， 但 圆柱 活着 长 轴 快 速 自 旋 ， 具 
有 角 动 量 开 ,。 
情形 类 似 于 回转 仪 : 沿 A-A 轴 的 力矩 引起 绕 B-B 轴 的 
进 动 。 当 五 作用 时 ， 进 动 的 角速度 是 dL,/dt 二 QL;， 或 者 
7 
Es 


0 


(2 


圆柱 进 动 转 过 的 角度 是 
4 二 人 人 A: 
_PFLAt 
L; 
受 力 的 圆柱 不 是 开始 翻转 ， 而 是 缓慢 地 政变 方向 ， 然 后 停 
止 进 动 。 自 旋 越 大 ， 进 动 转 过 的 角度 越 小 ， 微 扰 对 飞行 的 
影响 越 小 。 
注意 ， 自 旋 对 质心 运动 没有 影响 。 在 两 种 情况 下 ， 质 
心 都 获得 一 个 速度 Av 二 FAt/M，。 
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8 刚体 运动 


8.5 角 动 量 守恒 


在 着 手 刚体 运动 的 一 般 问 题 之 前 ， 让 我 们 先 看 看 孤立 系 
统 的 角 动 量 是 否 守 恒 。 夺 这 个 守恒 定律 能 从 牛顿 定律 直接 导 
出 ， 会 令 人 十 分 满意 ， 但 实际 并 非 如 此 。 尽 管 如 此 ， 孤 立 系 
统 的 总 角 动 量 永远 是 守恒 的 。 现 在 我 们 就 看 看 这 个 守恒 定律 
被 支持 的 程度 。 

考虑 质量 ml ,mmz，…，, 72j ,7N 的 N 个 质点 的 系统 。 
我 们 假定 系统 是 孤立 的 ， 作 用 力 完全 来 自 于 质点 之 间 的 相互 
作用 。 质 点 7 的 受 力 是 


N 
Ri 一 DOF 
k=1 


这 里 ，Fj 是 质点 对 质点 7 的 作用 力 。( 在 求 和 计算 中 ,我 
们 忽略 去 了 k= 二 7 的 项 ， 根 据 牛 顿 第 三 定律 ，Fj; ==0.) 
让 我 们 选取 一 个 合适 的 参考 点 来 计算 质点 7 所 受 的 
力矩 : 
T; = 
ss Py Di Fa 
k 
令 Tj 是 质点 & 对 质点 7 的 力矩 : 
C= 
类 似 地 ，j; 对 的 力矩 是 
Thij™— Tk XFi; 
这 两 个 力矩 之 和 为 


Tik 二 2 1 XFi; py XE 
由 于 Fjx 二 一 Fh;， 我 们 有 


Tik 人 T= (re XFR)—(r;XFg) 
a a 
~ 一 下 准时 时 
这 里 ，r 关 是 从 7 指 回 有 的 矢量 。 大 我 们 能 证 明 ri 十 ro 三 0， 


内 力矩 就 可 以 像 内 力 那样 成 对 地 抵消 ， 则 总 的 内 力矩 为 零 ， 
由 此 证 明了 和 孤立 系统 的 角 动 量 守恒 。 


8.5 角 动 量 守恒 


由 于 rj 和 Fi 都 不 是 零 ， 为 了 使 总 力矩 为 零 ，Fhj 需要 
与 ri 平行， 如 图 a) 所 示 。 对 于 图 b) 的 情形 ， 力 和 矩 不 为 零 ， 
角 动 量 是 不 守恒 的 。 尽 管 如 此 ， 力 是 等 值 反 向 的 ， 线 动量 是 
守恒 的 。 

图 a) 的 情形 对 应 于 有 心力 的 类 型 。 对 于 有 心力 运动 的 
特殊 情形 ， 角 动量 守恒 可 以 从 牛顿 定律 导出 。 然 而 ， 牛 顿 定 
律 并 没有 明确 要 求 力 是 有 心 的 。 由 于 牛顿 定律 并 不 排除 图 b) 
的 情形 ， 我 们 必须 说 这 些 定律 对 孤立 系统 的 角 动 量 是 否 守恒 
没有 直接 的 关系 。 

基于 下 面 的 理由 可 以 对 上 面 的 论证 提出 反驳 : 虽然 牛顿 
定律 没有 明确 要 求 力 是 有 心 的 ， 在 牛顿 定律 处 理 质 点 这 种 最 
简单 的 情形 ， 却 隐 含 地 提出 了 这 个 要 求 。 质 点 是 没有 大 小 和 
结构 的 理想 物体 。 由 于 两 质点 系统 能 确定 的 唯一 天 量 是 从 一 
个 质点 到 另 一 个 的 矢量 "并 ， 在 这 种 情形 下 ， 和 扳 立 质点 之 间 的 
作用 力 必 须 是 有 心 的 。 

假如 我 们 想 发 明 一 个 作用 力 ， 使 其 与 质点 之 间 的 轴 夹 角 
为 9， 如 图 所 示 。 我 们 没有 办 法 区 分 方 同 a 和 6; 两 者 相对 于 
rji 的 角度 都 是 9。 只 用 一 个 矢量 rij; 不 能 定义 与 角度 有 关 的 作 
用 力 ; 两 个 质点 之 间 的 作用 力 必须 是 有 心 的 。 

在 牛顿 的 思想 体系 中 讨论 角 动 量 的 困难 在 于 ， 现 在 我 们 理 
解 的 自然 遭遇 了 与 简单 质点 大 不 相同 的 实体 。 例 如 ， 电 子 或 许 最 
接近 牛顿 质点 的 概念 。 电 子 具 有 确定 的 质量 ， 据 目前 所 知 ， 半 径 
为 零 。 尽 管 如 此 ， 电 子 还 是 具有 类 似 内 部 结构 的 东西 ; 它 具 有 目 
旋 角 动量 。 这 似乎 是 矛盾 的 ， 零 大 小 的 物体 却 具 有 角 动 量 ， 但 我 
们 必须 把 它 当 作 自 然 界 的 一 个 事实 而 接受 这 个 矛盾 。 

由 于 电子 的 目 旋 在 空间 确定 了 一 个 附加 的 方向 ， 两 个 电子 
之 间 的 作用 力 不 必 是 有 心 的 。 例 如 ， 可 能 存在 这 样 一 个 作用 力 : 

Fis=Cri2 X(S1+S;) 

Fyl=Cr2l X(S1+S;) 
这 里 ，C 是 某 个 常量 ，S; 是 与 第 i 个 电子 角 动 量 平行 的 一 个 
矢量 。 作 用 力 是 等 值 反 回 的 ， 但 不 是 有 心力 ， 它 们 产生 力矩 。 

还 有 其 他 非 有 心力 的 可 能 性 。 实 验 上 ， 两 个 相对 运动 的 
点 电荷 之 间 的 作用 力 不 是 有 心 的 ; 速度 确定 了 力 所 依 赖 的 附 
加 轴 。 两 个 质点 的 角 动 量 不 一 定 守 恒 。 角 动量 守恒 的 貌似 不 
成 立 是 由 于 忽略 了 系统 的 一 个 基本 部 分 : 电磁 场 。 场 指 的 是 


b) 


n> 


mi 
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由 物理 的 相互 作用 ， 例 如 引力 或 电磁 引起 的 空间 (或 者 在 相 
对 论 情 形 ， 时 空 ) 性 质 的 变化 。 虽 然 场 不 在 质点 力学 的 范围 
内 ， 然 而 场 却 具 有 能 量 、 动 量 和 角 动 量 。 当 场 的 角 动 量 考 虑 


进来 后 ， 整 个 质点 - 场 系统 的 角 动 量 是 守恒 的 。 


简 言 之 ,现状 就 是 ， 牛 顿 物 理 不 能 预言 角 动 量 守恒 ， 但 
是 实验 上 还 没有 观测 到 孤立 系统 的 总 角 动 量 是 不 守恒 的 。 我 
们 断定 ， 角 动量 守恒 定律 是 一 个 独立 的 物理 定律 ， 除 非 出 现 
矛盾 ,我 们 的 物理 解释 必须 由 尼 指 导 。 


8.6 刚体 转动 与 惯量 张 量 


刚体 运动 所 遵守 的 方程 f= 二 dL/di 形式 上 与 平 动 方程 下 一 
dP /dt 类似。 然而 两 者 之 间 存 在 本 质 的 不 同 。 线 动量 和 质心 
运动 满足 简单 的 矢量 方程 P 一 MV， 这 里 M 是 标量 ,一 个 简 
单 的 数 。 因 而 ，P 和 VV 总 是 平行 的 。L 和 w 之 间 的 关系 就 没 
这 么 简单 了 。 对 于 定 轴 转动 ，L 二 Iw 中 ， 对 于 一 般 的 转动 ， 
人 们 也 倾向 于 认为 L==Iw， 这 里 I 是 标量 。 然 而 ,这 不 可 能 
正确 ,在 例 8.4 里 ， 从 转动 斜 杆 的 研究 中 我 们 已 经 知道 , LL 
和 ow 不 一 定 平行 。 

本 节 我 们 推导 角 动 量 和 角速度 的 一 般 关系 ， 在 8.7 节 我 
们 将 致力 于 求解 运动 方程 的 问题 。 


8. 6. 1 角 动 量 与 惯量 张 量 


我 们 先 证 明 ， 为 了 分 析 刚 体 的 转动 ， 实 际 上 只 需 考虑 以 
质心 为 参考 点 的 角 动 量 。 
第 7 章 我 们 讨论 过 ， 刚 体 的 任意 位 移 可 以 分 解 成 质心 的 
位 移 加 上 绕 通 过 质心 的 某 瞬 时 轴 的 转动 。 为 推导 运动 方程 ， 
我 们 从 刚体 角 动 量 和 力矩 的 一 般 表达 式 ， 方程 (7.15) 和 
(7. 18) 开始 ， 
L =RXMV+2r; Xmiry 
t=RXF+2r; Xf; 
这 里 ，r; 是 m; 相对 质心 的 位 置 矢量 ，2f; 是 合力 下 。 由 于 
rt 二 dL/di， 我们 有 


昌 ”这 里 仅 指 L 和 ow 的 zx 分量 .一 一 译 者 注 


8.6 刚体 转动 与 惯量 张 量 


d 
RXF+2r;,Xf; = FRXMV)+ECD) Xmjr;) 
i 时 
由 于 下 二 MA ， 涉 及 R 的 项 抵消 ， 留 给 我 们 关系 式 


/ d / Nn . 
Sr Xfji= Or Xmir)) 


换 句 话说 ， 绕 质心 的 总 力矩 等 于 绕 质 心 的 角 动 量 的 变化 率 。 
这 个 关系 式 与 质心 运动 无 关 。 相 对 质心 的 角 动 量 荆 om 是 
大 om 一 22r7X mjr j CS 沪 
我 们 现在 的 任务 是 用 瞬时 角速度 @ 表示 刚体 的 角 动 量 
Lm。 由 于 r'; 的 长 度 是 固定 的 ,r'; 变 化 的 唯一 方式 是 转动 。 
所 以 是 一 个 转动 矢量 : 
广 =@ Xr, 
因此 
Lem= Dr Xmi(w Xr ) 
为 向 化 表示 ， 我 们 采用 质心 坐标 系 ， 用 世 表示 Lem， 用 rj; 表 
示 r';。 我 们 的 结果 变 为 
LL= Dr Xm (oo Xr) (8. 4) 
这 个 结果 看 起 来 很 复杂 。 事 实 是 ， 它 的 确 复 杂 ， 但 我 们 可 以 
使 它 看 起 来 简单 。 我 们 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 采用 条 办 法 来 耐心 


计算 方程 〈8.4) 中 的 又 积 。 (一 个 优雅 的 方法 是 利用 矢量 恒 


等 式 4X(BXC)=(4.。C)B 一 (4.。B)C。) 
由 于 @ 二 wri 十 wyj 十 w:k， 我 们 有 
OXr=(zwy— ywa)i+(rw —zwr jt yw — zrwy )k 
(8. 5) 
让 我 们 计算 工 的 一 个 分 量 ， 比 如 工 ; 。 先 暂时 丢掉 下 标 7， 我 
们 有 
Lr 久 (四 Xr)] 一 y(@ 四 Xr)- 一 <(OXr)， (8. 6) 
将 方程 (8. 5) 代入 方程 (8. 6);， 结果 是 
[rxXx(wXr)l: 一 y(ywoz 一 Zoy) 一 z(Zzoz 一 zz ) 
一 (3 十 zu 一 天 Jo 一 苑 CO。 
因此 ， 
Ls = 22m (9 Te ws — OMIRYyWy — LL 
(8 人 
引入 如 下 符号 : 
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TI- 一 Zi(yji2 十 zj2) 

Ly = Omjriyi 

1 ,= 2mjrjz} (8.8) 
这 个 表达 式 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 ，T, 称 作 转动 惯量 ， 它 就 
是 我 们 在 定 轴 转 动 中 引入 的 转动 惯量 ，I= 吕 mjpj*， 这 里 我 
们 取 转 轴 沿 工 方向 ， 因 而 o 关 一 y 关 十 zx。 量 IT 和 TITz= 称 作 
惯量 积 。 它 们 具有 x 和 y 的 交换 对 称 性 ; Tazy 二 一 和 mjzxjyj 
=— omjyjrj;=Tyr. 

为 计算 工 ， 和 工 =， 我 们 可 以 重复 上 面 的 推导 ， 但 更 简单 

的 方式 是 重新 标记 坐标 ， 令 zy，y 一 zz，z 一 达 。 在 方程 
(8.7) 和 “(8. 8) 中 作 了 这 些 代 换 后 可 得 


me 3 ye J | yd y 十 LGks (8., 9a) 
y= Tw TT Lay Ty (8., 9b) 
E. = wr Ly Tt ss (8. 9c) 


这 三 个 方程 的 阵列 描述 了 绕 某 个 轴 的 转动 ， 包 含 了 作为 特殊 
情形 的 定 轴 转动 。 例 如 ， 考 虑 绕 着 沿 x 方 回 轴 的 转动 ，@ 一 
wk。 方 程 (8. 9c) 则 简化 为 
Ls = baw 
= mj (zj; yj)! )w 
此 即 我 们 在 第 7 章 对 定 轴 转动 导出 的 结果 。 

然而 ， 方程 (8. 9) 也 表明 ，z 方 癌 的 角速度 可 以 产生 党 
三 个 坐标 轴 任 意 一 个 的 角 动 量 。 例 如 ， 若 w 二 wk， 则 L; = 
Tswv 工 7 一 To 事实 上 ， 检 查 一 下 工 : 、L, 和 工 的 方程 
组 ， 可 以 看 出 ， 沿 每 个 轴 的 角 动 量 都 依赖 于 沿 三 个 轴 的 角 速 
度 。L 和 @w 都 是 普通 的 矢量 , L 与 @ 成 正比 是 指 ，w 的 分 量 
加 倍 , 三 的 分 量 也 加 倍 。 然 而 ， 我 们 从 转动 斜 杆 的 行为 中 已 
经 看 到 , 工 不 一 定 指 癌 @ 的 方 回 。 

层 动 惯量 和 惯量 积 的 九 元 素 阵 列 称 作 惯量 张 量 。 除 了 力 
学 ， 张 量 在 曲线 和 曲面 的 分 析 中 也 有 重要 的 应 用 ， 包括 广义 
相对 论 中 弯曲 时 空 的 几何 。 

这 里 给 出 演示 惯量 张 量 的 例子 。 


例 8. 13 ”转动 的 哑铃 
考虑 由 两 个 匀 质 球 组 成 的 哑铃 ， 半 径 为 6、 质 量 为 M 
的 球 用 无 质量 的 轻 杆 相连 。 球 心 的 间距 是 21。 物 体 绕 着 通 


8.6 刚体 转动 与 惯量 张 量 


过 质心 的 某 个 轴 转 动 。 在 某 一 时 刻 ， 杆 与 x 轴 重 合 ，@ 位 
于 yx 平面 ，@ 四 一 wyj 十 w= 天 。 问 题 是 确定 瞬时 角 动 量 工 。 
为 确定 工 ， 我 们 需要 知道 转动 惯量 和 惯量 积 。 幸 运 的 
是 ， 惯量 积 对 于 沿 菜 个 坐标 轴 对 称 的 物体 都 为 零 。 例 如 ， 
Ja 一 一 之 加 过 ji 二 0， 这 是 因为 ， 若 mn 位 于 (xn3 
yw)， 在 对 称 的 物体 里 ， 相 等 的 质量 会 位 于 (zw， 一 yw)， 
这 两 个 质量 对 Ijy 的 贡献 抵消 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 
(8.9) 简化 为 
zz 二 -rr 
L,=Tyywy 
L.= 1:w: 
转动 惯量 1. 就 是 两 个 球 绕 它们 直径 的 转动 惯量 : 
Ls 一 2( 二 Mb: ) = Mp? 
为 了 计算 Tvy， 我 们 可 利用 平行 轴 定 理 确 定 每 个 球 绕 y 轴 
的 转动 惯量 


Ee mi 2 
We 2 (Mb tMI ) 
4 
=sMb" 二 2MI? 


由 于 我 们 令 四 位 于 yz 平面， 我们 有 @ 二 wyj 十 wk， 
因而 ， 

Li=0 

Ly=Tyywy 

了 > 一 了 -oz 
由 于 T 尖 了 从 而 天 /有 天 ys 与 Ww 并 不 半 行 ， 
如 图 所 示 。 


方程 〈8. 9) 很 繁琐 ， 为 了 书写 方便 ， 引 入 简约 的 符号 : 
L=16@ (8. 10) 

就 像 下 二 ma 表示 三 个 方程 一 样 ， 这 个 矢量 方程 也 表示 三 个 
方程 。 不 同 的 是 ， 是 一 个 简单 的 标量 ， 而 工 是 更 复杂 的 惯 


量 张 量 。 


I 的 九 个 分 量 可 排列 成 一 个 3X3 的 阵列 : 
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Tse Tyy 4 
= (8. 这 
J 


舍 学 3 ne = Lear 三 了 wx ES 这 九 个 分 量 中 ， 只 


有 六 个 是 不 同 的 。I 和 wo 相 乘 以 确定 LL== Te 的 规则 可 以 利 
用 矩阵 乘法 来 定义 ， 将 L 和 ow 写成 列 失 量 : 


L x ls mm 下 地 电 Xz WW 无 
EL 了 二 EL YX yy yz 0) y ( 8. ] 2 ) 
bs ry 上 zy E 写 汉 (Ux 


下 面 的 例子 是 惯量 张 量 的 为 一 个 演示 。 


例 8. 14 转动 斜 杆 的 惯量 张 量 
在 例 8.4 中 ， 我 们 从 第 一 原理 出 发 已 经 确定 了 转动 余 


杆 的 角 动 量 。 现 在 ,我 们 用工 二 Iw 确定 斜 杆 的 天 。 

长 为 2! 的 无 质量 杆 隔 开 两 个 相等 的 质量 m。 杆 相对 竖 
直方 向 倾 儿 一 个 角 a， 以 角速度 w 绕 之 轴 转 动 。 在 1 二 0 
时 ， 它 位 于 x- 平面。 引入 参数 p= 二 lcosa 和 由 二 7sina， 质 
点 在 任意 其 他 时 间 的 坐标 为 


质点 1 质点 2 
2 pcoswt XT2 pcoswt 
y1 =psinet y2=—psinwt 
zl 三 一 hh zo 三 hh 


I 的 分 量 可 以 用 它们 的 定义 来 计算 。 例 如 ， 


1 .=mi(y1: 十 z1:) 十 m2 (yo? 十 z22) 
=2m(p’sin:wtth?) 
pt 
一 一 M21y1ZT 一 2 222 
= 2Zmph sinwt 
剩 下 的 项 是 容易 计算 的 。 我 们 得 到 
p2 Sin2ct 十 下? —p? sinwt coswt ph coswt 
I =2m —p’ sinwt coswt pcos:wtth? ph sinwt 
ph coswt ph sinwt jo 
共同 的 因子 2m 乘 9 项 里 的 每 一 个 。 
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由 于 咱 王 (0,，0，wy7)7 傣 方程 (8.9) 或 等 价 的 方程 


(8. 12) 可 得 
L: =2mphwcoswt 
L,=2mphwsinwt 
L;=2mp’w 
通过 计算 下 的 时 间 导 数 ， 由 公式 7 一 dL/dt 可 以 确定 杆 所 
受 的 力矩 : 
rz = — 2mphw’ sinwt 
ty = — 2mphw’ coswt 
区 人 
可 以 看 到 。 做 了 代 换 ph 二 lL?cosasina 后 ， 这 些 结果 与 例 
8.5 的 相同 。 
8.6.2 主轴 


如 果 匀 质 对 称 物 体 的 对 称 轴 与 坐标 轴 重 合 ， 就 像 我 们 在 
例 8. 13 中 关于 转动 哑铃 所 看 到 的 ， 惯 量 积 就 为 零 。 在 这 种 情 
形 下 ， 惯 量 张 量 取 简 单 的 对 角形 式 : 


De 

| 
过 
i 
OO 


(8. 13) 
0 QJ 

令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 任意 的 形状 和 质量 分 布 ， 这 也 总 是 可 能 的 ， z 
可 以 找到 一 套 三 个 垂直 的 轴 ， 相 应 的 惯量 积 为 零 。( 这 个 证 明 用 | 
到 矩阵 代数 ， 可 在 大 多 数 关 于 高 等 动力 学 的 教材 中 找到 。) 这 样 盯 
的 轴 称 作 主 轴 。 相 对 于 主轴 ， 人 惯量 张 量 具有 对 角形 式 。 ps 

对 于 一 个 匀 质 球体 ， 通 过 球 心 的 任何 垂直 轴 都 是 主轴 。 
对 于 柱 对 称 的 物体 ， 转 轴 是 一 个 主轴 ， 其 他 两 个 主轴 是 相互 
垂直 的 ， 并 位 于 过 质心 且 与 转轴 垂直 的 平面 内 。 

考虑 一 个 转动 的 物体 ， 假 定 我 们 引入 一 个 坐标 系 1、2 和 
3， 与 物体 的 主轴 瞬时 重合 。 

相对 这 个 坐标 系 ， 瞬 时 角速度 有 分 量 w1、w2z 和 ws, LL 
的 分 量具 有 简单 的 形式 : 


by= 1 


L;2= 120w? 
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Ls=13w3 (8. 14) 
这 里 ，I1、1; 和 Ts 是 相对 主轴 的 转动 惯量 ， 


8. 6. 3 刚体 的 转动 动能 


刚体 的 动能 是 
K = Dmv’ 
为 了 将 平 动 和 转动 的 贡献 分 开 ， 我们 引入 质心 坐标 系 : 
rj =R+r; 
Uji =V 二 vw; 
我 们 有 


1 1/ 1 / 1 
K = Om; (Vivj)’ = om (WV) | (Vw 


=5MV? + Dmjv’? 
这 里 ， 项 V， 人 利用 v ; 一 wXri ， 转 动 动能 变 为 


K iot = SEm, vy 


= Em (w Xr)) * (Xr;) 


用 矢量 恒等式 (AXB)，C= 二 A，(BXC) 可 以 把 右边 简化 。 
使 4 一 @， B=r;, C=w Xr,, 我 们 得 到 


Ka = Dmjo “ [r; X(w Xr;)] 
] / , 
=F0° [omiri; XoXr;)] 
根据 方程 (8. 4)， 求 和 为 角 动 量 L。 因 此 ， 
区 一 本 “二 (8. 15) 


当 工 和 wm 都 相对 主轴 表示 时 ， 转 动 动 能 有 一 个 简单 的 形式 。 
利用 方程 (8. 15)， 我 们 有 


1 
Ko 一 了 Oo *。 工 
1 
全 1 JU1 ?十 可 Taaz2 十 二 Taaa (8. 16) 
或 者 表示 为 
i 
KR - (8. 17) 


2I 2Iz 213 
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例 8. 15 为 什么 飞碟 优 于 飞行 的 雪茄 

一 蜂 早期 的 圆柱 形 的 空间 卫星 ， 投 放 到 轨道 上 后 绕 它 
的 长 轴 自 旋 。 令 设计 者 吃惊 的 是 ， 即 使 飞行 器 是 不 受 力矩 
的 ， 它 却 开始 越 来 越剧 烈 地 摇晃 ， 最 终 会 绕 横 轴 自 旋 。 

原因 在 于 ,虽然 上 L 对 无 力矩 的 运动 是 严格 守恒 的 ， 但 
是 ， 若 物体 不 是 严格 刚性 的 ， 转 动 动能 是 可 以 变化 的 。 如 
果 卫 星 转 动 略微 偏离 对 称 轴 ， 刚 体 的 各 部 分 会 受到 一 个 随 
时 间 变 化 的 离心 加 速度 。 飞 行 器 在 随机 变化 的 力作 用 下 站 
起 和 弯曲 ， 能 量 被 结构 中 的 内 摩擦 力 耗 散 掉 。 转 动 动 能 减 
少 ， 能 量 转 化 为 热能 。 根 据 方程 (8. 17)， 若 物体 绕 一 个 主 
轴 旋 转 ，K iot 二 L?/21。Kiot 对 转动 惯量 最 大 的 轴 最 小 ， 统 
这 个 轴 的 运动 就 是 稳定 的 。 对 于 柱 形 飞 行 器 ， 初 始 转 轴 的 
转动 惯量 最 小 ， 运 动 是 不 稳定 的 。 

薄 国 盘 (“飞碟 ”) 绕 它 的 柱 形 轴 自 族 是 内 在 稳定 的 ， 
因为 其 他 两 个 转动 惯量 只 有 其 一 半 大 。 雪 茵 型 的 飞行 器 相 
对 它 的 长 轴 是 不 稳定 的 ， 相 对 横 轴 只 是 中 性 稳定 的 ; 不 存 
在 单一 的 轴 具 有 最 大 转动 惯量 的 情形 。 


8.6.4 定点 转动 


本 节 开 始 我 们 就 已 经 证 明 ， 在 分 析 既 平 动 又 转动 的 刚体 
动 时 ， 相 对 质心 计算 力矩 和 角 动 量 总 是 正确 的 。 然 而 在 东 
应 用 中 ， 刚 体 的 一 点 在 空间 是 固定 的 ， 就 像 回 转 仪 在 框 染 
的 枢 轴 点 。 以 固定 点 为 参考 点 分 析 运 动 时 和 常 是 方便 的 ， 因 为 


运 
些 


质心 运动 不 需要 直接 考虑 ， 而 约束 力 在 枢 轴 点 不 产生 力矩 。 


以 固定 点 为 原点 ，rj 是 质点 mj; 的 位 置 撩 量 ，R 二 Xi 十 


Yj 十 Zk 是 质心 的 位 置 矢量 。 相 对 原点 的 力矩 是 
t=2or; Xf 
式 中 ，f; 是 作用 在 m; 上 的 力 。 
如 果 物 体 的 角速度 是 wm， 相对 原点 的 角 动 量 是 
L =2or; Xmir; 
=Zorj Xm;(w Xr;) 
这 与 方程 (8. 4) 具有 相同 的 形式 。 照 搬 全 部 结果 ， 我 们 有 


工 一 To 
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以 及 
Es 一 Z71j (yi2 十 之 ;2 ) 


/ / 
ey pr 


这 里 撤 号 表示 质心 坐标 系 。 这 个 结果 形式 上 等 同 于 方程 
(8.8)， 但 是 现在 工 的 分 量 是 相对 固定 点 计算 ， 而 不 是 质心 。 
若 相 对 质心 的 惯量 张 量 1 已 知 ， 相 对 其 他 任何 参考 点 
的 工 可 以 从 7. 3.1 节 中 平行 轴 定 理 的 推广 形式 得 到 。 证 明 留 
作 习 题 ， 结 果 是 
T- 一 (To)ee 十 M(Y2 十 Z2) 
1;y=(10)i, —MXY (B. 18) 


例如 ， 考 虑 质量 为 M、 半 径 为 5 的 匀 质 球 ， 球 心 在 x 轴 ， 到 
原点 的 距离 为 1。 我 人 有 Te 一 二 Mb2 十 ML ， 1,y 一 二 MO2 十 


M1l:,， [= Mb?. 


8.7 刚体 动力 学 专题 


本 节 我 们 关注 几 个 刚体 运动 的 例子 。 这 些 结果 在 后 续 的 
章节 中 是 不 需要 的 ， 略 去 这 节 也 不 失 连 贯 性 。 

刚体 动力 学 的 基本 问题 是 ， 给 定 力 矩 ， 确定 转动 刚体 
的 方位 随时 间 如 何 变 化 。 目 标 是 求解 z= 二 dL/d:， 这 是 与 
下 一 Me 类 似 的 。 然 而 ， 由 于 角 动 量 L 和 角速度 @ 的 复杂 关 


系 L 二 Tw， 这 种 类 比 没什么 实际 的 帮助 。 利 用 与 刚体 主轴 
重合 的 坐标 系 ， 我 们 可 以 使 问题 看 起 来 简单 一 些 。 人 惯量 张 


量 了 工 形式 上 变 成 对 角 的 ( 非 对 角 的 惯量 积 全 都 为 零 ), 工 的 
分 量 是 

a 

i 

mt 
问题 的 难点 在 于 ， 当 刚体 转动 时 ， 固 定 于 刚体 的 主轴 也 随 着 
转动 。 由 于 所 受 的 力矩 是 在 固定 坐标 系 中 施加 的 ,我们 能 考 
虑 的 是 我 们 的 “实验 室 系 ”， 我们 需要 沿 着 空间 固定 方向 的 轴 


8.7 刚体 动力 学 专题 


的 工分 量 。 当 刚体 转动 时 ， 它 的 主轴 不 再 与 空间 的 固定 坐标 
系 重 合 。 人 惯量 积 在 空间 固定 坐标 系 不 再 为 去 ， 更 糟糕 的 是 ， 
惯量 张 量 工 的 分 量 还 随时 间 变 化 。 

形势 似乎 无 望 地 纠缠 在 一 起 。 幸 运 的 是 ， 知 主轴 并 不 远 
离 空 间 固 定 坐 标 系 ， 利 用 简单 的 矢量 参量 就 可 以 确定 运动 。 
一 般 情 形 放 在 以 后 讨论 ， 我 们 通过 确定 无 力矩 的 刚体 运动 来 
演示 这 个 方法 。 


8. 7. 1 无 力矩 进 动 : 为 什么 地 球 会 播 晃 


如 果 你 扔 下 一 枚 自 旋 的 硬币 ,并 轻 弹 一 下 ， 硬币 在 空中 
下 落 时 会 摇晃 ; 对 称 轴 常 在 空中 转动 ， 如 图 所 示 。 

由 于 基本 上 没有 力矩 作用 在 下 落 的 硬币 上 ， 这 种 运动 称 
为 无 力矩 进 动 。 

无 力矩 进 动 是 刚体 运动 的 特有 模式 。 例 如 ， 由 于 这 个 效 
应 ， 地 球 的 自转 轴 绕 极 轴 运动 。 我 们 观察 到 ，L 和 w 不 一 定 平 

， 而 播 晃 运动 与 此 有 关 。 大 物体 不 受 力 矩 , L 在 空间 是 固定 
而 @ 就 必须 运动 ， 就 如 下 面 我 们 所 证 明 的 。 

为 使 数学 上 简单 ， 考 虑 柱 对 称 的 刚体 ， 如 硬币 或 类 球体 。 
为 了 应 用 小 角 近 似 ， 假设 进 动 幅度 较 小 。 

设 物体 沿 着 主 对 称 轴 有 较 大 的 自 旋 角 动 量 上 ,一 Iw,， 这 
里 1 是 相应 的 转动 惯量 ,，w, 是 绕 对 称 轴 的 角速度 。 另 外 ， 
我 们 允许 物体 绕 着 垂直 主 对 称 轴 的 轴 有 小 的 角 位 移 。 


假设 工 , 徘 近 <z 轴 ， 相 对 于 x 和 yy 轴 ， 指 问 9; 之 1 和 
09, 二 1 的 方向 。 就 像 注释 8. 1 所 论证 的 那样 ， 对 于 无 限 小 角度 
的 转动 ， 绕 每 个 轴 的 转动 在 一 阶 近似 下 可 以 认为 是 独立 的 。 绕 
x 轴 的 转动 对 L; 的 贡献 是 上 ;= 二 d(x07i)/dt= 二 Tz d90i/dt:。 对 于 
小 角度 位 移 ， 绕 主轴 的 转动 惯量 在 一 阶 近似 下 为 常量 ， 所 以 


7- 


Be 


> 
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可 将 I 当 作 和 常量。 类 似 地 ， 在 一 阶 近似 下 ， 人 惯量 积 仍然 为 
零 。 (证 明 留 作 一 个 习题 。) 另外 ,， 绕 y 轴 的 转动 使 L, 在 zz 
方向 上 给 工 * 贡献 一 个 分 量 L,sing, 。 两 个 贡献 加 起 来 ， 我 


. 们 有 

d0 7 

和 
dt : 
类 似 地 

dO , 

A 
' “” di 


由 对 称 性 ，J;; = 二 1yy 三 TI 。 对 于 小 角度 ，sing<0 和 cos0 法 
Ls 因此 ， 


人 ;一 | rr ,a (8. 19a) 
di 
d0， 
一 . es C 
Es 【| dz ;pe Ca 19b) 
在 同 阶 近似 下 ， 
1 (8. 19c ) 


由 于 力矩 为 零 ，dL/dt= 二 0。 方 程 (8. 19c) 给 出 工 , 王 党 
量 ,，w, = 二 常量 , 方程 (8. 19a) 和 (8. 19b) 给 出 


d20. dOy 
rr (8. 20a) 
db， 7 dO. 
关 仿 已 ; ==0, /i ， wy =d0,/dt, 方程 (8. 20) 变 为 
dw z 
1] 二 二 二 Lg ,=0 (8. 21a) 
dt 
和 (8. 21b) 
1 dr Vo | 


为 求解 这 一 对 耦合 方程 ， 对 方程 (8. 21a) 求 导 ， 并 将 dw,/dt 的 
值 代入 方程 (8. 21b) ， 得 到 


2 
tL 
或 者 
中 十 zu 一 (8. 22) 
这 里 ， 
本 
A 5 了 
方程 (8. 22) 是 熟悉 的 简 谐 运动 方程 。 解 可 以 写成 
ws = Asin(ytT (8. 23) 


这 里 ，A 和 5 是 任意 常量 。 把 它 代 入 方程 (8. 21a) : 
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证 上 do > 
Ls Wt 


_ 
= TYCOst Yet) 


或 者 
wy 一 Acos(7X 十 由) (8. 24) 
对 方程 (8.23) 和 (8. 24) 积分 ， 可 得 


A 
加 (8. 25a) 


A 
d= nk (8, 25b) 


这 里 ，9io 和 9yo 是 积分 常量 。 由 于 做 了 小 角 近 似 ， 我 们 要 求 
A7/7y< 委 1。 
方程 (8. 25a) 和 (8. 25b) 显示 ， 自 旋 轴 绕 着 在 空间 的 
一 个 固定 方向 转动 。 佑 取 这 个 方向 沿 着 zx 轴 ， 则 0xo 王 0 三 
0。 假 设 在 1 二 0 时 ，0; 二 90o 和 0, 一 0， 我们 有 
0 =00cosyt (8. 26a) 
0, =0osinyt (8. 26b) 
这 里 ,我 们 取 A/yY==0o。 和 % 王 0。 
方程 (8. 26a) 和 “(8. 26b) 描述 了 无 力矩 的 进 动 ， 目 旋 轴 相 
对 于 x 轴 以 一 个 固定 角度 bo 在 空间 进 动 。 进 动 的 频率 为 7 二 
ws1,/T | 。 对 于 一 个 沿 着 对 称 轴 是 扁平 的 物体 ， 例 如 图 中 局 平 的 
类 球体 ，1, 之 I | 和 7 这 w;。 对 于 薄 的 硬币 ,， 1, 二 2 | 和 7 二 2w;。 
因此 ， 自 由 下 落 的 硬币 比 它 的 自 旋 摇晃 得 快 一 倍 。 
地 球 是 一 个 扁平 的 类 球体 ， 并 显示 了 无 力矩 进 动 。 运 动 
的 幅度 是 小 的 ; 自 旋 轴 绕 着 极 轴 在 北极 5 m 处 徘徊 。 由 于 地 
球 本 身 以 角 速 率 w, 自 旋 ， 对 于 地 面 的 观察 者 ， 表 观 的 进 动 


yY 一 7 一 ww 
_ (| 7) 
(Os Fy 
1 
对 于 地 球 ， Ye i 进 动 的 周期 应 当 是 300 天 。 


实际 上 ， 人 情况 全 然 不 那么 理想 。 观 测 到 的 运动 有 点 不 规则 ， 
表 观 的 周期 约 是 430 天 。 涨 落 来 源 于 地 球 的 弹性 ， 对 于 这 人 么 
小 的 运动 ， 这 影响 是 显著 的 。 

在 注释 8. 2 中 对 于 章 动 回 转 仪 的 讨论 也 是 基于 小 角 近 似 ， 
是 这 里 所 用 方法 的 男 一 个 例子 。 


8. 7.2 欧 拉 方程 


我 们 现在 面 对 求 解 刚体 运动 方程 的 任务 。 方 程 写 起 来 简单 : 
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t 王 dL/dt。 为 了 计算 dL/dz， 我 们 利用 小 角 近 似 先 计算 在 1 到 
ft 十 A 的 时 间 间 隅 过 分 量 的 变化 。 结 果 只 在 一 阶 近似 下 是 正确 
的 ， 但 是 ， 当 我 们 取 极 限 At 一 0 时 ， 它 们 就 严格 成 立 。 

我 们 引入 一 个 惯性 坐标 系 ， 使 其 在 1 时刻 与 物体 主轴 的 
瞬时 位 置 重合 。 用 1、2 和 3 标记 惯性 系 的 坐标 轴 。 令 1 时 
刻 相 对 1、2 和 3 坐标 系 角 速度 @ 的 分 量 为 wi .wz 和 os 。 由 
于 我 们 正在 使 用 主轴 ，, 工 的 分 量 是 革 ; 王 Tioli，L2 一 Tow2， 
Ls 二 Ts3w3， 这 里 I1、1; 和 13 分别 是 相对 于 三 个 轴 的 转动 

经 过 时 间 间 隔 At， 主 轴 转 动 ， 离开 1、2 和 3 轴 。 在 
一 阶 近似 下 ， 绕 1 轴 转 过 的 角度 是 A01 二 wiAt; 类 似 地 ， 
A02 二 wsAt 和 A03 二 w3At。 根 据 注 释 8. 1 对 无 限 小 转动 的 
分 析 ， 在 一 阶 近似 下 ， 相 应 的 变化 AL1 二 Li 十 A7) 一 Li(t) 可 
通过 依次 处 理 三 个 转动 而 确定 。L1 变化 有 两 种 方式 。 若 
wl 变 ，Tiwi 的 大 小 也 变 。 男 外 ， 绕 着 其 他 两 个 轴 的 转动 
可 以 使 L; 和 上 ;3 改变 方向 ， 这 些 对 沿 1 轴 的 角 动 量 也 有 
贡献 。 


对 于 绕 主轴 的 小 角 位 移 ，I 的 分 量 在 一 阶 近似 下 为 常量 ， 
ACTiwl) 对 ALi 的 页 献 为 A(Tiw1) 二 TAwi。 

为 确定 对 ALi 的 其 他 贡献 ， 先 考虑 绕 2 轴 转 过 角度 
A02。 这 引起 Ll1 和 上 ;3 转动 ， 如 图 所 示 。 

在 一 阶 近似 下 ，L1 的 转动 沿 1 轴 无 变化 。 然 而 ， 工 ; 绕 
2 轴 的 转动 沿 1 轴 贡 献 LsAb:* 王 JaosAbs 。 类 似 地 ， 绕 着 3 轴 
的 转动 对 AL1 的 贡献 是 一 LAbs 王 一 TzozAbs 。 

把 所 有 贡献 加 起 来 ， 得 到 


ALiIi 王 由 Auwli 十 TowsAbz 一 TozA03 


除 以 Az 并 取 极 限 At-~>0， 可 得 


dL d 
二 一 五 -本 十 (Ts 一 Tz)osws 


其 他 的 分 量 可 类 似 处 理 ， 或 者 我 们 简单 地 重新 标记 下 标 ，1 一 
2，2 一 3，3->1， 可 得 


dL dw2» 
i Es 十 (Ti 一 T3)olws 
dL.: d < 
rr 


利用 7 二 dL/dt， 我 们 得 到 
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2 


i + (3—12)wsw (8. 28a) 
dwo 

ra=T2 十 (五 一 Ia)aaos (8. 28b) 
ds 

r= T(z Ti)w2w) (8. 28cC) 


这 里 ，ri \r2 .rt3 是 7 沿 惯 性 系 1.2、3 轴 的 分 量 。 

方程 (8. 28) 首次 被 伟大 的 数学 家 欧 拉 在 18 世纪 中 叶 寻 
时 ， 称 作出 体 运动 的 欧 拉 方程。 

由 于 欧 拉 方程 的 应 用 难于 处 理 ， 重 要 的 是 理解 它们 的 
含义 。 
我 们 建立 了 1、2、3 惯性 系 ， 使 其 在 某 个 上 时 刻 与 物体 
主轴 的 瞬时 方向 重合 。r 在 上 时 刻 沿 1.2.3 轴 的 分 量 为 rl、 
r2 rs。 类 似 地 ，ol oz vws 是 @ 在 t 时刻 沿 着 1.2.3 轴 的 分 
量 ，dolydt 、dw2z /dt 、dw3/dt 是 这 些 分 量 的 瞬时 变化 率 。 欧 拉 
方程 把 这 些 量 在 上 时 刻 联系 起 来 。 为 了 在 另 一 个 时 刻 上 应 用 
欧 拉 方程 ， 我 们 必须 在 二 时 刻 与 主轴 重合 的 新 惯性 系 1 、2 、 
3 中 ， 沿 三 个 轴 分 解 * 和 ww。 

难点 在 于 欧 拉 方程 并 没有 告诉 我 们 如 何 确定 这 个 坐标 
系 在 空间 的 方位 。 本 质 上 ， 我 们 把 一 个 问题 换 成 了 为 外 一 
个 ; 我 们 知道 在 熟悉 的 x+、y 和 x 实验 室 坐 标 系 中 轴 的 安 
排 ,， 但 是 惯量 张 量 的 分 量 却 以 未 知 的 方式 变化 。 在 1 .2、3 


系 中 ,了 的 分 量 为 常量 ,但 我 们 不 知道 轴 的 方位 。 结 时 ， 
欧 拉 方 程 不 能 直接 积分 ， 以 给 出 物体 相对 xz、y 和 = 实验 
室 系 的 方位 角 。 欧 拉克 服 了 这 个 困难 ， 用 一 套 所 谓 的 欧 拉 
角 来 表示 wi .ws .os ， 欧 拉 角 把 刚体 的 主轴 与 实验 室 系 的 轴 
联系 起 来 。 

用 欧 拉 角 表示 ， 欧 拉 方程 是 一 组 耦合 微分 方程 。 一 般 的 
方程 相当 复杂 ， 在 高 等 教材 中 有 讨论 。 幸 运 的 是 ， 在 许多 重 
要 的 应 用 中 ， 利 用 直接 的 几何 参量 ， 可 从 欧 拉 方 程 中 确定 刚 
体 的 运动 。 这 里 有 三 个 例子 。 


例 8. 16 ”刚体 运动 的 动态 稳定 性 
原则 上 ， 铅 笔 可 以 在 笔尖 上 平衡 ， 但 实际 中 ， 人 铅笔 会 
立刻 倒 下 。 虽 然 精 致 平衡 的 铝 笔 是 处 于 平衡 中 ， 但 平衡 是 
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不 稳定 的 。 若 刍 笔 由 于 小 的 微 扰 开始 倾斜 ， 重 力矩 会 使 它 
更 加 倾斜; 系统 会 持续 地 偏离 平衡 。 

若 偏 离 平衡 的 位 移 所 导致 的 力 使 系统 回 到 平衡 ， 这 个 
静态 系统 就 是 稳定 的 。 若 系统 对 微 扰 力 的 反应 只 是 略微 改 
变 它 的 运动 ， 这 个 动态 系统 就 是 稳定 的 。 相 反 ， 不 稳定 系 
统 的 运动 可 以 被 微 扰 力 急 剧 改变 ， 就 有 可 能 导致 灾难 性 的 
事故 。 

转动 刚体 可 以 展示 稳定 或 非 稳定 的 运动 ， 这 与 转轴 有 
关 。 我 们 将 证 明 ， 对 于 绕 着 最 大 或 最 小 转动 惯量 轴 的 转动 ， 
运动 是 稳定 的 ， 而 对 于 绕 着 中 等 转动 惯量 轴 的 转动 则 是 不 
稳定 的 。 这 个 效应 是 容易 验证 的 : 用 橡皮 筋 缠绕 一 本 书 ， 
使 它 依次 绕 每 个 主轴 自 旋 着 下 落 。 令 绕 轴 a 的 转动 惯量 最 
大 ， 绕 轴 C 的 最 小 。 你 会 发 现 ， 书 绕 着 这 样 的 一 个 轴 自 旋 
时 ， 运 动 是 稳定 的 。 然 而 ， 若 书 绕 中 等 转动 惯量 的 轴 b5 族 
转 时 ， 它 自 旋 时 就 容易 翻转 ， 通 常会 宽 边 着 地 。 

为 了 解释 这 种 行为 ， 我 们 求助 于 欧 拉 方程 一 一 方程 
(8.28)。 假 设 物 体 的 初始 自 旋 角 速度 为 wi 二 常量 关 0， 
wz 三 0, ws 二 0， 并 突然 受到 微 扰 。 微 扰 过 后 ，ws 和 ow: 不 
再 是 零 ， 但 与 wl 相 比 是 小 的 。 一 旦 微 扰 结 束 ， 运 动 是 无 
力矩 的 ， 欧 拉 方 程 变 为 


d 
h(a— Ta)wsws=0 (1) 
t 
da 法 
2 十 ( 石 一 Ta)oiws 一 0 (2) 
t 
dw3 
ls tl ww =0 (3) 


由 于 ws 和 ws 都 非常 小 ,我 们 可 略 去 方程 (1) 的 第 二 项 。 
因此 ，JI1idwi/dt 二 0， 所 以 wl 是 常量 。 

对 方程 (2) 求 导 ， 并 在 方程 (3) 代入 dos/d 的 值 ， 
可 得 


dzoz (Ti—I3)(1s—11) ， 
er rm 


或 者 
day 
mh Aw =0 (4) 
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这 里 ， 
(Li— La) (Ti—1: 
A=—— 

如 果 Ji 是 最 大 或 最 小 的 转动 惯量 ，A 二 0， 方 程 (4) 就 是 
简 谐 运动 的 方程 ，uws 以 频率 VA 做 有 限 幅度 的 振动 。 容 易 
证 明 ，w3 也 做 简 谐 振动 。 由 于 ws 和 ws 是 有 界 的 ， 运 动 是 
稳定 的 ,这 对 应 于 我 们 早期 算 过 的 无 力 短 进 动 。 

如 果 Ti 是 中 等 的 转动 惯量 ，A 二 0。 在 这 种 情形 下 ， 
w2 和 ws 通常 随时 间 指 数 式 增 大 ,运动 是 不 稳定 的 。 


例 8. 17 转动 杆 

一 考虑 一 个 匀 质 杆 ， 安 装 在 穿 过 质心 的 水 平 无 摩擦 轴 上 ， 
轴 被 架 在 以 科 角 速度 人 2 旋转 的 转盘 上 ， 杆 的 质心 在 转盘 的 
轴 上 。 令 0 为 图 示 的 角度 。 问 题 是 确定 0 随时 间 的 变化 。 


为 应 用 欧 拉 方程 ， 取 杆 的 主轴 1 为 沿 着 水 平 轴 ， 主轴 
2 沿 杆 的 长 度 方向 ， 主 轴 3 在 竖 直 面 内 与 杆 重 直 。wi 二 09， 
从 沿 2 和 3 方向 分 解 ， 可 得 wz 二 Qsin9 和 ws 二 (2c0s0。 
没 1 轴 无 力矩 ， 欧 拉 方 程 的 第 一 个 给 出 
I10 +(Is—1;)0Q?singcos0=0 


或 者 
1s—1,» 
211 


G+( )Q2sin20=0 (1) 


这 里 利用 了 sinbcosb 一 sin20 


对 于 靠近 水 平 的 振动 ，sin20<:20， 方 程 (1) 变 为 


想到 Is 之 TI? ， 我 们 看 出 ，8 做 角 频 率 为 /tT 一 J2)7Ti0Q 的 
简 谐 运动 。 
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I 
YY 十 ws a 
Ti 


欧 拉 方程 已 经 告诉 我 们 角速度 相对 物体 如 何 变 动 ， 但 是 我 
们 还 必须 确定 物体 在 空间 的 实际 运动 。 这 里 我 们 必须 展现 
我 们 的 才华 。 我 们 知道 @ 相对 物体 的 运动 ， 我 们 也 知道 对 
于 无 力矩 运动 /下 为 常量 。 我 们 将 证 明 ， 这 对 于 确定 刚体 
的 实际 运动 是 足够 的 。 

图 中 显示 了 在 某 一 时 刻 的 mW 和 上 LL。 由 于 上 上 cosa 二 Tiw,， 
ws 和 上 为 常量 ,a 也 必须 是 常量 。 因 此 ， 图 中 所 有 和 失 量 的 
相对 答 置 从 未 变化 。 唯 一 可 能 的 运动 是 图 绕 下 以 菜 个 “ 进 
动 ” 角 速度 0) 转动 。 (要 记 住 ， 图 是 相对 于 物体 运动 的 ; 
六 技 天 于 5 中 

剩 下 的 问题 是 确定 到 。 我 们 已 经 证 明 om 绕 ws 在 空间 
以 比率 yY 十 us 进 动 。 将 其 与 从 联系 起 来 ， 把 2s 分 解 成 
沿 @o, 的 矢量 A 和 垂直 ms 的 舌 量 BB。 

“大 小 是 A=Qycosa 和 B= 二 Qsina。 转 动态 使 @ 绕 着 
Qs 转动 ， 但 转动 B 不 会 如 此 。 因 此 ，@ 绕 着 mg, 进 动 的 角 
速度 为 (pcosa。 这 等 于 YY 十 ww,: 

(pcosa pad 
和 


= 


或 者 


i Tiw;, 
I | cosa 


进 动 角 过 度 表 示 了 对 称 轴 绕 着 固定 方向 L 转动 的 角 过 度 
42，。 它 是 我 们 轻 弹 旋转 的 硬币 所 观察 到 的 揪 晃 频率 。 本 节 
前 段 ， 我 们 利用 了 小 角 近 似 并 确定 了 对 称 轴 绕 空间 固定 方 
向 转动 的 频率 为 J1ws/I | 。 我 们 早期 的 结果 与 这 里 导出 的 
精确 结果 在 a 一 0 极限 下 是 一 致 的 。 


Q2p 


注释 8.1 有 限 与 无 限 小 转动 


本 注释 中 ,我 们 要 论证 ， 若 转动 是 大 的 ， 转 动 的 顺序 是 重 
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要 的 一 一 有 限 转动 是 不 对 易 的 ; 大 转动 是 小 的 就 不 这 样 一 一 无 
限 小 转动 是 对 易 的 。 所 谓 无 限 小 转动 是 指 ， 高 于 转动 角 一 次 震 
的 都 可 略 去 。 对 易 性 是 重要 的 ， 它 可 以 让 我 们 把 小 角 位 移 处 理 


-成 天 量 的 分 量 。 


在 例 8. 1 中 ， 我 们 论证 了 ， 知 两 个 转动 按 相 反 的 顺序 操 
作 ， 结 果 是 不 同 的 ， 所 以 不 能 把 有 限 转 动 写成 矢量 。 为 了 证 
明 这 一 点 ， 我 们 要 计算 对 位 置 矢量 x 相继 转动 的 效果 。 令 mr 
是 把 r+ 绕 n。 转 过 a 的 结果 ， 而 ro 是 把 rs 绕 hg 转 过 B 的 结 
果 。 我 们 要 证 明 ， 

rop FT po 
然而 ， 对 于 we< 冬 1 和 8 和 1， 我 们 会 发 现 ， 在 转角 的 一 阶 近似 
下 ，rog 王 ri， 所 以 对 于 无 限 小 转动 ， 把 方位 角 处 理 成 矢量 
是 没有 问题 的 。 我 们 的 计算 是 一 个 特例 ， 但 却 展示 了 一 般 证 
明 的 基本 特征 。 

假定 矢量 > 开始 时 沿 着 x 轴 , r= 二 ri。 首 先 绕 着 x 轴 转 过 
角度 a， 接 着 绕 y 轴 转 过 角度 B88， 操作 如 下 。 

第 一 次 转动 : 绕 zx 轴 转 过 角度 a。 

Frt 
ra =rcosaitrsina] 
这 星 ，|p = | 一 >。 

第 二 次 转动 : 绕 着 y 轴 转 过 角度 8。 这 个 转动 不 改变 y 

分 量 rsinaj 。 


rog 一 rcosa(cosBE 一 SinBK ) 十 ”Sina7 


=rcosacospBi +r sin aj —rcosa sinBk (1) 
现在 进行 相同 的 操作 ， 但 是 按 相 反 的 顺序 。 结 果 是 
rpa —=rCOSa cosBi +rcosBsinaj —rsinBk (2) 


比较 方程 (1) 和 (2),， 看 到 rw 和 rp 的 y 和 xz 分量 是 不 
同 的 。 
如 图 所 示 ， 用 Aa 和 AB 表示 转动 角 ， 并 取 Aa 1，AB< 
1。 奎 我们 忽略 所 有 的 二 阶 和 更 高 阶 项 ， 则 sinA9 守 A9 和 
cosA9 半 1]， 方 程 (1) 变 为 
rop 一 让 十 rAaj —rABKk Ca 
方程 (2) 变 为 


rm 一 天 十 rAoj —rABKk (4) 


注释 8.2 再 论 回转 仪 
因此 ， 对 于 小 转动 ， 在 一 阶 近似 下 ，roe 一 rmw ， 矢 量 
A0 = ABj + Aak 
就 定义 好 了 。 特 别 的 ，r 的 位 移 是 
Ar 一 7 未 一 7 初 
一 一 
=rAaj 一 rABK 一 AOXr (5) 
在 位 移 发 生 在 时 间 At 内 ， 速 度 是 


Ar 
v 二 lim 一 一 
Al-s0 Ai 


记 
由 


@= lim 一 一 
Ar-=0 At 


在 我 们 的 例子 中 , @ = 二 (dB8/dt)j 十 (da/diDk。 
方程 (3) 和 “(4) 表明 ， 两 个 无 限 小 转动 的 结果 可 以 通 
过 独立 计算 转动 的 效果 而 确定 。 在 一 阶 近似 下 ， 绕 着 x 轴 把 
r 王 ri 转 过 角度 Aa 的 效果 是 产生 一 个 y 分 量 , rAaj。 绕 y 
轴 把 r 转 过 角度 Ap 的 效果 是 产生 一 个 z 分量， 一 *Apk 。 在 
一 阶 近 似 下 ，F 的 总 变化 量 等 于 两 个 效果 之 和 ， 
Ar=rAaj —rABKk 


这 与 方程 (5) 是 一 致 的 。 
注释 8.2 再 论 回转 仪 


在 8. 3 节 ， 我 们 用 简单 的 矢量 方法 讨论 了 回转 仪 的 匀 
速 进 动 。 然 而 ， 匀 速 进 动 并 非 回转 仪 运动 的 最 一 般 形式 。 
例如 ， 回 转 仪 的 轴 从 水 平静 止 释放 ， 它 并 不 立刻 开始 进 
动 ， 而 是 质心 开始 下 落 ， 下 落 运动 又 快速 转化 为 称 之 作 章 
动 的 起 伏 运 动 。 若 起 伏 被 轴承 的 摩擦 减弱 ， 回 转 仪 最 终 会 
变 成 匀速 进 动 。 本 注释 的 目标 就 是 ， 利 用 小 角 近 似 说 明 章 
动 是 如 何 发 生 的 。 (我们 在 8. 7. 1 节 用 同样 的 方法 解释 了 
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无 力 窍 进 动 。) 
考虑 这 样 的 一 个 回转 仪 ， 质 量 为 M 的 飞轮 位 于 长 为 /的 
杆 的 一 端 ， 另 一 端 在 一 个 定 支 点 上 。 使 飞轮 快速 目 旋 ， 轴 从 


水 平 释 放 。 接 下 来 是 什么 运动 ? 


由 于 习惯 于 用 绕 着 固定 文 点 的 转动 来 考虑 运动 ， 我 们 引 
人 原点 在 文 点 的 坐标 系 。 

假设 这 样 一 个 时 刻 ， 回 转 仪 并 不 自 旋 ， 而 是 转轴 以 角速度 
wz 绕 着 支点 水 平 转动 。 为 了 计算 相对 原点 的 角 动 量 ， 我 们 需 
要 一 个 推广 的 平行 轴 和 定理 。 考 虑 轴 以 角速度 wz 绕 x 轴 和 转动 的 
角 动 量 。 奋 盘 绕 通 过 质心 的 竖 直 轴 的 转动 惯量 是 T-- ， 则 绕 着 
过 支点 的 z 轴 的 转动 惯量 为 1.: 十 ML1* 。 (证 明 是 很 直接 的 ， 留 
作 习 题 ,) 寿 令 I. 十 ML?==I,， 则 1. = 二 1pw: 。 由 对 称 性 ， 绕 x 
轴 的 转动 惯量 是 I 十 ML? 二 IT, ， 所 以 Ls 二 Tpwx。 

如 图 所 示 ， 当 回转 仪 沿 着 > 轴 时 ， 这 些 结果 是 精确 的 ; 
对 于 偏离 y 轴 的 小 角度 ， 在 角度 的 一 阶 近似 下 它们 也 是 正 
确 的 。 

现在 假设 飞轮 以 w, 自 旋 。 知 沿 这 个 轴 的 转动 惯量 为 1,， 
则 自 旋 角 动量 是 L, 二 Tw,。 

与 偏离 y 轴 的 小 角 位 移 有 关 ， 对 角 动 量 有 贡献 的 因素 
有 两 个 。 第 一 个 是 系统 作为 整体 以 某 个 角速度 wz 绕 支点 的 
运动 。 这 个 转动 的 贡献 形 如 lIw: ， 这 里 I 是 绕 w. 轴 的 转动 
惯量 。 第 二 项 源 于 自 旋 方向 的 变化 ， 当 回转 仪 离开 y 轴 时 ， 
L; 在 x 和 x 方向 产生 分 量 。 对 于 小 角 位 移 9， 这 些 分 量 的 
形式 为 L,0。 

对 于 小 角 位 移 ， 绕 x 轴 的 9; 六 1， 绕 xz 轴 的 0.< 科 1， 转动 
可 以 看 作 独 立 的 ， 它 们 的 效果 可 以 相 加 。 


注释 8. 2 ”再 论 回转 仪 


a) 
(a) 绕 工 轴 的 转动 
假设 自转 轴 绕 zx 轴 转 过 的 角度 0< 冬 1， 具 有 了 瞬时 角速度 
(Yrs 则 


J 
L,=L,cos0, LL; 2 
L, =—L,sing, asL ,0, 
(b) 绕 z 轴 的 转动 
对 于 绕 = 轴 的 转动 9: 世 1， 类 似 的 论证 给 出 : 
L,=—L,sing: XS—Ls0. 
(2) 


L, =L .00 
3 
方程 (1) 和 (2) 表明， 转动 9 和 0: 在 一 阶 近似 下 并 不 改 
变 L,;,。 然 而 ， 转 动 对 L: 和 LL: 有 一 阶 贡 献 。 从 方程 (1) 和 
(2) 可 得 
L 一 Toorxr 一 工 ,0- 


WY (3) 
L,=1yw LD, 

相对 原点 的 瞬时 力矩 为 
rz =—IW (4) 


式 中 ,7 为 轴 的 长 度 ，W 为 回转 仪 所 受 的 重力 。 由 于 tf 二 dL/ 引 ， 
方程 (3) 和 (4) 给 出 : 


[ws — bss = — WW (5a) 
KE = (5b) 
ly0s Lsws =0 (5e) 


这 里 ， 我 们 利用 了 90. = 二 w:， =a o 
方程 (5b) 使 我 们 确信 自 旋 是 常量 ， 就 像 我 们 对 好 的 轴承 
所 预料 的 一 样 。 为 求解 剩 下 的 方程 ， 对 方程 (5a) 求 导 ， 可 得 
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Ty, wr — 一 0 


从 方程 (DE 中 代入 结果 w= 二 一 Lywzr /Iy， 可 得 


令 y==L,/I1, 二 wy1;/1,， 方 程 变 为 
oz 十 7 w=0 
我 们 再 次 得 到 了 熟悉 的 简 谐 运动 方程 。 解 为 
wz =Acos(ytiy$) 
这 里 ，A 和 风 为 任意 前 量 。 
我 们 可 以 从 方程 (5a) 确定 wz : 
A ly, 


rs 0 
Ls Ls 


(Wz 


代入 从 方程 (6) 获得 的 结果 wi 二 一 AyYsin(Yt 十 $)， 


WW I» 
TT FYsinCye tT $) 


Wx 


IW 
= Asin(ytts$) 


对 方程 (6) 和 (7) 积分， 得 到 
907: =Bsin(yt+$)+C 


iW 
0:—=7 ttBeos(ytt$) TD 


(6) 


呈 | 
英 


(8) 


回转 仪 的 运动 依赖 于 方程 (8) 中 的 常量 B、$、C 和 DD， 


而 这 些 依赖 于 初始 条 件 。 我 们 考虑 三 个 不 同 的 情形 。 


情形 1. 匀速 进 动 取 B=0, C=D=0, 方程 (8) 


给 出 : 
Ox =0 


t 


(9) 


这 对 应 于 8. 3 节 处 理 的 匀速 进 动 情形 。 进 动 的 角速度 是 
d9: /dt 一 1W/Ls， 与 早期 发 现 的 方程 (8. 2) 结果 相同 。 若 
回转 仪 在 t= 二 0 时 匀速 进 动 ， 它 会 一 直 这 样 运动 。 然 而 ， 寿 
我 们 在 上 一 0 从 静止 释放 回转 仪 ， 它 的 初始 进 动 速率 为 零 。 


我 们 就 需要 更 仔细 地 检查 方程 的 解 。 


情形 2. 无 力矩 进 动 ”者 我 们 “去 掉 ” 重 力 ， 即 W 为 零 ， 


则 方程 〈8) 在 C 三 D=0 时 给 出 : 


注释 8.2 再 论 回转 仪 


0; =Bsin(yt$) (10a) 
0 = Beostyt 64) (10b) 
轴 的 尖端 在 绕 > 轴 的 一 个 贺 上 运动 。 运 动 的 幅度 依赖 初始 条 
件 。 这 等 同 于 8.7.1 节 和 例 8.18 所 讨论 的 无 力矩 进 动 。 
情形 3. 章 动 ” 假设 在 1==0 时 自转 轴 沿 > 轴 从 静止 释放 。 
在 t+ 二 0 时 z 运动 的 初始 条 件 为 (9: 0 二 0，(d9; /di)6 二 0。 
从 方程 (8) 可 得 
Bsing C=0 
Bycosyg =0 
假定 此 刻 B 不 为 零 ， 我 们 有 $= 二 /2,，C 二 一 B。 方 程 (8) 
9 —Tt—Bsinyt+D 
在 1 二 0 时 z 运动 的 初始 条 件 为 (0-)o 王 0， (dg-/d)o 王 0， 
由 此 得 到 


D=0 
IW 
7 二 一 
或 者 
sg= 
Ybs 
把 这 些 绪 果 代 人 方程 8)， 可 得 
0 ed ei (11a) 
过 yL、 COSYE a 
i(W 
We sinYt ) (11b) 


方程 (11) 所 描述 的 运动 在 图 中 画 出 。 随 着 时 间 的 增 大 ， 
铀 的 尖端 划 出 一 个 摆 线 路 径 。 轴 的 这 个 升降 运动 称 为 章 动 。 
用 做 工 良好 的 回转 仪 很 容易 看 到 这 个 运动 。 注 意 ， 轴 的 初始 
运动 是 垂直 向 下 的 。 回 转 仪 被 释放 后 ， 它 开始 下 落 ， 但 是 运 
动 被 很 快 反 转 ， 它 又 升 到 其 初始 高 度 。 同 时 ， 它 已 经 轻微 进 
动 。 由 于 轴 的 摩擦 力 ， 章 动 最 终 会 衰减 掉 ， 阻尼 章 动 转化 为 


Ox 


阻尼 章 动 
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速 进 动 ， 如 图 所 示 。 

章 动 衰减 后 ， 轴 会 略微 下 沉 ; 这 使 绕 zx 轴 的 总 角 动 量 为 
零 。 进 动 的 转动 能 量 来 自 质心 的 下 降 。 其 他 的 章 动 也 是 可 能 
的 ， 这 与 初始 条 件 有 关 ; 图 中 显示 了 两 个 可 能 的 情形 。 通 过 
选择 合适 的 常量 ,， 这些 都 可 以 用 方程 (8) 描述 。 

我 们 做 了 近似 ，09. 才 1，09. 之 1。 但是， 由 于 进 动 ，0. 随 
时 间 线 性 增 大 ， 近 似 必然 被 破坏 。 硅 我 们 只 检查 一 个 章 动 周 
期 的 运动 ， 这 不 会 有 问题 。 章 动 重复 的 周期 为 ==2x/Y。 
9: 在 一 个 周期 内 是 小 的 ， 我们 就 可 以 在 周期 结束 后 采用 一 
和， 人 > 和光 和 并 
问题 。 对 9: 的 限制 就 是 QT1， 或 者 

270 
7 
否 进 动 的 角速度 与 草 动 的 角速度 差 不 了 多 少 ， 我 们 的 解 就 失 
效 了 。 更 加 明显 的 是 ， 如 果 回 转 仪 进 动 了 一 整 圈 ， 而 章 动 完 
成 了 很 多 次 ， 我们 的 近似 仍然 是 好 的 。 

对 于 玩具 回转 仪 ， 摩 擦 太 大 ， 实 际 上 不 可 能 观测 到 章 动 。 
然而 ， 对 于 悬空 的 回转 仪 ， 摩 擦 非常 小 ， 章 动 很 容易 观 测 到 。 
这 个 回转 仪 的 转子 是 一 个 大 质量 的 金属 球 ， 放 在 贴 合 的 杯 中 。 
球 悬 在 从 标底 小 孔 吹 出 的 空气 薄膜 上 。 所 受 的 力矩 是 由 球 的 
径 向 伸 出 的 杆 上 小 物体 的 重力 施加 的 。 图 片 是 杆 末 冰 小 珠 于 
的 频 闪 照片 ， 显 示 了 三 种 运动 模式 。 通 过 分 析 点 的 间距 ， 你 
能 识别 进 动 循环 过 程 中 杆 的 速率 的 变化 。 


习题 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
8. 1 转动 的 圆 环 

一 个 质量 为 M、 半 径 为 R 的 细 圆 环绕 着 zx 轴 无 滑动 地 滚 
动 。 它 被 一 个 长 为 RR、 通 过 质心 的 轴 支 撑 ， 如 图 所 示 ， 环 绕 
着 x 轴 以 角 速 率 02 转圈 。 

(a) 环 的 瞬时 角速度 @ 是 多 大 ? 

(b) 环 的 角 动 量 区 是 多 大 ? 工 与 w 平行 吗 ? 〈 环 对 沉着 


] 
它 直 径 的 轴 的 转动 惯量 为 MR? ,) 


8.2 转盘 上 的 飞轮 

转动 惯量 为 Tu 的 飞轮 在 长 2: 的 轴 中 间 以 角速度 wo 转 
动 。 轴 的 每 一 端 都 用 长 ! 的 弹簧 连 到 一 个 文 撑 杆 ， 弹 壮 提 供 
张力 工 。 你 可 以 假设 ， 对 于 轴 的 小 位 移 ，T 保持 为 常量 。 文 
撑 杆 固定 在 以 角速度 2 转动 的 桌 上 ， 这 里 Q< 入 oo 。 飞 轮 的 质 
心 就 在 转盘 的 转动 中 心 之 上 。 重 力 略 去 不 计 ， 并 假设 运动 完 
全 是 匀速 的 ， 不 存在 章 动 效 应 。 问 题 是 ， 相 对 支撑 杆 之 间 的 
直线 ， 确 定 轴 的 方向 。 
8.3 悬挂 的 回转 仪 

回转 仪 的 轮子 在 长 / 的 轴 的 一 端 。 轴 的 另 一 端 悬 挂 在 长 
L 的 线 上 。 使 轮子 在 水 平面 内 匀速 进 动 。 轮 子 的 质量 是 M， 
相对 质心 的 转动 惯量 为 I。。 它 的 自 旋 角 速度 是 w,。 轴 和 线 的 
质量 略 去 不 计 。 

确定 线 与 竖 直 方向 的 夹 角 8。 假 设 8 很 小 可取 近似 
SInBA28。 
8.4 谷物 碾子 * 

在 古老 的 磨坊 中 ， 谷 物 是 盘 形 的 碾子 磨 碎 的 ， 碾 子 由 竖 
直 轴 驱动 ， 在 平面 上 沿 着 圆周 滚动 。 由 于 石头 的 角 动 量 ， 与 
表面 的 接触 力 大 于 轮子 的 重力 。 

假定 碾子 是 质量 为 M、 半 径 为 6 和 宽度 为 w 的 匀 质 盘 ， 
它 在 半径 为 R 的 贺 上 以 角速度 0Q 无 滑 地 滚动 。 确 定 接触 力 与 
碾子 重力 的 比值 。 
8.5 转弯 的 汽车 

当 汽 车 高 速 转弯 时 ， 在 轮 上 的 载荷 〈 重 力 分 布 ) 会 显著 
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地 变化 。 对 于 足够 大 的 速度 ， 内 轮 的 载 集 趋 于 零 ， 这 时 车 开 
始 翻滚 。 通 过 在 车 上 安装 一 个 大 的 目 旋 飞 轮 就 可 以 避免 这 种 
趋势 。 

(a) 飞轮 应 当 安 装 在 哪个 方 癌 ? 什么 转动 方 咎 有 助 于 补 
偿 载 荷 ? 〈 确 保 你 的 方法 对 转向 任何 一 侧 的 汽车 都 奏效 。) 

(b) 证 明 ， 对 于 一 个 质量 为 不 、 半 径 为 下 的 盘 形 发 
轮 ， 匹 配 载 荷 的 要 求 为 ,飞轮 的 角速度 w 与 车 速 V 满足 
关系 


这 里 ，M 是 车 和 飞轮 的 总 质量 , 5b 是 车 (包含 飞轮 ) 质心 在 
路 面 上 的 高 度 。 假 设 路 是 没有 路 沿 的 。 
8.6 滚动 的 硬币 

半径 为 R、 质 量 为 M 的 硬币 在 水 平面 上 以 速率 V 滚动 。 
若 硬币 的 面 是 竖 直 的 ， 硬 币 沿 直线 滚动 。 如 宁 面 是 倾斜 的 ， 
硬币 的 路 线 是 半径 为 2 的 圆 。 用 给 定 的 量 确定 硬币 倾角 w 的 
表达 式 。( 由 于 硬币 的 倾斜 ， 它 的 质心 经 过 的 圆 略 小 于 2， 你 
可 以 忽略 这 个 差异 。) 
8.7 悬挂 的 圆 环 

质量 为 M、 半 径 为 R 的 细 圆 环 用 线 系 于 圆 环 边 上 的 一 
点 ， 甚 挂 起 来 。 如 果 支 架 以 高 角速度 w 转动 ， 环 会 目 旋 ， 它 
的 面 接近 水 平 ， 中 心 几 乎 在 支架 的 转轴 上 ， 如 图 所 示 。 线 与 
竖 直 方向 的 夹 角 为 a。 

(a) 近似 确定 环 面 与 水 平面 的 小 角度 8。 假 设 质心 
静止 。 

(b) 近似 确定 质心 绕 着 竖 直 轴 的 转动 的 小 圆 半径 。 

(c) 确定 质心 运动 可 略 的 判 据 。( 有 点 技巧 的 话 ， 你 可 用 
绳子 演示 这 个 运动 。 这 是 备 受 欢迎 的 牛仔 套 索 技巧 。) 
8.8 转向 的 圆 环 

小 孩 玩 的 质量 为 M、 半 径 为 2 的 圆 环 沿 着 直线 以 速度 V 
滚动 。 用 棍 从 侧面 轻 敲 环 的 顶部 ， 敲 打 方向 与 运动 方向 垂直 。 
殴打 的 冲 量 为 工 

(a) 假定 自 旋 角 动量 远 远 大 于 角 动 量 的 任何 其 他 分 量 ， 
殴打 的 唯一 效果 是 环 滚动 的 方向 改变 角度 BB。 确 定 @。 

(b) 为 使 (a) 中 的 假设 成 立 ， 确 定 对 所 施加 的 力 下 峰 
值 的 判 据 。 


8.9 自行 车 的 稳定 性 

当 目 行车 改变 方向 时 ， 车 手 向 内 侧 倾 斜 ， 从 而 对 车 产生 
一 个 水 平 力矩 。 力 矩 的 一 部 分 用 来 改变 车 轮 自 旋 角 动量 的 方 
向 。 考虑 目 行车 和 车 手 系统 ， 总 质量 为 M， 以 速率 V 在 半径 
R 的 曲线 上 转弯 ， 轮 子 的 质量 为 m， 半 径 为 b。 系 统 的 质心 
距离 地 面 1. 50 。 

(a) 确定 倾角 a 的 表达 式 。 

(b) 如 果 M=70 kg,， m= 二 2.5 kg, VV 二 30 km/h 和 R= 
30 m， 确 定 a 的 值 ， 用 度 表示 。 

(c) 若 自 旋 角 动量 可 略 , a 的 变化 百分比 是 多 少 ? 

8. 10 用 回转 仪 测 纬度 

纬度 可 以 用 这 样 一 个 回转 仪 来 测量 ， 目 庭 的 圆 盘 安装 在 
一 个 通过 圆 盘 平 面 的 轴 上 ， 这 个 轴 水 平 且 沿 着 东西 方向 。 

(a) 当 回 转 仪 的 目 旋 轴 与 极 轴 平 行 时 ， 证 明 它 可 以 保持 
静止 ， 与 水 平方 向 的 夹 角 就 是 纬度 角 X。 

(b) 使 回转 仪 的 目 旋 轴 与 极 轴 成 一 个 小 角度 ， 然 后 释放 ， 
证 明 回 转 仪 的 自 旋 轴 将 相对 极 轴 以 频率 worc 二 VTiw,f2./T1 振 
动 ， 这 里 I 是 回转 仪 绕 自 旋 轴 的 转动 惯量 ，T | 是 绕 水 平 固 
定 轴 的 转动 惯量 ，Q。 是 地 球 的 自转 角速度 。 

(c) 回转 仪 以 4000 rpm 转动 ， 假 定 盘 是 薄 的 ， 框 架 对 转 
动 惯 量 无 贡献 ，wos 的 值 是 多 少 ? 

8.11 惯量 张 量 

质量 为 nx 的 质点 位 于 x 二 2，y 二 0，z 二 3。 

(a) 确定 它 相 对 原点 的 转动 惯量 和 惯量 积 。 

(b) 大 质 点 绕 看 x 轴 做 纯 转 动 ， 转 过 一 个 小 角度 ee。 者 
ax 所 1,， 证 明 它 的 转动 惯量 和 惯量 积 在 wa 的 一 阶 近似 下 是 不 
变 的 。 

8. 12 欧 拉 盘 ， 

如 果 你 在 一 个 便 的 表面 绕 着 竖 直 轴 旋 转 一 枚 便 币 或 实心 
匀 质 盘 ， 最 终 它 会 失去 能 量 ， 并 开始 摇 时 /， 或 许 在 滚动 时 会 
发 出 喻 喻 声 。 对 一 个 大 质量 的 圆 盘 一 一 称 作 欧 拉 盘 的 玩 
具 一 一 这 种 摇 显 运动 会 令 人 惊讶 ， 喻 喻 声 的 频率 随 圆 盘 转动 
角 速 率 的 减 小 而 变 大 。 乍 看 这 个 运动 似乎 像 回 转 仪 运动 ， 但 
是 可 以 论证 ， 欧 拉 盘 是 一 个 反 回 转 仪 。 本 题 的 目标 就 是 理解 
盘 运 动 的 物理 机 制 。 


| 
= 
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8 刚体 运动 


考虑 半径 为 RR、 质 量 为 M， 正 在 快速 喻 喻 运动 的 薄 圆 
盘 。 盘 面 与 果 面 的 夹 角 为 a。 盘 的 轴 绕 着 竖 直 方向 以 R。 进 
动 。 盘 也 绕 着 它 上 自己 的 轴 以 目 旋 角速度 Qo 旋转 。 两 个 运动 


的 结果 是 ， 与 果 面 的 接触 点 暂时 静止 不 动 。 


(a) 对 于 给 定 的 小 角度 a， 确定 QQ。 

(b) 确定 圆 盘 的 总 角速度 和 角 动 量 ， 并 由 此 确定 进 动 角 
速度 @2v。 

(c) 当 &a 很 小 时 ， 从 上 面 观测 ， 确 定 圆 盘 转 动 的 速度 。 


9 非 惯 性 系 和 惯性 力 


9. 1 简介 


9.5 转动 坐标 系 中 的 物理 、 
9.5.1 转动 矢量 的 变化 率 ， 


9.5.2 转动 坐标 系 中 矢量 的 时 间 导 数 pe 


9.5.3 转动 坐标 系 中 的 速度 和 加 速度 


注释 9.1 等 效 原理 与 引力 红 移 


习题 
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9 非 惯 性 系 和 惯性 力 


9.1 简介 


在 第 2 革 讨 论 动力 学 原理 时 ， 我们 强调 牛顿 第 二 定律 下 二 
ma 只 在 惯性 坐标 系 中 成 立 。 到 目前 为 止 ， 我 们 尽量 避免 非 惯 
性 系 ， 以 便 不 妨碍 我 们 理解 加 速度 和 力 的 物理 性 质 。 由 于 那个 
目标 已 基本 实现 ， 本 童 我 们 带 着 双重 目的 致力 于 非 惯性 系 的 使 
用 。 引 入 非 惯 性 系 ， 可 使 许多 间 题 简化 ; 从 这 一 点 来 说 ， 非 惯 
性 系 的 使 用 意味 着 多 了 一 个 计算 工具 。 然 而 ， 非 惯性 系 的 考虑 
使 我 们 也 能 探索 经 典 力 学 的 一 些 概念 性 困难 。 因 此 ， 本 曹 的 第 
二 个 目的 是 深入 理解 牛顿 定律 、 空 间 的 性 质 和 惯性 的 含义 。 我 
们 首先 发 展 一 套 方法 ,把 不 同 惯性 系 的 观测 联系 起 来 . 


9.2 伽利略 变换 


本 书 我 们 将 证 明 ， 相 对 惯性 系 勺 速 运动 的 任何 坐标 系 也 
是 惯性 的 。 这 个 结果 太 明 显 了， 几乎 不 需要 什么 正式 的 证 明 ， 
然而 ,这 个 论证 在 下 一 市 我 们 分 析 非 惯性 系 时 是 有 帮助 的 。 

假设 两 个 物理 学 家 ， 二 机 起 和 抱 悄 册 千 观 岂 一 务 列 济 
件 ， 比 如 ,质量 为 m 的 物体 位 置 随时 间 的 变化 。 每 个 人 都 有 
自己 的 一 套 测量 仪器 ， 都 在 自己 的 实验 室 工 作 。 爱 丽 丝 通过 实 
验 确 认 牛 顿 定律 在 她 的 实验 室 是 精确 成 立 的 ， 因 此 断定 她 的 参 
考 系 是 惯性 的 。 她 怎么 预测 鲍 伯 的 系统 是 否 也 是 惯性 的 呢 ? 

为 简单 起 见 ， Nh 
且 有 完全 相同 的 单位 。 一般 而 言 ， 他 们 的 坐标 系 并 不 
先 不 考虑 转动 ， 我 们 暂时 假设 系统 有 相对 运动 ， 咎 站 标 狂 浊 
平行 的 。 设 在 爱丽 丝 系 统 中 m 的 位 置 为 r。， 在 鲍 伯 系统 中 为 
rp8。 和 藻 两 个 系统 的 原点 之 间 的 位 移 为 S， 如 图 所 示 ， 则 

Fy (9. 1) 
若 爱 丽 丝 看 到 质点 以 a 二 加速， 由 牛顿 第 二 定律 ， 她 断定 
作用 在 zx 上 的 作用 力 为 


F, =ma, 
鲍 伯 观测 到 mz 以 ag 加 速 ， 似 乎 它 所 受 的 作用 力 为 
Fs=mas 


F's 与 在 惯性 系 测量 的 真实 力 F。 的 关系 是 什么 ? 


9.2 伽利略 变换 


把 两 个 参考 系 的 加 速度 联系 起 来 很 简单 。 方程 (9. 1) 对 
时 间 相 继 求 导 可 得 
ws=we—¥ (9. 2a) 
46 一 Qu 一 人 (9. 2b) 
这 里 , V=$ 和 A 二 V=$。 

在 V 是 常量 ， 相 对 运动 是 匀速 的 ，A = 二 0。 在 这 种 情形 

Fs ug=0,s 

Fo =mas—= ma 
= 六 

在 两 个 系 中 测量 的 力 是 相同 的 。 在 相对 于 惯性 系 匀 速 运 动 的 
系统 中 ,运动 方程 与 惯性 系 的 相同 。 由 此 ， 相 对 一 个 惯性 系 
匀速 平 动 的 所 有 参考 系 都 是 惯性 的 。 这 个 简单 的 结果 带 来 了 
一 个 难题 。 昌 然 挑 出 一 个 绝对 静止 的 坐标 系 很 吸引 人 ， 但 是 
加 没有 任何 动力 学 方法 可 以 把 一 个 惯性 系 与 男 一 个 区 分 开 来 。 
大 自然 对 绝对 静止 没有 提供 任何 线索 。 

在 上 面 的 论证 中 ,我 们 心照 不 宣 地 做 了 硅 干 貌似 合理 的 
假设 。 痛 先 ， 我 们 假设 了 两 个 观察 者 都 采用 相同 尺度 测量 距 
离 。 为 确保 这 一 点 ， 爱丽 丝 和 鲍 伯 必须 用 相同 的 长 度 标准 校 
准 他 们 的 刻度 。 假 如 爱丽 丝 确定 在 她 的 参考 系 中 某 一 静止 杆 
的 长 度 为 L。， 我 们 期 望 鲍 他 也 测 出 同样 的 长 度 。 硅 两 个 系统 
之 间 没 有 运动 ， 情 况 的 确 如 此 。 然 而 ， 这 并 非 普 遍 正 确 。 奎 
鲍 伯 沿 着 与 杆 平行 的 方 同 以 匀速 v 运动 ， 他 测 得 的 长 度 是 
Ls 一 L。 V1 一 vc7， 这 里 < 是 光速 。 运动 杆 的 收缩 ， 称 为 洛 
伦 兹 收缩 ， 满 足 12. 8. 2 节 所 讨论 的 狭义 相对 论 ， 

我 们 做 的 第 二 个 假设 是 时 间 在 两 个 系 中 相同 。 独 爱丽 丝 确 
定 两 个 事件 的 时 间 间 隔 为 TT。， 我 们 假定 鲍 伯 将 观测 到 同样 的 
时 间 间 阳 。 这 个 假设 再 一 次 在 高 速 下 失效 。 就 像 12. 8.1 节 所 
讨论 的 那样 , 鲍 伯 发 现 他 所 测 得 的 间隔 为 Ty 二 Ts。 V1 一 v2/e?， 
日 然 再 次 给 出 了 一 个 意 想 不 到 的 结果 。 

这 些 结果 如 此 出 人 意料 就 在 于 ， 我 们 的 时 空 观念 主要 来 自 


与 我 们 周围 世界 的 直接 接触 ， 而 这 些 都 与 光速 相去 甚 远 。 若 我 “ 


们 通常 以 接近 光速 的 速度 运动 ， 这 些 结果 对 我 们 来 说 就 理 所 当 
然 。 实 际 上 ， 即 使 是 最 高 的 “日 常 ”速度 ， 与 光速 相 比 也 是 低 
的 。 例 如 ， 绕 地 球 的 人 造 卫星 速度 约 为 8 km/s。 在 这 种 情形 
下 ， 岂 /ezs<10-9， 长 度 和 时 间 只 改变 1/109。 
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9 非 惯性 系 和 惯性 力 


第 三 个 假设 是 观察 者 测 得 的 质量 值 相同 。 然 而 ， 测 量 质 
量 的 实验 涉及 时 间 和 距离 ， 所 以 这 个 假设 也 必须 有 待 检查 。 
根据 狭义 相对 论 进一步 的 结果 ， 若 物体 静止 时 具有 质量 mm,， 


对 于 以 速度 v 运动 的 观察 者 来 说 ， 与 质量 对 应 的 最 有 用 的 量 


是 m= 二 mo V1 一 v2/c? 。 

现在 ， 我 们 意识 到 了 一 些 复杂 性 ， 让 我 们 把 相对 论 的 考 
虑 推迟 到 第 12，13 和 14 章 ， 暂 时 把 我 们 的 讨论 限定 在 v<<c 
的 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 和 牛顿 关于 空间 、 时 间 和 质量 的 理念 
是 精确 成 立 的 。 在 爱丽 丝 和 鲍 们 的 坐标 系 以 勺 速 Y 相对 运 
动 , 下 面 的 方程 就 把 他 们 所 做 的 测量 联系 起 来 了 。 选 择 在 
1 二 0 时 坐标 系 的 原点 重合 ， 则 S$ 二 Vt。 由 方程 (9.1), 我 
们 有 

ra=Fa™— Vt (9. 3a) 
了 (9. 3b ) 

方程 〈9. 3b) 的 时 间 关 系 通常 是 被 隐 合 地 假设 的 。 

这 套 方程 ， 称 作 变换 ， 给 出 了 把 一 个 坐标 系 中 事件 的 从 
标 变 换 到 男 一 个 的 方法 。 方 程 (9.3) 变换 惯性 系 之 间 的 坐 
标 ， 称 作 伽利略 变换 。 由 于 力 在 伽利略 变换 下 是 不 变 的 ,不 
同 惯 性 系 的 观察 者 得 到 相同 的 动力 学 方程 。 由 此 ， 在 所 有 惯 
性 系 中 物理 定律 都 是 相同 的 ; 或 者 说 ， 它 们 具有 相同 的 形式 。 
否则 ， 不 同 的 观察 者 会 有 不 同 的 预言 。 例 如 ， 奋 一 个 观察 者 
预言 两 个 质点 会 碰撞 ， 男 一 个 观察 者 可 能 预言 不 会 。 

物理 定律 的 形式 在 所 有 惯性 系 中 相同 这 个 论述 称 作 相对 
性 原理 。 虽 然 相对 性 原理 在 牛顿 力学 中 的 作用 不 大 ， 它 在 爱 
因 斯 坦 的 相对 论 中 却 是 至 关 重 要 的 。 这 在 第 12 曹 会 进一步 地 
讨论 ， 我 们 会 证 明 伽 利 略 变 换 并 非 普 遍 有 效 ， 必 须 代 之 以 更 
普遍 的 洛 伦 效 变 换 。 然 而 ， 伽 利 略 变换 对 于 vc 是 正确 的 ， 
本 章 我 们 认为 它 精 确 成 立 。 


9.3 匀 加 速 系 


接 下 来 我 们 关注 ， 在 相对 惯性 系 以 色 加 速 A 运动 的 参考 
系 中 观察 者 所 看 到 的 物理 定律 。 为 简化 起 见 ， 我 们 去 挥 下 标 
a 和 B， 用 "标记 非 惯性 系 中 的 物理 量 。 方 程 (9. 2b) 就 变 为 


a =a—A 


9.3 勺 加 速 系 


这 里 ，A 是 在 惯性 系 中 测 得 的 “” 系 的 加 速度 。 
在 加 速 系 中 ， 表 观 力 为 
F' =ma 
=ma—mA 
由 于 不 带 “ ”的 参考 系 是 惯性 的 ，ma 等 于 源 自 物理 相互 作 
用 的 真实 力 正 。 因 此 


F'=F—mA 
我 们 把 它 写 成 

F" =F Fie 
这 里 ， 

Fiu=—mA 


Fic 称 作 惯 性 力 。 用 语言 表述 就 是 ，Fic 的 大 小 为 mA， 方 回 
与 A 的 方向 相反 。 

在 匀 加 速 参 考 系 中 所 受 的 惯性 力 ， 像 重力 一 样 ， 是 正比 
于 质量 的 恒 力 。 但 是 ， 惯 性 力 源 于 坐标 系 的 加 速度 ， 并 非 物 
体 之 间 的 相互 作用 。 术 语 “虚拟 ” (fictitious) 意 在 强调 Fftic 
的 非 物理 性 质 。 

这 里 是 演示 惯性 力 应 用 的 三 个 例子 。 


例 9. 1 表 观 重力 
质量 为 m 的 小 重 物 用 线 悬 挂 在 以 加 速度 A 运动 的 汽车 
里 。 线 偏离 竖 直 方向 的 静态 角度 是 多 大 ， 线 中 的 张力 是 多 大 ? 


我 们 既 在 惯性 系 又 在 随 汽车 加 速 的 非 惯性 系 中 分 析 这 
个 问题 。 poe, oo eae om, 1 
符号 说 明 : 在 矢量 图 中 所 示 方向 为 正 ， 所 以 本 例 中 我 
们 列 出 方程 : er a 


Fe 

| 

| 

| 

ml 4 
Ee 
加 速度 =4 

WW 
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实验 室 系 加 速 系 
TcosG—W=0 Tecos0—W=0 
Tsin0 = 二 mA Tsin0~— Ffa=0 
下 ft 一 MA 
tn 一 鄙人 和 
T=mVgr tA? I 


物理 上 可 观测 量 09 和 了 与 我 们 所 采用 的 参考 系 无 关 ， 
一 定 精 同 ， 

在 加 速 汽 车 中 的 观察 者 看 米 ， 惯 性 力 就 像 一 个 水 平 重 
力 一 样 起 作用 。 等 效 的 重力 是 真实 力 和 惯性 力 的 失 量 和 。 
在 加 速 的 汽车 中 线 上 的 和 氨 气 球 表 现 怎样 ? 


在 匀 加 速 参 考 系 中 的 惯性 力 表 现 得 就 如 同 重力 ; 惯性 力 
是 常量 ， 与 质量 成 正比 。 扩 展 物体 所 受 的 惯性 力作 用 在 质心 
上 ， 如 例 9. 2 所 示 。 


例 9.2 加 速 行进 的 木板 上 的 圆柱 
人 质量 为 M、 半 径 为 尺 的 圆柱 在 以 A 加 速 的 木板 上 无 滑 
es 地 滚动 。 确 定 圆柱 的 加 速度 。 
在 固定 于 木板 的 加 速 参 考 系 中 ， 圆 柱 所 受 的 水 平 力 如 图 
~& 所 示 。a' 是 在 加 速 系 中 观测 的 加 速度 。 上 为 摩擦 力 ，Ftu 一 
Caj< MA ， 方 向 如 图 所 示 。 
/ 在 国定 于 木板 的 加 速 参考 系 中 ， 运 动 方程 为 
太一 Fic 一 Ma 
Rf=—Ioa 
圆柱 在 木板 上 无 滑 地 滚动 ， 所 以 


/ 
a R=a 


——=ip> 4 


由 这 些 方程 得 到 


Ma = i 
A Fra 
MioR’ 


[a 
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由 于 Io 二 MR?/2，Fsa 二 MA， 我 们 有 


a'= 一 A 
在 惯性 系 中 圆柱 的 加 速度 为 
a 一 训 十 & 
汪 二 讽 


例 9.1 和 9.2 在 惯性 系 和 加 速 参考 系 中 处 理 都 同样 容易 。 
这 里 有 一 个 问题 ， 在 惯性 系 中 求解 很 复杂 〈 试 一 试 )， 但 是 在 
加 速 参考 系 中 很 容易 。 


例 -9. 3 在 加 速 汽车 中 的 单 皖 

再 次 考虑 例 9. 1 加 加 汽车 中 是 挂 在 线 上 的 重 物 ， 但 是 
现在 假设 重 物 竖 直 是 挂 时 汽车 静止 。 汽 车 突然 以 A 加 速 。 
问题 是 确定 重 物 摆 过 的 最 大 角度 4 (5 大 于 例 9.1 由 于 突 
然 加 速 所 导致 的 平衡 角 0)。 


在 随 汽车 加 速 的 参考 系 中 ， 悬 挂 物 的 行为 类 似 于 重力 场 
中 的 单 摆 ， 这 里 的 “向 下 ”与 真实 的 竖 直 方向 夹 角 为 #0。 由 
例 9.1 可 知 ，#o 三 arctan(A/g)。 单 摆 初 始 时 静止 所 以 它 相 
对 表 观 的 竖 直方 向 以 振幅 go 来 回 摆动 。 因 此 ，# 王 2go 王 
2arctan(A/g) 是 从 真实 竖 直 方向 摆 过 的 最 大 角度 。 
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只 要 我 们 对 每 个 质点 引入 惯性 力 Fia 一 一 mA， 在 匀 加 
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速 系 中 的 物理 定律 就 与 惯性 系 的 相同 。Fsie 与 均匀 的 引力 场 
8 一 一 和 是 没有 区 别 的 ; 引力 和 惯性 力 虱 是 正比 于 质量 的 


全 为 。 


在 一 个 局 域 引 力 场 g 中 ,质量 为 m 的 自由 质点 受到 作用 
力 F 王 mg 。 考 虑 在 太空 不 受 任何 物理 相互 作用 的 相同 质点 。 
若 质点 处 于 以 4 三 一 8 匀 加 速 的 非 惯 性 系 中 ， 像 以 前 一 样 ， 
它 所 受 的 表 观 力 Fiw 三 一 mA = 二 mg 。 存 在 任何 物理 方法 区 分 
这 两 种 情形 吗 ? 

爱 因 斯 坦 通 过 下 述 的 “思想 ”实验 ， 首 次 指出 了 这 个 问 
题 的 意义 。( 所 谓 思想 实验 ， 是 指 只 思考 而 不 付 诸 实施 。) 

在 引力 场 g 中 静止 的 电梯 里 ,一 个 人 拿 着 一 个 苹果 ， 
他 松 开 苹果 ， 苹 果 以 加 速度 a 二 g 下 落 。 现 在 考虑 在 同样 的 


| 电梯 里 的 同一 个 人 ,但 是 让 电梯 在 自由 空间 中 以 a==g 向 上 


加 速 。 这 人 再 次 松 开 人 苹果， 苹果 再 次 以 g 四 下 加 速 。 从 人 
的 角度 来 看 ， 两 种 情形 是 相同 的 。 没 有 办 法 区 分 电梯 加 速 
度 和 引力 场 。 

当 电 梯 在 引力 场 中 自由 下 落 时 ， 这 一 点 更 为 明显 。 电 梯 
和 它 里 面 的 所 有 东西 都 以 & 辐 下 加 速 。 如 果 人 放 开 苹果 ，, 苹 
果 会 漂浮 在 空中 ， 好 像 电 梯 在 自由 空间 中 静止 不 动 一 样 。 爱 
因 斯 坦 指出 ,电梯 向 下 的 加 速度 精确 抵消 了 局 域 引 力 场 。 在 
电梯 中 的 观察 者 看 来 ， 没 有 办 法 确定 电梯 是 在 自由 空间 中 还 
是 在 引力 场 中 下 落 。 

这 个 貌似 简单 的 思想 ， 称 作 等 效 原理 ， 是 爱 因 斯 坦 的 广 
义 相 对 论 和 所 有 其 他 引力 理论 的 基础 。 我 们 将 等 效 原 理 总 结 
如 下 : 在 均匀 引力 场 g 和 4 三 一 8 的 加 速 坐标 系 之 间 ， 没 有 
办 法 做 出 局 域 的 区 分 。 

所 谓 没 有 办 法 做 出 局 域 的 区 分 ， 指 的 是 在 足够 有 限 的 系 
统 中 没有 办 法 区 分 。 爱 因 斯 坦 之 所 以 把 观察 者 放 在 电梯 里 就 
是 为 了 定义 这 样 一 个 封闭 的 系统 。 例 如 ， 若 你 在 电梯 中 观察 
到 自由 物体 以 a 朝 着 地 板 加 速 ， 就 有 两 种 可 能 的 解释 : 

1. 存在 一 个 加 下 的 引力 场 5， 电 梯 在 场 中 静止 〈 或 匀速 
运动 ) 。 

2. 不 存在 引力 场 ， 但 是 电梯 以 a 二 gg 同上 加 速 。 

为 了 区 分 这 两 者 ， 你 必须 从 电梯 里 朝 外 看 。 例 如 ， 假设 
你 看 到 附近 的 树 上 突然 掉 下 一 个 苹果 ， 以 加 速度 a 下 沙 。 最 
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可 能 的 解释 是 ， 你 和 树 在 大 小 为 g 二 a 的 向 下 引力 场 中 静止 。 
然而 ， WE 你 的 电梯 和 树 都 静止 在 一 个 巨大 的 电 
梯 里 ， 这 个 电梯 以 a 同上 加 速 。 

eseepai tn 先 择 ， 你 必须 问 远 处 望 。 硅 你 看 到 ， 
相对 于 固定 的 恒星 ， 你 有 一 个 向上 的 加 速度 a， 也 就 是 说 ， 
恒星 似乎 是 以 a 向 下 加 速 ， 唯 一 可 能 的 解释 就 是 你 处 在 非 惯 
性 系 中 ; 你 的 电梯 和 树 是 在 向 上 加 速 。 另 一 种 情形 是 不 可 能 
的 ， 你 静止 在 一 个 整个 空间 都 均匀 的 引力 场 中 。 但 是 这 样 的 
场 是 不 存在 的 ; 真实 的 作用 力 来 自 真 实物 体 之 间 的 相互 作用 ， 
对 于 足够 大 的 间距 ， 力 总 是 减弱 的 。 因 此 ， 扩 展 到 整个 空间 
移 均 合力 扬 冰 省 是 非 物 久 的 ， 

这 就 是 引力 场 和 加 速 坐 标 系 的 差异 。 实 际 的 场 是 局 域 的 ; 
距离 较 大 时 ， 它 们 减弱 。 一 个 加 速 坐 标 系 是 非 局 域 的 ; 加速 

度 均 匀 扩 展 到 整个 空间 。 只 有 对 小 的 系统 ， 两 者 是 不 可 区 

分 的 。 

这 些 思 想 听 起 来 可 能 有 点 抽象 ， 下 面 两 个 例子 表明 ， 它 
们 有 直接 的 物理 后 果 。 


例 9.4 潮汐 的 驱动 力 

地 球 朝 着 太阳 自由 下 落 ， 根据 等 效 原理 ， 2 一 个 地 球 
表面 系统 ， 不 可 能 观测 到 太阳 引力 。 但 是 ， 等 效 原理 只 应 
用 于 局 域 系 统 。 地 球 如 此 之 大 ， 像 潮汐 这 样 相 当 可 观 的 非 
局 域 效应 是 可 以 观测 到 的 。 本 例 中 我 们 讨论 潮汐 的 起 源 ， 
看 看 非 局 域 效应 意味 着 什么 。 

由 于 太阳 和 月 党 在 地 球 表面 产生 一 个 过 点 变化 的 引力 
场 ， 潮 汐 就 会 出 现 。 虽然 月 亮 的 效应 大 于 太阳 的 ， 作为 演 
示 ， 我 们 只 考 卡 大 钢 ， 

太阳 在 地 心 的 引力 场 是 


这 里 ，JM， 是 太阳 的 质量 ,rs 是 太阳 和 地 球 中 心 之 间 的 距 
高， 抽 是 从 地 球 到 太阳 的 单位 失 量 。 籽 球 贿 着 太阳 以 A 一 
Go 加 速 。 | 
若 G(r) 是 在 地 球 上 某 点 + 的 太阳 引力 场 ， 这 里 的 
原点 位 于 地 球 中 心 ， 则 在 r 处 质量 m 所 受 的 作用 力 为 ” 
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F=mG(r) 
对 于 地 面 观察 者 ， 表 观 力 是 
下 =F—mA=mG(r)—mGo 


表 观 场 为 


图 中 画 出 了 在 地 球 表 面 不 同 地 点 真实 的 场 G(r) (变化 是 大 
大 了 的 )。 由 于 a 点 比 地 心 更 靠近 太阳 ，Gu 大 于 Go。 同样， 
G。 小 于 Go。Gs 和 Ga 的 大 小 近似 等 于 Go 的 ， 但 是 它们 的 
方向 略微 不 同 。 
示意 图 显示 了 表 观 场 G 一 G 一 Go。 
我 们 现在 计算 图 示 各 点 的 G 。 
1 Ga 和 Ge 
从 a 到 太阳 中 心 的 距离 是 rs 一 Re。， 这 里 尺 。 是 地 球 半 
4 径 。 太 阳 引 力 场 在 a 点 的 大 小 是 
NE 
(Fer ee 
Gi 与 Go 平行。 在 a 点 表 观 场 的 大 小 为 


Ca 


Bs = —Go 
ke 
en r2 


-| 1 | 
ra [1—R Zr | 


] 
二 


由 于 R./r.=6.4X103 km/1.5X108 km=4.3X10-<1, 
我 们 有 
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G!=Go (1) -1 


Rs 
Pe 


rs 


Kk. 


rs 


人 :2200 


这 里 ， 我 们 略 去 了 (Re/r:)* 和 更 高 阶 的 项 。 
在 c 点 也 可 类 似 分 析 ， 只 是 到 太阳 的 距离 为 rs 十 R。， 
而 不 是 7 一 RR。。 我 们 得 到 


, 人 上。 
(x 一 一 2Cu 7 
7 
注意 : Ga。 和 Gi 从 地 球 上 看 是 径 向 朝 外 的 。 


2. Gs 和 G4 
点 bb 和 d 到 太阳 的 距离 ,与 地 心 的 几乎 相同 。 然 而 ， 
G4 与 Go 不 平行 ; 两 者 的 天 角 是 aRe/rs 一 4, 3X10 <&1; 
在 此 近似 下 ， 
1 GGou 


由 对 称 性 ，G4 与 G4 等 值 反 向 。G6 和 G4 均 指 向 地 心 。 

示意 图 务 出 了 地 球 表 面 不 同 地 点 的 G'(r)。 这 幅 图 是 
分 析 潮 汐 的 出 发 点 。 在 a 和 cc 的 作用 力 倾向 于 提升 海平 面 ， 
在 b 和 d 的 作用 力 倾向 于 压低 它们 。 若 地 球 被 水 均匀 覆盖 ， 
随 着 地 球 的 自转 ， 力 的 切 向 分 量 使 地 球 表 面 掀起 一 日 两 次 
的 涨潮 。 这 幅 图 像 解 释 了 潮汐 每 天 两 次 的 退 和 涨 ， 但 是 实 
际 的 运动 以 复杂 的 方式 依赖 于 地 球 转 动 时 海洋 的 响应 和 局 
部 地 形 。 

如 例 9. 5 所 示 ， 我 们 很 容易 估算 潮汐 效应 的 强 弱 。 


例 9.5 潮汐 的 平衡 高 度 

下 列 的 论证 基于 牛顿 设计 的 模型 。 假 设 两 口 充满 水 的 
并 从 地 球 表面 通 到 地 心 ， 并 连通 。 一 口 并 沿 着 地 球 -太阳 
轴 ， 另 一 口 间 垂直 。 对 于 平衡 态 ， 两 口 并 在 并 底 的 压强 必 
须 相 同 。 


35 | 


352 


9 非 惯 性 系 和 惯性 力 


高 dr 的 小 水 柱 的 压强 为 pg (r)dr， 这 里 p 是 水 的 密 
度 ，g(7r) 为 + 处 的 等 效 引 力 场 。 平 衡 条 件 是 


h hh» 
| pg1Cr)ar 二 pg2(r)dr 


hi 和 有 是 从 地 心 到 相应 水 柱 表 面 的 距离 。 著 我 们 假设 水 
是 不 可 压缩 的 ， 则 op 为 常量 ,平衡 条 件 变 为 


hi ha 
| g1(r)dr=| g2(r)dr 
0 0 


问题 是 计算 差 值 有 1 一 2 二 Ahs;， 即 太阳 引起 的 潮汐 高 度 。 
这 里 假设 地 球 是 球形 的 ， 并 略 去 转动 效应 。 

沿 柱 ] 指向 地 心 的 等 效 场 是 g1(r) 二 g(r) 一 Gi(r)， 这 里 
g(r) 为 地 球 的 引力 场 ，Gi(r) 是 太阳 沿 着 柱 1 的 等 效 场 。 
( 负 号 表示 GI1(r) 是 径 向 朝 外 的 。) 在 例 9.4 中 ， 我 们 计算 出 
G1(Re) 二 G4 二 2GIM,Re/ri。 用 7 代替 R。， 就 得 到 沿 柱 1 的 等 
效 场 
2GM 7 


Fa 


GTI)= 


= LF 
式 中 ，C 一 GMs/rs’。 
综合 这 些 结果 就 得 到 
gi(r)=g(r)—2Cr 

同样 的 分 析 可 得 

g2(r)=g(r)TFGs(r) 

=g(7)+T Cr 

平衡 条 件 是 


hi 2 
| Ls) —2crjdr=| [gCr) + Crldr 


或 者 ， 整 理 成 


hi 办 2 hi he 
| g(r)dr —| g(rydr =| CE 十 | Crdr 
Bh 0 人 0 
下 1 
合并 左边 的 积分 为 f Be 


由 于 hl 和 hs 均 近 似 等 于 地 球 半 径 ，g(r) 在 积分 中 
可 当 作 常 量 。g(r) 二 g(Re) 二 g， 即 地 球 表面 的 重力 加 迷 
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度 。 左 边 的 积分 贡献 为 g (hi 一 有 23) 二 gAhs。 取 近似 及 1 寺 


Ke 
hs:R。， 右 边 的 积分 可 以 合并 ， 从 而 得 到 | 3Crdr = 
CR。+。 最 终 的 结果 是 


gAh.=>CRe? 


利用 g 二 GMe/R。? 和 C= 二 GMs/rs，*， 我 们 得 到 


rs 

利用 如 下 数据 : 

NM. =]1.99X10% g M. =5.98 X10 g 

rs=1;49X10B3 em R. =6.37X10s cm 
得 到 

Ah.,=24.0 cm 
对 月 亮 进行 相同 的 论证 ， 可 得 
3 
MZ Mr) 


代入 Mu 三 7.34X105 gg， Tm 三 3.84X10m cem， 我 们 得 到 
Ahm 二 53.5 cm。 可 以 看 出 ， 虽 然 太 阳 在 地 球 的 引力 场 是 月 
亮 的 200 倍 ， 月 亮 的 效果 约 是 太阳 的 两 倍 。 原 因 就 在 于 ， 
引 潮 力 既 依赖 太阳 或 月 亮 的 质量 ， 又 依赖 引力 场 的 梯度 ， 
而 梯度 以 1/r3 变化 。 虽 然 太 阳 远 远 重 于 月 亮 ， 但 月 亮 离 地 
球 近 则 意味 着 它 的 引力 场 在 地 球 有 更 大 的 变化 。 
最 强 的 潮汐 ， 称 作 大 潮 ， 发 生 在 新 月 和 满月 的 时 候 ， 
此 时 月 亮 和 太阳 沿 着 同一 条 线 作 用 。 弱 的 小 潮 发 生 在 两 者 
中 间 ， 每 月 的 1/4 的 时 间 。 这 两 种 情形 的 引 潮 力 之 比 为 


Ah 大 潮 Ahm Ahs 


潮汐 提供 了 地 球 向 着 太阳 自由 下 落 的 令 人 信服 的 证 据 。 ，、 
若 地 球 只 是 被 太阳 吸引 而 不 自由 下 落 ， 就 会 只 有 一 次 潮汐 ， 一 了 
如 图 所 示 ， 自 由 下 落 则 会 在 一 天 产生 两 次 潮汐 。 从 自由 落体 
察觉 到 太阳 的 引力 场 这 一 事实 与 等 效 原理 并 不 矛盾 。 潮 汐 的 
高 度 依赖 地 球 半 径 与 太阳 距离 之 比 Re/rs。 然 而 ， 对 于 相对 
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太阳 的 引力 场 为 局 域 的 系统 ,， 场 的 变化 在 系统 的 尺度 一 定 是 
可 以 忽略 的 。 奢 R。 相对 于 rs 是 可 略 的 ， 地 球 将 是 一 个 局 域 
系统 ， 也 就 不 会 有 潮汐 。 潮 汐 证 实地 球 太 大 ， 不 能 在 太阳 场 


中 构成 一 个 局 域 系统 。 


尽管 等 效 原理 貌似 简单 ， 从 中 却 可 以 得 到 影响 深远 的 结 
果 ， 对 此 已 有 者 干 实验 研究 。 例 如 ， 等 效 原 理 要 求 引 力 严 格 
正比 于 惯性 质量 。 另 一 种 表述 是 ， 引 力 质量 与 惯性 质量 之 比 
对 所 有 物质 必须 相同 ， 引 力 质 量 是 在 万 有 引力 表达 式 中 出 现 
的 质量 ， 惯 性 质量 是 在 牛顿 第 二 定律 中 出 现 的 质量 。 

如 果 具 有 引力 质量 Msr 和 惯性 质量 Mi 的 物体 与 引力 质 
量 Mo 的 物体 相互 作用 ， 我 们 有 


GMoMeri 
一 一 二 
GMo /Myer\. 
一 一 一 (pe (9. 4) 


等 效 原理 要 求 Mp/ Mis 对 所 有 物体 都 相同 ， 否 则 就 有 可 能 局 域 
地 把 引力 场 和 加 速度 区 分 。 例 如 ， 假 设 对 于 物体 A，Msr/ Mi 
是 物体 B 的 两 倍 。 若 我 们 在 爱 因 斯 坦 电 梯 里 同时 释放 两 个 物 
体 ， 它 们 以 同样 的 加 速度 下 沙 ， 唯 一 可 能 的 结论 是 电梯 是 在 加 
上 加 速 。 另 一 方面 , 若 A 下 落 的 加 速度 是 了 B 的 两 倍 ， 我 们 就 知 
道 加 速度 一 定 是 由 引力 场 产 生 的 。 电 梯 回 上 的 加 速度 就 导 回 下 
的 引力 场 区 分 开 来 ， 而 这 与 等 效 原理 矛盾 。 

在 牛顿 引力 定律 中 ， 比 值 Ms:/Mis 取 为 1。 比值 的 其 他 选 
择 会 使 G 的 值 不 同 ， 根 据 实验 ， 唯 一 的 要 求 是 G (Mgr/Min) 王 
6. 67X10-10 N 。m2/kg2 。 

牛顿 通过 研究 摆 的 周期 来 调查 惯性 和 引力 质量 的 等 效 性 ， 
摆 体 可 更 换 成 不 同 材 料 的 物体 。 在 小 角度 近似 下 ， 摆 体 的 运 
动 方程 是 

Minl0 十 Mugb 一 0 
摆 的 周期 为 


0) 
Re 1"2 [Mi 
Ee gA Mr 


牛顿 的 实验 是 ， 采 用 不 同 的 摆 体 ， 寻 找 工 的 变化 。 他 发 现 没 
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有 变化 ， 由 方法 的 灵敏 度 估算 ， 对 于 普通 材料 ，Mer/Mi 在 
1%0o 内 为 和 常量 。 

等 效 原理 最 令 人 叹服 的 证 据 来 自 匈 牙 利 物 理 学 家 厄 后 在 
20 世纪 初 发 明 的 实验 。 (实验 在 1908 年 完成 ,但 是 结果 直到 
1922 年 厄 征 去 世 3 年 以 后 才 发 表 。) 厄 年 实 验 的 方法 和 技术 
被 普林斯顿 大 学 的 Robert Dicke 和 他 的 同事 改进 ， 更 近 的 则 
是 华盛顿 大 学 的 Eric Adelberger 和 他 的 同事 。 

考虑 这 样 一 个 扭 秤 ,不同 成 分 的 质量 A 和 也 位 于 杆 的 


两 端 ， 杆 悬挂 在 一 根 细 弹 性 纤维 上 ， 后 者 被 扭转 时 能 产生 一 


回复 力矩 。 杆 只 能 绕 竖 直 轴 转动 。 物 体 既 被 地 球 也 被 太阳 
吸引 。 地 球 的 引力 是 竖 二 的 ,不 会 引起 扭 秤 的 转动 ， 但 是 
我 们 将 证 明 , 在 等 效 原 理 被 破坏 ， 太 阳 的 吸引 会 产生 
力矩 。 

如 图 所 示 ， 假 定 太 阳 位 于 地 平 线 上 ， 水 平 杆 与 日 -地 的 轴 
垂直 。 根 据 方程 (9. 4)， 太 阳 引 起 的 物体 加 速度 为 


_GM; | 
A rs [MCA) 


_GM. 人 
“BB | By 


这 里 , M, 是 太阳 的 引力 质量 , xr, 是 太阳 和 地 球 之 间 的 距离 。 
在 固定 于 地 球 的 坐标 系 中 ， 物 体 的 加 速度 是 


! 
VR 
/ 


aB™aB a0 
这 里 ，a 是 地 球 朝 着 太阳 的 加 速度 。 (地球 转动 引起 的 加 速 
度 不 起 作用 ， 我们 略 去 不 计 。) 

若 等 效 原理 成 立 ，aA=&aB， 杆 没有 绕 着 纤维 转动 的 趋 
势 。 然 而 ， 若 两 个 质量 A 和 B 具有 不 同 的 引力 与 惯性 质量 之 
比 ,一 个 会 比 男 一 个 具有 更 大 的 加 速度 。 扭 秤 会 转动 ， 直 到 
悬挂 纤维 的 回复 力矩 使 它 静 止 。 随 着 地 球 的 转动 ， 太阳 的 表 
观 方向 变化 ; 扭 释 平 衡 位 置 的 移动 周期 是 24 小 时 。 

Adelberger 的 仪器 能 检测 到 引力 与 惯性 质量 之 比 的 1/10” 
变化 引起 的 偏差 .但 是 在 此 精度 内 ， 没 有 效应 被 发 现 。 

等 效 原 理 通常 被 当 作 物理 的 基本 定律 。 我 们 利用 它 讨论 了 
引力 与 惯性 质量 之 比 。 令 人 震惊 的 是 ， 它 也 可 以 用 来 证 明 ， 时 
钟 在 不 同 的 引力 场 中 计时 率 不 同 。 在 注释 9.1 中 ,一 个 简单 的 
论证 表明 ， 等 效 原理 是 如 何 使 我 们 放弃 经 典 的 时 间 观 念 的 。 
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9.5 转动 坐标 系 中 的 物理 


上 节 我 们 讨论 了 直线 加 速 参考 系 中 的 物理 。 本 节 我 们 面 
临 转动 坐标 系 中 更 复杂 的 物理 问题 。 

但 是 ， 首先 说 几 句 为 什么 惯性 力 是 有 用 的 。 在 例 9.1 中 ， 
不 管 我 们 使 用 惯性 系 还 是 非 惯 性 系 ， 物 理 结 果 都 是 一 样 的 。 
在 惯性 系 中 ,牛顿 定律 无 须 调整 就 成 立 。 在 非 惯 性 直线 加 速 
参考 系 中 ， 我们 加 入 一 项 非 物 理 的 惯性 力 一 MA。 包 含 了 惯 
性 力 就 允许 我 们 像 在 惯性 系 中 那样 来 处 理 问题 。 

如 果 我 们 尝试 从 惯性 系 的 立场 去 处 理 转动 坐标 系 中 的 运 
动 ， 就 很 容易 深 陷 几何 的 泥沼 之 中 。 本 节 我 们 会 看 到 ， 通 过 
加 入 两 个 惯性 力 一 一 离心 力 和 科 里 奥 利 力 ， 处 理 转动 坐标 系 
中 的 运动 就 像 在 惯性 系 中 一 样 。 惯 性 力 系统 地 解释 了 转动 非 
惯性 系 和 惯性 系 之 间 的 差异 。 

地 球 表 面 提 供 了 转动 坐标 系 的 一 个 很 好 的 范例 ， 利 用 惯 
性 力 ， 我 们 能 解释 地 球 上 观察 到 的 现象 .例如 傅 科 摆 的 进 动 
和 天 气 系统 的 循环 性 质 。 

为 了 分 析 转 动 坐标 系 中 的 运动 ， 我们 需要 把 惯性 和 转动 
系 中 的 运动 联系 起 来 的 方程 。 在 相对 惯性 系 转 动 的 坐标 系 中 ， 
我 们 先 确定 计算 任意 矢量 时 间 导 数 的 一 般 规 则 ， 人 然后 利用 它 
把 两 个 参考 系 的 速度 和 加 速度 联系 起 来 。 


9.5.1 转动 天 量 的 变化 率 


考虑 绕 着 沿 nn 的 轴 、 以 角速度 Q 旋转 的 一 个 任意 矢量 
B。 转 动 的 角速度 和 失 量 是 二 Qn。 令 a 为 B 与 的 夹 角 。 

图 中 显示 了 BC) 和 B(i 十 At)。 

B 的 尖 闪 扫 过 半径 Bsina 的 圆周 ， 圆 平面 与 到 垂直 。 在 
时 间 At，B 的 尖端 扫 过 一 个 角度 QAt。 因 此 ，B 的 尖端 移动 
1 WB 

AB 过 (Bsina QAt 
所 以 
dB ,). (Bsinag)fQAt 
各 


一 (Bsina)0 
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注意 : (Bsina) 0=|@Q@XxB|, AB 垂直 于 下 和 nnn。 用 又 积 可 
以 完美 地 描述 dB /di: 


dB 
二 XB (9; 5) 
di 


这 个 结果 对 绕 轴 n、 以 角速度 02 做 纯 转 动 的 任意 矢量 都 
成 立 。 


9. 5.2 转动 坐标 系 中 矢量 的 时 间 导 数 


考虑 在 惯性 系 中 观测 的 以 (dC/dz);, 变 化 的 任意 矢量 C， 
问题 是 确定 在 以 角速度 @ 转动 的 参考 系 中 观测 到 的 时 间 导 数 
(AG /vs 

今 惯性 系 的 基 矢 量 为 (i，j ，k)， 转 动 参考 系 的 为 (i, 
j,k&')。 在 惯性 系 中 ，C 和 它 的 时 间 导 数 是 

Ce 


上 
在 转动 系 中 令 C 的 分 量 为 
C=C0 6 7 Ck 
记 住 ， 矢量 是 物理 上 可 测量 的 ,不管 我 们 在 什么 坐标 系 中 分 
解 其 分 量 ， 它 的 大 小 和 方向 均 保 持 不 变 。 在 计算 (dC/qdz) vo 
的 时 间 寻 数 时 ， 我 们 必须 考虑 到 转动 系 中 的 基 矢 量 均 以 角 速 
度 转动， 由 方程 〈9. 5)， 


di 。/ 
— 二 QD XI 
dt 
dj 2 1 
dr XJ (9. 6) 
dk ed 
二 人 
我 们 有 
de ds dys, Cs HR 
dt 全 本 下 十 Cy dt 十 Cz | 
3 


右边 第 一 项 是 (dC/di)ww， 是 由 转动 系 中 的 观察 者 测量 的 
C 的 时 间 导 数 。 现 在 把 方程 (9. 6) 代入 方程 (9.7) 右边 
的 第 二 项 
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[eh =(CIQXi+CQX) CQ XK'") 


=RXCCri TC 7 +Cak") 


一 QXC 
合并 这 些 结果 ， 我 们 有 
(至 ) 一 ( 末 ) 十 2XC (9. 8) 


这 个 方程 对 任意 矢量 都 成 立 。 把 它 当 作 一 个 算 符 是 容易 记 住 
的 ， 类 似 于 在 注释 5.2 中 的 V 算 符 。 规 则 是 


(9) . =) tax- 


dt 1 dt rot 
现在 ， 我 们 利用 这 个 变换 来 确定 转动 系 中 速度 和 加 速度 的 表 
达 式 。 


9. 5.3 转动 坐标 系 中 的 速度 和 加 速度 


把 方程 〈9.8) 应 用 于 位 置 矢量 >， 我 们 有 
( 邓 ) =(F)_ +oxr 
或 者 
Vin —=Vrot + Xr 
我 们 可 再 次 应 用 方程 (9. 8)， 以 确定 转动 坐标 系 中 的 加 速度 
arot。 我 们 有 


rol 


一 [vetoxr) | CD ERNE) 


中 全 TX (他 ) +QX (va tA Xr) 


es (et) +20 Xv +QX(QXr) 


用 加 速度 an 和 aet 来 表示 这 个 式 子 ， 我 们 有 

du—dm TD XUVm TX(QXF) (9. 9) 
在 转动 系 中 的 加 速度 是 

drot—ain—202 XY QQX(Q Xr) (9. 10) 


9.5.4 转动 坐标 系 中 的 惯性 力 
从 转动 坐标 系 来 看 ， 质 量 m 的 运动 方程 是 
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Kot = vor 
由 方程 (9. 10)， 我们 有 
Fear=mam 2m XX Vo — mI XK OQXTY (C9, 11) 
可 将 其 表示 为 
Fi = FF corols TF centitugal 
=F TRiwe 
这 里 ，F 是 真实 力 ， 
Fentrifogal 一 — mxX (OXr) 
F Coriolis = 一 271242 X Vira 
是 惯性 力 。 当 我 们 用 线 旋转 一 个 物体 时 ， 在 这 个 圆周 运动 中 
很 容易 感受 到 离心 力 。 在 转动 系 中 物体 静止 ， 所 以 它 的 运动 
方程 是 oemritugal 一 了 二 0， 这 里 了 是 线 中 张力 。 线 对 我 们 的 
手 作用 一 个 拉力 T， 所 以 我 们 感到 物体 被 向 外 拉 。 
离心 力 centrifvgal 二 一 m2 X (0 Xr) 与 转轴 垂直 ， 沿 径 问 
胃 外 。 它 的 大 小 是 mQ2*p， 这 里 p 是 r 的 尖端 到 转轴 的 垂直 
距离 。 如 图 所 示 ，Q X (QQ Xr) 是 径 向 朝 里 的 ， 是 向 心 加 速 
度 ， 这 是 由 于 在 转动 系 中 静止 的 各 点 在 惯性 系 中 做 圆周 运动 。 
胃 外 的 惯性 离心 力 与 朝 里 的 向 心 加 速度 相反 。 


Drotll 


Dp 
Drot hk 


科 里 奥 利 力 F coridlis 是 惯性 力 9 用 于 平衡 提供 科 里 奥 利 加 速 
度 22Xv 转 的 真实 力 。 这 里 解释 科 里 奥 利 加 速度 是 如 何 产生 
的 。 图 中 显示 了 vr 的 两 个 分 量 ， Vrot | 和 vrot | ， 分 别 与 只 平行 
和 垂直 。 只 有 mr 对 又 积 有 贡献 。 因 此 ， 加 速度 位 于 与 Q 垂 
直 的 平面 内 ， 采 用 平面 极 坐标 op 和 9 描述 这 个 平面 内 的 运动 就 
比较 方便 。 如 图 所 示 ，wror | 有 径 向 分 量 5 和 横向 分 量 p09 '。 

径 问 分 量 6 对 an 在 横向 方向 上 的 贡献 为 206 。 在 
1. 11.4 节 我 们 在 惯性 空间 研究 过 角速度 为 2 和 径 向 速度 为 8 
的 运动 ， 这 个 横 回 加 速度 就 是 那里 的 科 里 奥 利 项 。 

antl 的 横向 分 量 p9 "对 科 里 奥 利 加 速度 贡献 一 个 径 向 分 
量 202o9 '， 指 向 转轴 方向 。 为 了 看 清 这 一 项 的 来 源 ， 注 意 到 
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在 惯性 空间 的 瞬时 角速度 是 0 =0 十 Q， 在 an 的 向 心 加 速 
度 是 
o0 2 =p(0 十 全 7 
=00 2 十 20o0 十 o03 
右边 三 项 对 应 于 方程 〈9. 9) 右边 的 三 项 。p0 ': 属于 ae ， 像 我 
们 已 经 论证 的 ，202o0 ' 对 应 22 Xu ，o02 来 自 避 X(CQXr)。 
下 面 的 例子 展示 转动 坐标 系 的 应 用 。 


例 9. 6 转动 液体 的 表面 
一 桶 水 以 角 速 率 w 自 旋 。 水 面 会 呈现 什么 形状 ? 在 随 
桶 转动 的 坐标 系 中 ， 问 题 是 纯 静态 的 。 考 虑 在 液体 表面 的 
小 体 元 内 质量 为 mx 的 水 所 受 的 作用 力 。 对 于 平衡 态 ， 作 用 
在 m 上 的 合力 必须 为 零 。 这 些 力 是 接触 力 Fo、 重 力 WW 和 
径 向 朝 外 的 惯性 力 Ftc 
Focos$ —W=0 
—Fosing Fict=0 
这 里 Fi 二 mf22r 二 mw?r， 这 是 由 于 坐标 系 随 桶 转动 ,@Q 王 w。 


和 

几 arctan g ) 
与 固体 不 同 ， 液 体 不 可 能 沿 表 面 的 切 向 施加 一 个 静态 的 作 
用 力 。 因 此 ， 周 围 液体 对 mm 的 作用 力 Fo 必须 与 表面 重 直 。 
表面 上 任意 点 的 斜率 则 为 
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我 们 可 以 通过 积分 确定 表面 的 方程 x 二 f(r): 


2 
| 一 - 全 | -dr 


这 里 , 我 们 取 轴 在 液 面 上 的 点 为 z 二 0。 表 面 是 旋转 抛 
物 线 。 


例 9.7 滑动 的 珠子 和 科 里 奥 利 力 

一 颗 珠 子 在 一 根 以 匀 角 连 举 w 转动 的 钢丝 上 无 摩擦 地 
滑动 。 问 题 是 确定 钢丝 对 珠子 的 作用 力 。 忽 略 重 力 。 

在 随 钢丝 转动 的 坐标 系 中 ， 运动 是 纯 径 向 的 。 图 中 显 
示 了 在 转动 系 中 的 俯视 受 力图 。 

Fn 是 离心 力 ，Feor 是 科 里 奥 利 力 。 由 于 钢丝 无 摩擦 ， 
接触 力 N 沿 钢丝 的 法 向 。 在 转动 系 中 ， 运 动 方程 为 


Fnt=mr 
N— Fceor=0 
利用 Fant 王 7 7r， 由 第 一 个 方程 得 到 
mr —mw’*r=0 
方程 的 通 解 为 
r=Ae* 十 Be ox 
这 里 ，A 和 B 是 依赖 于 初始 条 件 的 常量 。 在 转动 系 中 没有 
横向 加 速度 ， 横 向 运动 方程 给 出 
N= Feor=2w7w : 
~=2mw’* (Ae*:— Be ») 
为 了 完成 这 道 题 ， 必 须 给 定 两 个 独立 的 初始 条 件 ， 通 常 为 
r(0) 和 六 (0)， 以 确定 人 A 和 也。 


例 9.8 落体 的 偏转 
由 于 科 里 奥 利 力 ， 地 球 上 落下 的 物体 会 水 平方 向 偏转 。 
例如 ， 从 塔 上 落下 的 物体 会 落 在 释放 点 下 铅 垂 线 以 东 的 位 
置 。 本 题 中 我 们 计算 在 赤道 位 置 高 政 的 塔 上 释放 的 质量 鸭 
的 物体 的 偏离 。 在 固定 于 地 球 的 坐标 系 r 和 0 中 (横向 朝 
东 )，7 所 受 的 表 观 力 是 
F=—mper—2mR Xv —mOQ X(N Xr) 
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9.5 转动 坐标 系 中 的 物理 


280 
Re 


这 里 ， 我 们 已 经 采用 了 近似 rRR。。 因 此 


.kD 
UE 


0 王石“ 


£2 


€ 


1 
= 3 
0 一 本 (ey 


Ks 
m 的 水 平 偏转 是 y 泛 Re0 或 
a 0 3 
下 落 距 离 hh 所 用 时 间 丁 满足 
六 一 70 一 一 六 
一 一 于 g&T2 
所 以 


0 一 2r rad/day~X7. 3X1075 rad/s, g=9.8 m/s:。 对 于 50 m 
高 的 塔 ，yA7.7X10-3 m 二 0.77 cm。0 是 正 的 ， 偏 转 是 向 
东 的 。 


例 9.9 在 转动 地 球 上 的 运动 

在 转动 的 球 上 ， 科 里 奥 利 力 的 惊人 效果 是 把 直线 运动 
变 为 圆周 运动 。 考 虑 与 转动 球 相 切 的 速度 (就 像 地 球 表面 
风 的 速度 )。 科 里 奥 利 力 的 水 平分 量 与 立 重 直 ， 我 们 将 证 
明 ， 它 的 大 小 与 0 的 方向 无 关 ，。 

考虑 质量 m 的 质点 在 球面 上 纬度 A 处 以 速度 v 运动 。 
球 以 角速度 2 旋转 。 如 图 所 示 ， 把 2 分 解 成 坚 直 矢量 Dv 
和 水 平和 失 量 QH; 科 里 奥 利 力 为 

F =—2m(Q Xv ) 

—2m(@Qv Xv RHXv) 
让 大 有 

QH 和 v 是 水 平 的 ， 从 而 QH Xv 是 竖 直 的 。 因 此 ， 科 里 奥 
利 力 的 水 平分 量 FH 只 米 自 于 项 人 2v Xv 。Q2v 与 v0 重 直 ， 有 DvX 
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v 的 大 小 是 (QQvvu， 与 v 的 方向 无 关 ， 这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 。 


我 们 可 以 把 这 个 结果 写成 更 明显 的 形式 。 若 了 是 在 续 


度 和 A 处 与 表面 垂直 的 单位 矢量 ，Q2v 二 02sinAr， 


te 


Fu 二 一 2m(2sinA(r Xv ) 


FH 的 大 小 是 


FHa=2mvQsinA 
FH 总 是 与 v 重 直 ， 在 没有 其 他 水 平 作 用 力 时 ， 它 将 


产生 圆周 运动 ， 在 北半球 是 顺 时 针 方 向 的 ， 南 半球 是 逆 时 
针 的 。 地 球 上 的 空气 流动 受到 科 里 奥 利 力 的 强烈 影响 ， 没 
有 它 ， 稳 定 的 循环 气候 模式 就 不 能 形成 。 然 而 ， 要 理解 天 


气 系 统 的 动力 学 ， 我 们 必须 要 包括 其 他 作用 力 ， 就 如 下 面 
的 例子 所 讨论 的 。 


例 9. 10 天气 系 统 

想象 在 大 气 层 中 产生 一 个 低压 区 ， 这 或 许 是 缘 于 空气 
的 差 温 加 热 。 图 中 的 闭合 曲线 表示 恒定 压强 线 ,， 或 等 压 线 。 
由 于 压强 梯度 ， 空 气 的 每 个 微 元 都 受到 一 个 作用 力 ， 其 他 
作用 力 不 存 在 时 ， 风 会 向 里 吹 ， 很 快 均衡 压强 差 。 

风 的 模式 被 科 里 奥 利 力 显著 改变 。 当 风 开 始 向 里 吹 时 ， 
它 被 科 里 奥 利 力 一 一 旋转 地 球 上 的 惯性 力 ， 侧 向 偏转 。 


i 4 7 ~ ~ / 
em 4 < 
F Be Bi Se 5 
2 “weFe MS# 
a) b) 


在 北半球 ， 风 沿 着 低压 区 的 等 压 线 送 时 针 循 环 ，a); 
高 压 区 则 顺 时 针 ，b)。 转 动 的 方向 在 南半球 是 相反 的 。 在 
近 赤 道 位 置 (纬度 0")， 科 里 奥 利 力 几 乎 为 替 ， 循 环 天 气 
系统 在 那里 不 能 形成 ， 天 气 趋 于 均匀 。 

为 了 分 析 和 运动 ， 考 虑 在 纬度 入 处 绕 着 低压 区 转动 的 一 
团 空气 所 受 的 作用 力 。 如 图 所 示 ，、 在 等 压 线 Pi 面 上 的 压 
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力 是 PI1S， 这 里 S 是 内 面 的 面积 。 在 外 面 的 压力 是 《Pi 十 
AP)S， 净 压 办 是 "(APYS, 商 里 。 

科 里 奥 利 力 是 2mv(Q2sinA)， 这 里 7 是 气 团 的 质量 ， Jv 
是 速度 。 空 气 在 绕 着 低压 北 时 针 转 动 ， 所 以 科 里 奥 利 力 是 
向 外 的 。 对 于 稳定 的 圆周 流动 ， 径 向 运动 方程 为 


=({AP)S—2mv((2sinA) 


气 团 的 体积 是 ArS， 这 里 Ar 是 等 压 线 之 间 的 距离 ; 质量 
为 WArS， 这 里 加 是 空气 密度 ， 假设 为 常量 。 把 它 代 入 运 
动 方程 ， 取 极限 Ar 一 0， 得 到 


2 
LS (1) 


r ww dr 

气 团 并 不 像 刚体 那样 转动 。 靠 近 低 压 区 的 中 心 ， 压 强 梯度 
dP/dr 较 大 ， 风 速 是 最 大 的 。 远 离 中 心 ;， v*/r 较 小 ， 可 以 
略 去 。 方 程 (1) 预言 ， 远离 中 心 的 风速 为 

3 上 ja dP 

202sinA 

海平 面 的 空气 密度 是 1. 3 kg/m3， 大 气压 是 Pa 二 105 N/m?。 
dP/dr 可 以 通过 查看 气象 图 来 估算 。 远 离 高 压 或 低压 区 ， 典 
型 的 梯度 为 3 mb/100 km3X10“3 Nym3G ， A 45" 位 
置 ， 方程 (2) 给 出 


(2) 


w dr 


v= 二 22 m/s 
As50 mile/h 
靠近 地 面 ， 这 个 速率 被 地 面 的 摩擦 力 减 弱 ， 但 是 在 较 高 海 
拔 的 地 区 ,方程 (2) 的 精确 度 很 高 。 
飓风 是 强烈 紧凑 的 低压 区 ， 里 面 的 压强 梯度 可 以 高 达 
30X10-3 N/ma 。 飓 风 太 强 ， 方 程 (1) 的 v2/r 项 不 能 略 
去 。 对 方程 (1) 求解 w， 可 得 


于 CrOsin)2 十 工 一 rsin) le (3) 


在 纬度 20"、 距 飓风 中 心 (“风暴 眼 ”) 100 km 的 葵 置 ， 方 程 
(3) 预言 对 应 压强 梯度 30X10 ”3 N/m 的 风速 为 45 m/s 过 
100 mile/h， 与 气象 观测 吻合 。 在 较 大 半径 处 ， 由 于 压强 梯 


〇 mb, 毫 巴 ,气压 单位 ,一 标准 大 气压 等 于 1013 毫 巴 。 一 一 编辑 注 


pe 
Be — pA 
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度 减 小 ， 风 加 下 降 。 

低压 区 和 高 压 区 存在 一 个 有 意思 的 差异 。 在 低压 区 ， 
压力 是 向 内 的 (压强 梯度 dP/dr 向 外 )， 科 里 奥 利 力 向 外 ; 
在 高 压 区 ， 压 力 向 外 ， 科 里 奥 利 力 向 内 。 

空气 绕 着 高 压 循环 的 径 向 运动 方程 为 


2 
=2uQsin 一 二 (4) 
oi dr 
从 方程 (4) 求解 YW 可 得 
w=rNsinA —, /(rOsini)2 一 一 | (5) 
| wh | dr 


从 方程 C5 可 以 看 出 ， 1 AB | Osi 不 能 形 
成 高 压 区 ; 科 里 奥 利 力 太 能 ， 克服 不 了 朝 外 较 大 的 压力 ， 不 能 
提供 所 需 的 向 心 加 速度 。 由 于 这 个 原因 ， 像 飓风 这 样 的 风暴 总 
是 出 现在 低压 区 ; 向 内 的 较 强压 力 有 助 于 将 低压 聚 在 一 起 。 


傅 科 摆 是 展示 地 球 是 非 惯性 系 的 最 生动 范例 之 一 。 摆 就 是 
一 个 简单 的 重 球 ， 悬 挂 在 一 根 长 线 上 ， 可 沿 任 意 方 回 目 由 摆 
动 。 当 摆 来 回 摆动 时 ， 运 动 平面 缓慢 地 绕 着 竖 直 轴 进 动 ， 在 中 
纬度 地 区 转动 一 圈 约 需要 一 天 半 。 进 动 是 地 球 转动 的 结果 。 当 
地 球 在 它 下 面 转动 时 ， 运 动 平 面 倾 癌 于 在 惯性 空间 固定 不 动 。 

19 世纪 50 年 代 ， 傅 科 在 巴黎 先贤 祠 的 圆 项 下 悬挂 了 一 
个 67 mm 长 的 摆 。 摆 球 每 摆 一 次 就 进 动 约 1 cm， 提 供 了 地 球 
确实 在 转动 的 第 一 个 直接 证 据 。 摆 成 了 巴黎 的 时 尚之 物 。 

例 9. 11 通过 一 种 简单 的 方式 用 科 里 奥 利 力 计算 传 科 控 的 
摆动 。 


例 9.1 傅 科 摆 

和 这 里 1 是 摆 
> 六 我 们 在 水 平面 内 用 坐标 和 0 描述 摆 球 的 位 置 ， 则 
rrosinyt 
这 里 ， 1 ， 是 运动 的 幅度 . 如 果 不 存在 科 里 奥 利 力 ， 就 没有 
本 向 力 ， 9 为 常量 。 水 平 的 科 里 奥 利 力 Fcn 胰 

Oo Fon=—2m(tani 0 

袖 向 运动 方程 mao 一 Pen 变 为 ) 
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mre 十 270 )=—2m (QsinA )r 


六 


ne RA CORA nn | 
这 个 方程 最 简单 的 解 可 到 通过 取 6 和 二 常量 而 求 出 。 项 -0 
则 为 零 ， 我 们 有 
0 = — QsinA 
摆 沿 顺 时 针 方 向 匀速 进 动 。 摆 动 面 转动 一 次 所 用 时 间 为 


人 一 痰 用 32 h， 
在 北极 (纬度 二 90*)， 进 动 周期 是 24 hi 当地 球 关 时 

针 转 动 时 ， 摆 以 同样 的 角 志 度 相 对 地 球 顺 时 针 转 动 。 运 动 

平面 相对 惯性 空间 保持 国定 不 动 。 在 赤道 会 发 生 什么 呢 ? 


除了 地 球 转动 的 动人 展示 ， 傅 科 摆 体现 了 一 个 深刻 的 奥 
秘 。 例 如 ， 考 虑 在 北极 的 傅 科 摆 。 进 动 明 显 是 人 为 的 ; 当地 
球 在 下 面 转 动 时 ， 运 动 平 面 保 持 固定 不 动 。 摆 的 平面 相对 于 
固定 的 恒星 保持 固定 不 动 。 这 是 为 什么 ? 摆 怎 么 “知道 ”， 它 
必须 摆动 在 一 个 相对 固定 恒星 静止 的 平面 内 ， 而 不 是 以 某 一 
个 匀 角 速度 转动 的 平面 内 ? 

牛顿 用 下 面 的 实验 摘 述 这 个 令 人 困惑 的 问题 : 若 装 水 的 桶 
静止 不 动 ， 水 面 是 平 的 。 大 使 桶 以 稳定 的 角速度 转动 ， 水 开始 
的 时 候 涡 后 ,但 是 逐渐 地 ， 当 水 的 转动 速率 增 大 时 ， 水面 就 变 
成 例 9.6 所 讨论 的 旋转 抛物 线形 状 。 若 桶 突然 停止 ， 水 的 凹面 
会 保持 一 段 时 间 。 在 决定 液 面 形状 上 ， 显 然 ， 相 对 桶 的 运动 并 


不 重要 。 只 要 水 在 转动 ,表面 就 是 凹 的 。 由 于 通过 观察 水 面 就 


能 探测 到 转动 ， 而 无 须 参 考 外 物 ， 牛 顿 断定 ， 转 动 是 绝对 的 ， 

从 某 一 点 来 看 ， 转 动 的 绝对 性 确实 没有 了 矛盾。 伽利略 不 
变性 原理 表明 ， 没 有 办 法 局 域 地 探测 系统 的 平 动 。 然 而 ， 这 
并 没有 限制 我 们 探测 系统 加 速度 的 能 力 。 转 动 系统 以 最 不 均 
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匀 的 方式 加 速 。 在 每 一 点 ， 加 速度 都 指向 转轴 ; 加 速度 为 我 
们 显示 了 转轴 。 儿科 相关 文 种 加 速度 的 能 力 与 伽利略 不 变性 
原理 一 点 也 不 矛盾 。 
然而 ， 还 是 有 一 个 谜团 。 转 动 的 桶 和 传 科 摆 相对 固定 的 
恒星 都 保持 它们 的 运动 。 固 定 的 恒星 如 何 决定 一 个 惯性 系 呢 ? 
什么 阻止 摆 的 平面 相对 固定 的 恒星 转动 ”为 什么 只 有 当 桶 相 
对 固定 的 恒星 静止 时 ,转动 桶 内 的 水 面 才 是 平 的 ? 马赫 在 
1883 年 首次 对 牛顿 物理 提出 了 深刻 的 批判 ， 他 是 这 样 处 理 这 
件 事情 的 。 假 定 我 们 保持 桶 内 的 水 固定 而 转动 所 有 的 恒星 。 
从 物理 上 没有 办 法 把 它 与 桶 转动 的 情形 区 分 开 来 ， 我 们 预期 
水 面 再 次 呈现 抛物 线形 。 表 观 上 ， 桶 内 水 的 运动 依赖 于 宇宙 
远 处 物质 的 运动 。 说 得 更 戏剧 性 ， 假 定 我 们 一 个 接 一 个 地 消 
除 恒星 ， 直 到 只 剩 下 桶 。 如 果 我 们 转动 桶 ， 现 在 会 发 生 什么 
呢 ? 我 们 没有 办 法 预言 桶 里 水 的 运动 一 一 空间 惯性 的 性 质 可 
能 完全 不 同 。 我 们 面临 最 奇怪 的 情形 。 空 间 的 局 域 性 质 依赖 
遥远 的 物质 ， 然 而 当 我 们 转动 水 时 ， 表 面 立刻 开始 弯曲 。 . 
号 传 到 遥远 的 恒星 再 返回 的 时 间 都 没有 。 桶 里 的 水 怎么 
道 ” 字 宙 的 其 他 部 分 在 做 什么 呢 ? 

空间 惯性 的 性 质 依赖 遥远 物质 的 存在 这 一 原理 ， 称 作 马 赫 原 
理 。 这 个 原理 被 许多 物理 学 家 接受 ， 但 是 它 可 以 导致 奇怪 的 结论 。 
例如 ， 没 有 理由 相信 ， 宇宙 中 的 物质 环绕 地 球 是 均匀 分 布 的 ; 太 
阳 系 恰好 坐落 于 我 们 银河 系 的 一 个 分 支 上 ， 银 河 系 的 物质 主要 集 
中 在 一 个 非常 薄 的 平面 上 。 如 果 惯 性 是 源 自 远 处 的 物质 ,我们 很 
可 能 认为 在 不 同 的 方向 它 是 不 同 的 ， 所 以 质量 值 将 依赖 于 加 速度 
的 方向 。 这 样 的 效应 还 没有 观测 到 。 惯 性 保持 着 它 的 神秘 。 


注释 9.1 等 效 原理 与 引力 红 移 


辐射 的 原子 只 发 出 某 些 特 征 波长 的 光 。 如 来 对 在 致密 恒 
星 的 引力 场 中 原子 发 出 的 光 进 行 光谱 分 析 ， 会 观测 到 特征 波 
长 略微 变 大 ， 问 红 光 移动 。 我 们 可 以 把 原子 看 作 以 特征 频率 
“滴答 ”的 时 钟 。 回 较 长 波长 的 移动 称 作 引力 红 移 ， 对 应 于 时 
钟 变 慢 。 引 力 红 移 似 乎 暗示 着 ， 从 引力 场 外 观测 ， 场 内 的 时 
钟 会 变 慢 。 我 们 将 证 明 ， 效 应 起 源 于 空间 、 时 间 和 引力 的 性 
质 ， 而 不 是 引力 对 机 械 钟 微乎其微 的 效应 


注释 9. 1 等 效 原理 与 引力 红 移 


引力 红 移 不 同 于 波源 和 观察 者 相对 运动 引起 的 多 普 勒 效 
应 。 在 引力 红 移 中 不 存在 相对 运动 。 

我 们 会 惊讶 地 看 到 ， 从 既 简 单 又 无 数学 的 等 效 原 理 苋 然 
可 以 直接 建立 空间 、 时 间 和 引力 的 关系 。 为 了 显示 这 个 关系 ， 
我 们 必须 用 到 相对 论 的 一 个 基本 结论 : 发 射 的 信息 不 可 能 快 
过 光速 ，c 二 3X10s m/s。 这 是 唯一 需要 的 相对 论 思 想 ， 其 他 
的 论证 完全 是 经 典 的 。 

考虑 两 个 科学 家 ， 爱 丽 斯 和 鲍 伯 ， 间距 为 L 上 ， 如 图 a) 
所 示 。 

爱丽 斯 在 时 刻 1 二 0 发 出 一 个 短 的 光 胀 冲 ， 接 着 在 时 刻 
Ta 又 发 出 第 二 个 光 脉 冲 。 信 号 被 饱 们 接收 到 ， 他 用 目 己 的 
时 钟 记录 了 脉冲 之 间 的 间隔 了 Ts。 图 b) 显示 了 两 人 站 位 静止 
的 情况 下 ， 对 于 两 个 光 脉 冲 ， 竖 直 距 离 随 时 间 的 变化 。 传 播 
时 间 上 /ec 推迟 了 脉冲 ,但 是 间 阳 Ts 与 Ta 同 。 

现在 ， 考 虑 两 个 观察 者 都 问 上 以 速率 v 匀速 运动 的 情 
形 ， 如 图 c) 所 示 。 虽 然 两 个 科学 家 在 时 间 间 隔 内 都 在 运动 ， 
但 他 们 做 同样 的 运动 ， 我们 仍然 有 TB 二 Th。 

如 果 两 个 观察 者 都 问 上 以 加 速度 a 做 匀 加 速 运动 ， 如 图 d) 
所 示 ， 情 况 会 完全 不 同 。 鲍 伯 在 时 间 五 探测 到 第 一 个 脉冲 ; 

L+ aT? 
人 i= 一 
分 式 中 分 子 是 光 脉 证 走 的 距离 。 类 似 地 ， 鲍 人 在 时 间 Ts 探 
测 到 第 二 个 脉冲 : 


| 用 ， 
上 一 12 FolTa 


C 


Ts 三 Th 十 


-= 加 T 
注意 ， 在 时 间 Th， 爱丽 斯 的 光源 瞬时 位 于 高 度 了 aTh。 


求解 关于 Ti 和 Ts 的 二 次 型 方程 ， 经 过 茶 些 代数 运算 ， 
可 得 


"us | 2aL 
y= —1 = |- |(L+cTA —FaT% ) he 


在 第 一 个 平方 根 里 ， 我 们 可 以 忽略 项 aT%， 它 上 与 xTa 各 比 


征 小 量 。 
像 物 理 中 时 常 遇 到 的 情形 一 样 ， 精 确 解 给 不 了 我 们 多 少 


d) 
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洞察 力 。 为 了 得 到 更 有 用 的 结果 ， 我 们 利用 二 项 级 数 〈 注 释 
1. 3) 展开 每 个 平方 根 ， 保 留 到 a? 项 。 为 外 ,我 们 假设 光 肪 


冲 紧 挨 在 一 起 ， 所 以 cTa 帮 L 。 第 一 个 非 零 项 是 


Al _ 记号 


Ta C2 


现在 根据 等 效 原理 ,爱丽 斯 和 鲍 伯 不 能 区 别 向 上 的 加 速 系 和 
静止 在 大 小 g 二 a 的 向 下 的 引力 场 中 的 参考 系 。 如 果实 验 在 
静止 于 引力 场 中 的 参考 系 中 重复 做 ,等 效 原理 则 要 求 Ts 过 
TaA， 与 我 们 刚刚 得 到 的 结果 相同 ， 鲍 人 会 断定 ， 爱 丽 斯 的 时 
钟 变 慢 了 。 这 就 是 引力 红 移 的 起 源 。 - 

爱 因 斯 坦 在 1911 年 公布 了 这 个 结果 ,推导 利 用 了 多 普 勒 
移动 。 我 们 在 这 个 注释 中 的 推导 只 用 了 运动 学 、 等 效 原理 和 
光 的 有 限 速 度 。 

在 地 球 上 ， 引 力 红 移 是 和 T/T 二 10-L， 这 里 工 以 米 为 
单位 。 这 个 效应 虽然 小 ， 却 被 哈佛 大 学 的 Pound、Rebka 和 
Snider 在 地 球 上 实验 测量 了 。“ 时 钟 ” 为 伽 马 射线 的 频率 ， 利 
用 穆 斯 堡 尔 吸收 技术 ， 他 们 能 精确 测量 竖 直 位 移 25 m 的 引 
力 红 移 。 哈 佛 测量 的 精度 是 1%， 但 是 ， 从 那 以 后 ,不 同 的 
实验 已 经 肯定 了 这 个 效应 ， 精 度 高 于 1710”。 


= 
习 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
9.1 车 上 带 轴 的 杆 

长 为 L、 质 量 为 M 的 匀 质 细 杆 在 一 端 有 轴 。 轴 固定 在 以 
A 加 速 的 汽车 顶部 ， 如 图 所 示 。 

(a) 平衡 时 ， 杆 与 汽车 顶部 的 夹 角 是 多 少 ? 

(b) 假设 杆 偏 离 平 衡 位 置 一 个 小 角度 #5。 对 于 小 角度 $， 
杆 如 何 运 动 ? 
2 卡 衬 站 

卡车 静止 时 ， 一 扇 门 完全 打开 ， 如 图 所 示 。 卡 车 向 前 以 
加 速度 A 做 匀 加 速 运动 ， 门 摆动 着 合 上 。 门 是 均匀 的 固体 ， 
具有 总 质量 M、 高 度 刀 和 宽度 包 。 忽 略 空气 阻力 。 

(a) 确定 门 绕 着 合 页 转 过 90 时 的 瞬时 角速度 。 

(b) 确定 门 转 过 90 时 所 受 的 水 平 力 。 


9.3 运动 轴 上 的 单 摆 

单 摆 静止 不 动 ， 摆 球 指向 地 心 。 单 摆 的 轴 以 色 加 速 a 做 
水 平 运 动 ， 单 摆 开 始 摆动 。 忽 略 地 球 的 转动 。 

当 轴 移动 一 个 小 的 距离 4d， 对 地 心 所 张 的 角度 0<d/ 人 .< 和 1 
时 ,考虑 单 摆 的 运动 。 若 单 摆 的 周期 是 2xVR。e/g ， 证 明 
若 06 及 更 高 阶 的 效应 可 略 ， 单 摆 将 继续 指向 地 心 。 (制作 
这 样 长 周期 摆 的 一 个 方法 是 把 轴 安 置 在 靠近 长 杆 质 心 的 
位 置 。) 

9.4 车 轮 的 承重 

1600 kg 的 汽车 的 质心 位 于 轮子 中 间 ， 高 出 地 面 0:7 m。 
轮子 间距 2.6 m。 

(a) 在 前 轮 刚 要 离开 地 面 ， 汽 车 的 最 小 加 速度 是 多 少 ? 

(b) 看 汽车 以 g 加速， 前 后 轮 的 所 受 的 法 回力 各 是 
多 少 ? 

9.5 陀螺 仪 和 加 速度 

陀螺 仪 可 用 来 探测 加 速度 并 测量 速率 。 考 虑 以 高 角 速 率 
wo 目 旋 的 一 个 陀螺 仪 。 陀 螺 仪 被 一 个 球形 轴 P 固定 在 车 辆 
上 。 夺 车辆 沿 与 自 旋 轴 垂 直 的 方向 以 a 加 速 ， 陀 螺 仪 会 绕 着 
加 速 轴 进 动 ， 如 图 所 示 。 测 量 进 动 的 总 角度 0。 

系统 从 静止 开始 ， 证 明 车 辆 的 速度 满足 


= Ls 
”MI 


这 里 ，I,w; 是 陀螺 仪 的 自 旋 角 动量 ，M 是 陀螺 仪 含 轴 部 分 的 
总 质量 ,，/ 为 质心 到 轴 的 距离 。( 这 样 一 个 系统 称 作 积分 陀螺 
仪 ， 它 能 自动 积分 加 速度 ， 以 得 到 某 一 速度 。) 
9.6 电梯 里 的 自 旋 陀螺 

质量 为 M 的 陀螺 以 角 速 率 w, 绕 它 的 轴 自 旋 ， 如 图 所 示 。 
绕 自 旋 轴 的 转动 惯量 为 1h。， 陀 螺 质 心 离 支 点 的 距离 为 1!。 轴 
相对 竖 直方 向 倾斜 一 个 角 $5， 陀螺 正 做 匀速 进 动 。 重 力 是 向 
下 的 。 

陀螺 放 在 电梯 里 ， 它 的 尖端 用 无 摩擦 的 轴 置 于 电梯 地 板 
上 。 在 如 下 各 种 情形 下 ,确定 进 动 角速度 0， 并 指出 它 的 
方向 : 

(a) 电梯 静止 。 

(b) 电梯 向 下 以 2g 加 速 。 
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9.7 引力 的 表 观 力 
假定 地 球 是 球形 的 ， 确 定 在 赤道 和 两 极 处 ， 引 力 表 观 力 
的 差 值 。 


“” 9.8 平面 极 坐标 中 的 速度 


在 转动 坐标 系 中 ， 质 点 的 速度 是 瞬时 径 问 的 ， 通 过 检查 
质点 的 运动 ， 推 导 平 面 极 坐标 系 中 熟悉 的 速度 表达 式 ， 三 
六 让 十 0 0 。 

9.9 铁轨 上 的 火车 * 

在 北纬 60", 一 辆 400t 的 火车 以 60 mile/h 的 速率 癌 雨 
行驶 。 

(a) 作用 在 铁轨 上 的 水 平 力 是 多 大 ? 

(b) 力 沿 哪 个 方向 ? 

9. 10 ” 表 观 重力 与 纬度 

用 g 表示 在 地 表 坐 标 系 中 测量 的 引力 产生 的 加 速度 。 然 
而 ， 由 于 地 球 的 转动 ，g 不 同 于 引力 产生 的 真实 加 速度 g。。 
假定 地 球 是 理想 的 球形 ， 半 径 为 R。， 角 速度 为 0。， 确 定 5 
随 纬度 4 的 变化 。( 地 球 为 球形 的 假设 实际 上 是 不 合理 的 一 一 
两 极 变 平 导致 的 g& 随 纬度 的 变化 与 这 里 计算 的 效应 是 相 
当 的 。) 

9. 11 竞赛 的 水 贾 船 

在 赤道 处 ， 水 翼 船 以 200 mile/h 的 高 速 驰 过 大 洋 。 令 g 
为 相对 于 在 地 面 上 静止 的 观察 者 的 重力 加 速度 。 当 水 叙 船 头 
沿 着 下 列 方 向 时 ， 确 定 船上 的 乘客 测 得 的 重力 的 相对 变化 
Ag/g: 

(a) 东 

(b) 西 

(c) 南 

¢》 北 
9. 12 ”转动 平台 上 的 单 摆 

单 摆 在 两 个 支柱 的 约束 下 刚性 地 固定 在 一 根 轴 上 ， 只 能 
在 垂直 于 轴 的 平面 内 摆动 。 单 摆 由 质量 为 M 的 摆 体 和 长 为 : 
的 无 质量 杆 组 成 ， 支 柱 置 于 以 匀 角 速度 2 旋转 的 平台 上 。 假 
设 振 幅 很 小 ， 确 定单 摆 的 频率 。 


10 ”有 心力 运动 


10.2 ”作为 单 体 问题 的 有 心力 运动 0 374 
10.3 有 心力 运动 的 普遍 特征 pe 376 
10. 3.1 角 动 量 守恒 的 结果 ee 376 
10. 3, 2 能量 守恒 的 结果 oo 377 
注释 10. 2 椭圆 的 性 质 ses 000 0 0 0 0 oem a sa oss ess 外 (05 
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10.1 简介 


开 普 勒 是 16 世纪 和 荷兰 天 文学 家 第 谷 ， 布 拉 赫 的 助手 。 他 
们 堪 称 天 作 之 合 。 布 拉 赫 具备 测量 行星 位 置 的 天 赋 和 技巧 ， 
用 裸眼 观测 的 精度 高 于 0.01*， 望 远 镜 的 发 明 是 他 去 世 几 年 
以 后 的 事情 。 开 普 勒 是 数学 天 才 且 坚忍 不 拔 ， 他 发 现 布 拉 赫 
的 测量 可 用 三 个 人 徇 单 的 经 验 定律 概括 。 这 项 任务 是 令 人 望 而 
生 晨 的 。 开 普 勒 花 了 18 年 的 时 间 进 行 艰 兰 的 计算 ， 才 在 17 
世纪 早期 发 表 了 下 列 行星 运动 的 三 定律 : 

. 每 个 行星 在 一 个 椭圆 上 运动 ， 太 阳 位 于 一 个 焦点 上 。 

2, 从 太阳 到 行星 的 径 向 矢量 在 相等 的 时 间 扫 过 相等 的 
面积 。 

3. 行星 绕 着 太阳 的 转动 周期 了 与 椭圆 半 长 轴 和 的 关系 
满足 T2? 一 AAA3， 这 里 & 对 所 有 的 行星 相同 。 

开 普 勒 的 经 验 定律 到 了 17 世纪 下 半 叶 仍然 得 不 到 解释 ， 
直到 有 一 天 ， 和 牛顿 对 行星 运动 的 痴迷 才 激 励 他 提出 了 他 的 运 
动 定律 和 万 有 引力 定律 。 利用 这 些 数学 定律 牛顿 解释 了 开 
普 勒 经 验 定 律 ， 而 这 既 开 创 了 新 的 力学 ， 又 标志 着 现代 数学 
物理 的 开局 。 行 星 运动 和 关于 有 心力 更 一 般 的 问题 始终 在 物 
理学 的 许多 分 支 发 挥 重要 的 作用 ， 其 至 出 现在 粒子 散射 、 原 
子 结 构 和 宇航 中 ， 

本 音 我 们 把 牛顿 物理 应 用 到 有 心力 运动 的 一 般 问题 上 ， 
我 们 首先 看 一 下 相互 作用 为 有 心力 f(r)r 的 两 质点 系统 的 一 
般 特 征 ， 这 里 f(x) 是 两 质点 的 距离 7 的 任意 图 数 ，r 为 沿 
着 中 心 连 线 的 单位 矢量 。 经 过 简单 的 坐标 变换 ， ea 
如 何 用 能 量 和 角 动 量 守恒 定律 确定 通 解 。 最 后 ， 我 们 把 这 

结果 应 用 到 行星 运动 的 情形 ，f/(r)oc1/r*， 并 用 它们 证 明 开 
普 勒 经 验 定 律 。 


10.2 作为 单 体 问题 


的 有 心力 运动 


考虑 相互 作用 为 有 心力 f(r)r 的 两 质点 孤立 系统 。 质 点 
的 质量 分 别 为 m1 和 m2， 它 们 的 位 置 矢量 分 别 是 rl 和 r2。 我 
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们 有 
Ea 
al 
=|ri—r,| 
mi¥i=/f(rF Ci0, 1a) 
ms Fs=— f(r) (16. 16) 


由 的 定义 ，f/(r) 二 0 时 力 是 相 吸 的 ，f (7) 二 0 时 是 相 斥 的 。 
方程 (10. 1a) 和 (10. 1b) 由 zr 耦合 在 一 起 ; rl 和 rs 的 行 
为 依赖 r+ 二 ri 一 r2。 基 我们 用 r= 二 ri 一 rs 和 质心 矢量 R 代替 
rl 和 rz， 这 个 问题 就 很 容易 处 理 : 


7 1 六 1 十 71227? 


ml 二 mo 
藻 不 存在 外 力 ，R 的 运动 方程 微不足道 : 
R=0 
它 有 简单 的 解 : 
R=Ro 二 Vi 


党 矢 量 Ri 和 YY 依赖 于 坐标 系 的 选择 和 初始 条 件 。 倘 知 我 们 
足够 聪明 ， 会 选 原点 位 于 质心 ，Ro = 二 0， 若 质心 静止 ,VV=0。 
r 的 运动 方程 原来 就 类 似 于 单质 点 的 运动 方程 ， 直 接 可 
以 求解 。 为 了 确定 r 的 运动 方程 ， en (10. 1a) 除 以 1， 
方程 (10. 1b) 除 以 mx。2。 ， 并 相 减 ， 可 得 
TO 
六 i (+) )r 
或 者 
Jo 


Ea 表示 mims/(mi 十 ms )， 即 约 化 质 量 ， 并 利用 7 1 一 
二 7 ,我 们 有 

uF =f0)F (10. 2) 

方程 (10. 2) 等 同 于 质量 yy、 受 力 f(r)r 的 质点 运动 方程 ; 

is 两 质点 问题 已 经 转化 为 单质 点 问题 。 

遗憾 的 是 ， 这 个 方法 无 法 推广 。 没 有 办 法 把 三 个 或 更 多 


质点 能 i 车 效 的 单 体 方程 ， 部 分 原因 在 于 一 般 三 
体 问题 ER 只 有 个 别 情况 有 解 。 我 们 将 
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在 例 10. 8 中 讨论 其 中 的 一 个 。 和 若 我 们 从 方程 (10.2) 解 得 
r， 很 容易 回头 从 如 下 关系 式 求解 rl 和 rz: 
| he a i 


J 吉本 入 | 十 mor2 


mi 十 72 
求解 三 1 和 r?， 可 得 
六 一 及 十 人 ) C10. Ba) 
m1 二 m2 
77 1 
:=R—( ) (10. 3b) 
- m1 二 7n2 


如 图 所 示 ，mszr/mi 十 mraz) 和 一 myr/Cmi 十 mz) 分别 为 1 
和 mx。 相对 质心 的 位 置 失 量 。 


10.3 有 心力 运动 的 普遍 特征 


求解 r(1) 的 矢量 运动 方程 yY 三 Fr)r 依赖 于 f(r) 的 
特殊 形式 ， 但 是 有 心力 运动 的 某 些 特点 总 是 具备 的 ， 与 (7) 
的 形式 无 关 。 能 量 和 角 动 量 守恒 定律 所 施加 的 限制 为 找到 通 
解 迈 出 了 关键 的 一 步 。 本 节 我 们 将 看 到 ， 如 何 用 守恒 定律 确 
认 解 的 某 些 普遍 特征 ， 并 把 矢量 方程 化 为 单一 标量 的 方程 。 
线 动 量 守 恒 不 会 添加 任何 新 的 东西 ， 它 已 经 体现 在 两 个 物体 
所 受 的 等 值 反 向 力 及 系统 质心 的 匀速 运动 中 。 

虽然 本 章 后 面 主要 关注 引力 f(r) 二 一 C/r* 这 种 有 心力 ， 
本 节 所 讨论 的 守恒 律 结果 对 全 部 有 心力 都 成 立 ， 与 /(r) 的 
形式 无 关 。 


10. 3.1 角 动 量 守恒 的 结果 


有 心力 Jr)F 沿 r， 对 约 化 质量 Ap 无 力矩 。 因 此 ，j 的 
角 动 量 L 的 大 小 和 方向 都 是 沼 量 。 
. 运动 限定 在 一 个 平面 上 
作为 论据 , 王 王 rXXAr ， 由 叉 积 的 性 质 ，r 总 是 与 L 垂 
直 。 由 于 工 的 方向 是 固定 的 ， 运 动 平 面 也 是 固定 的 ，r 只 能 
在 一 个 与 L 垂直 的 平面 内 运动 。 
在 运动 平面 引入 平面 极 坐 标 ”>\O0， 运 动 方程 变 为 


10.3 有 心力 运动 的 普遍 特征 


u(¥—r0)= f(r) (10. 4a) 


u(r0 +270)=0 (10. 4b) 
寺 别 是 ,方程 (10. 4b) 是 有 心力 没有 横 问 分 量 的 结果 。 
B. 等 面积 定律 
角 动 量 的 大 小 二 是 常量 
L=yr®Y (10. 5) 
这 直接 导致 等 面积 定律 ， 即 开 普 勒 第 二 经 验 定 律 ， 这 是 我 们 
在 例 7.5 中 已经 证 明 过 的 。 总 结 一 下 ， 极 坐标 中 的 面 元 是 


dA 二 r2d9/2， 所 以 dA/d 一 r2012 一 工 /20 一 常量。 被 r 扫 过 
的 面积 在 相等 的 时 间 间 隔 内 是 相同 的 。 等 面积 定律 对 全 部 有 
心力 都 成 立 ， 不 管 是 闭合 轨道 还 是 非 闭 合 轨道 。 对 于 太阳 系 ， 
行星 轨道 是 闭合 轨道 的 一 例 。 非 闭合 轨道 类 似 于 进入 太阳 系 
的 彗星 轨道 ， 绕 过 太阳 ， 又 一 头 扎 进 太 空 ， 一 去 不 复 返 
10.3.2 ”能量 守恒 的 结果 


x 的 动能 是 


L ，, 
K = gp 


1 ”小 
5p(rR 人 ra 


] 。 
ght Tr 0) 


在 例 5.9 中 ， 我们 证 明了 全 部 有 心力 者 是 保守 的 ， 所 以 限 数 
了 Cr》 哮 应 于 一 个 势能 量 (rys 


Ur Ulre)= 一 | Fe 


常量 U(rs) 没有 物理 意义 ， 所 以 re 可 以 是 不 确定 的 ; 能 量 
加 上 一 个 常量 对 运动 没有 影 啊 。 
由 动能 定理 ， 


E =K+U(r) 


| 本 
= pH (10. 6a) 


i 2 0 
= Tr Dr) (10. 6b) 
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这 里 ， 总 机 械 能 正 为 常量 。 利 用 方程 (10.5) 可 从 方程 


(10. 6b) 中 消去 90。 结果 为 


人 1 Lz* 
a 
E p47 Te 


4 (10.7) 


10. 3.3 等 效 势 


方程 (10.7) 看 起 来 像 是 一 维 运动 质点 的 能 量 方程 ; 所 
有 关于 9 的 项 都 不 见 了 。 由 此 可 进一步 引入 


1] 工 “ 
Ueff(r) 三 一 TD (10. 8) 
Lr 
因而 ， 
| 
下 一 了/ Fr 十 Ucarlr) (10.9) 


Uer 称 作 等 效 势 能 。 它 通 党 也 简称 等 效 势 。 Ur 与 真正 的 势能 
U(r) 相差 一 项 所 谓 的 离心 势能 L?/2pyr?*。 引 入 等 效 势 纯 属 
数学 技巧 ， 使 方程 (10.9) 看 起 来 像 一 维 质点 能 量 方程 。 然 
而 ， 项 二 "7/2wr* 并 非 与 力 相 关 的 真正 势能 。 从 方程 〈10. 6b) 


来 看 ， 这 一 项 是 横向 速度 + 9 所 带 来 的 动能 的 另 一 种 表示 。 项 
L?/2ur? 实际 上 是 动能 ,但 是 与 真正 的 势能 U(r) 合并 在 一 
起 有 助 于 更 直接 地 写 出 方程 (10. 9) 的 形式 解 ， 也 有 助 于 利 
用 简单 的 能 量 图 定性 描述 有 心力 运动 。 


10. 3. 4 有 心力 运动 的 形式 解 
方程 (10. 9) 的 形式 解 是 


et (10. 10) 
dt A 


r dr 
| 一 (10, 11» 
ro af CO/ INE — Ut) 


方程 (10. 11) 形式 上 可 给 出 x 随时 间 变 化 的 函数 ， 虽 然 在 某 
些 情形 下 ， 积 分 只 能 求 数 值 解 。 为 确定 9 随时 间 变 化 的 函数 ， 
把 方程 〈10. 5) 改写 为 

二 到 (10. 12) 
由 于 7 是 由 方程 (10. 11) 得 出 的 时 间 + 的 函数 ,我 们 形式 上 
可 积分 得 到 0(1): 


10.4 能 量 方程 与 能 量 图 


了 
9 一 go 一 二 | (10. 13) 
4 to 一 


我 们 感 兴趣 的 通常 是 质点 的 轨道 ， 想 知道 > 随 0 变化 的 函数 
而 不 是 随时 间 变 化 的 函数 。 即 使 轨道 自身 不 闭合 ， 我 们 也 党 
把 r(g) 称 作 质 点 的 轨道 。 为 了 消去 :， 利 用 链 式 法 则 ， 合 
方程 (10; 107) 和 (10. 12)s 


d_ do | i 
dr di dr VrilN2(E—U) 
则 轨道 的 形式 解 为 
dr 


9—00=L | ee (10. 14) 
ron CE —Uar) 


至 此 就 完成 了 有 心力 问题 的 形式 解 。 我 们 可 随意 得 到 ~>(z)， 
9(t) 和 rr(2); 所 要 做 的 就 是 计算 相应 的 积分 。 


10.4 能 量 方程 与 能 量 图 


在 10. 3 节 中 ， 我 们 发 现在 质心 系 中 列 出 总 能 量 五 的 两 
种 等 价 方式 。 根 据 方程 (10. 6a) 和 (10, 9)， 


l 
下 上 一 了 pm 十 U(r) C10, 15a) 


E=5p7?+Ua(r) (10. 15b) 
在 分 析 有 心力 运动 时 ， 这 两 种 形式 会 经 常用 到 。 第 一 种 形式 ， 
二 po? 二 U(r)， 计算 很 方便 ; 我 们 需要 知道 的 只 是 在 某 时 
刻 的 相对 速率 和 位 置 。 然 而 ,，v? 二 产 十 (r9)*， 依 赖 于 两 个 
坐标 + 和 9， 使 得 运动 难以 形象 化 。 相 反 ， 第 二 种 形式 ， 
pi 十 Uar(r)， 只 依赖 于 单个 坐标 r。 事 实 上 ， 它 等 同 于 


质量 为 yx、 沿 直 线 运 动 、 具 有 动能 十 jp? 和 势能 Ue C7) 的 
质点 能 量 方程 。 坐 标 9 全 然 不 见 了 一 一 与 横 同 运动 相关 的 动 
能 - ap) 体现 在 等 效 势 中 ， 且 有 关系 式 : 


] ， 
ro 三 


了 
5 
Pe 
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10 有 心力 运动 


Usr(r) 一 一 一 十 Utr) 
21 
方程 (10. 15b) 只 涉及 径 辐 运动。 最终 我 们 可 以 利用 第 5 章 
发 展 的 能 量 图 技术 确定 径 向 运动 的 定性 特征 。 为 掌握 这 个 方 
法 ， 我们 首先 看 一 个 非常 简单 的 系统 ， 两 个 巨 相 互 作用 的 


例 10.1 自由 质点 的 有 心力 描述 

质量 分 别 为 m1 和 mr。、 无 相互 作用 的 两 个 质点 分 别 以 
速度 v1 和 v2 相向 运动 。 约 化 质量 jy 二 mimz/(mi 十 mz )。 
如 图 所 示 ， 它 们 的 路 径 间 距 为 b。 对 这 个 系统 及 其 能 量 图 ， 
我 们 将 发 展 一 套 等 价 的 单 体 描述 。 


相对 速度 为 
wo 一 六 
= Ee 
Wa nd 


vl 和 vz 均 是 常量 ， 所 以 vo 也 为 常量 。 相 对 于 质心 的 系统 能 
量 为 


] 而 
E=3 pv 太 了 开交 二 六 pon 


对 于 无 相互 作用 的 质点 ,， U(r) 二 0 
为 绘 出 能 量 图 ， 人 


LL2 
2ur” 


he L， 但 是 更 简单 的 方法 是 利用 关 
系 式 


Ua = +tUCr ) 一 


1’ 1 
0 
2 Ci We 
当 m1 和 12 彼此 经 过 时 ，r 二 b 和 了 二 0。 因 此 ， 

Le Py 

Sp WD 

L=ybvso 
因为 上 为 常量 ,这 个 结果 对 所 有 了 时刻 均 成 立 。 因 此 

1 bp’ 

Uat = FAV 二 


能 量 图 显示 在 插图 中 。 


10.4 能 量 方程 与 能 量 图 


与 径 向 运动 有 关 的 动能 为 
K = 六 < 


pd 
KK 不 可 能 为 负 值 ， 所 以 运动 限定 在 忆 一 Uetf 宇 0 的 区 域 。 开 
始 时 ，r 非常 大 ，Udi220。 当 质点 接近 时 ， 动 能 减 小 ， 在 
转折 点 fi 处 为 零 ， 这 里 径 向 速度 为 替 ， 运动 是 纯 横 向 的 。 
在 转折 点 处 ，F 三 Uwtr(r;)， 由 此 得 
p* 


1 
人 2 
ey 2 re /4 
2 i 


或 者 二 

ri 二 bp 
不 出 所 料 ,，r, 是 质点 最 靠近 的 距离 ; 它 是 7 的 最 小 值 。 一 
旦 经 过 转折 点 ，r 变 大 ， 质 点 分 开 。 在 我 们 的 一 维 图 像 中 ， 
质点 4 被 等 效 势 全 “反弹 ”。 

” 抛 开 这 些 绘声绘色 的 语言 ， 记 住 ,，“ 离 心 势 ”与 真实 的 物 
理 作 用 力 无 关 ， 不 能 根据 牛顿 第 二 定律 加 速 质点 。 本 例 中 质点 
无 相互 作用 ; 它们 匀速 向 前 运动 ， 没有 “反弹 ”。 能量 图 的 作 
用 是 定性 分 析 随 变化 的 运动 ， 尤 其 是 确定 运动 的 范围 。 


现在 ， 我 们 把 能 量 图 应 用 于 行星 运动 这 个 比较 重要 的 问 
题 上 。 引 力 总 是 相 吸 的 ， 
Gm 1 m2 


f(r)= 


UU(e0y=— Ctr) = 一 | Crydr 


ceo dr 
=Gmims | 
有 /i 
Gmimo 
r 
所 以 
(Cr772 1 772 ， 
(rr) 三 一 一 一 一 一 
了 
按照 惯例 ， 我 们 已 经 取 U(Cecos)= 王 0。 等 效 势能 为 


L* Gm mo 
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若 工 天 0， 相 斥 的 离心 势 也 27/(20pr2) 在 r 值 小 时 起 主导 作用 ， 
相 吸 的 引力 势能 一 Gmimsz/r 在 > 值 大 时 起 主导 作用 。 插 图 显 
示 了 总 能 量 玉 取 各 种 值 的 能 量 图 。 


情形 1:E 二 0 


™ 
mw 
as 
~ 
me 
et 


a 
一 
Ai 
ww 
jo 
Cd 
ar 


径 向 运动 的 动能 为 KE 一 Uwt， 运 动 限定 在 KK 三 0 的 区 
域 。 运 动 的 性 质 由 总 能 量 决定 。 如 图 所 示 ， 具 有 各 种 可 能 性 : 

1. E>0: 车 L 头 0, r 在 较 大 值 时 是 无 界 的 ， 但 是 不 能 
小 于 一 个 确定 的 最 小 值 。 质 点 被 “离心 势 艰 ” 隔 开 。 

2. 下 =0: 这 定性 地 类 似 于 情形 1， 但 处 于 有 界 和 无 界 运 
动 的 边界 上 。 

3. 上 二 0: 对 大 小 +， 运动 都 是 有 界 的 。 两 个 质点 形成 一 
个 束缚 系统 。 

4. 正 王 Enin: 7 限定 在 一 个 值 。 质 点 之 间 保 持 恒定 距离 。 

在 10.5 节 中 ， 我们 会 发 现 ， 情 形 1 对 应 双 曲 线 运 动 ; 情 
形 2， 抛 物 线 ; 情形 3， 椭 圆 ; 情形 4， 圆 。 

还 有 男 一 种 可 能 性 ，L = 二 0。 在 这 种 情形 ， 两 质点 沿 直 线 
向 对 方 加 速 ， 过 程 中 会 碰撞，L 二 0 时 没有 “离心 势 又 ”把 它 
们 分 开 。 


例 10.2 太阳 系 如 何 捕获 茵 星 

假设 忆 计 0 的 在 星 〈 外 太阳 系 埋 星 ) 漂 进 太阳 系 。 对 
于 引力 作用 下 的 运动 ， 根 据 我 们 能 量 图 的 讨论 ， 替 星 接近 
太阳 ， 然 后 一 转 而 过 ， 二 去 不 复 返 。 初 始 能 量 巨 >0 的 外 


10.4 能 量 方程 与 能 量 图 


太阳 系 直 星 怎么 才能 成 为 太阳 系 的 一 员 呢 ? 为 完成 此 举 ， 
它 的 能 量 必 须 降 为 负 值 。 然 而 ， 引 力 是 保守 的 ， 与 太阳 引 
力 相 关 的 替 星 总 能 量 不 可 能 变化 。 

如 果 涉 及 第 三 个 物体 ， 情 况 就 会 截然 不 同 。 例 如， 车 
赶 星 被 一 颗 像 木星 一 样 的 大 质量 行星 偏转 ， 它 会 向 行星 传 
递 能 量 ， 从 而 被 束缚 在 太阳 系 。 

假定 外 太阳 系 赶 星 转 过 太阳 后 ， 向 外 朝 木 星 的 轨道 运 
动 ， 如 图 所 示 。 设 在 星 开 始 与 木星 明显 作用 以 前 的 速度 为 
vi， 木 星 的 速度 设 为 V。 为 简单 起 见 ， 我 们 还 假定 在 相互 
作用 期 闻 ， 轨道 没 有 明显 的 偏转 。 

在 赶 星 -木星 的 质心 系 ， 木 星 由 于 质量 巨大 ， 基 本 是 
静止 的 ， 直 星相 对 质心 的 速度 是 Vic 一 Ti 一 Y， 如 图 a) 
所 示 。 


a) 

在 质心 系 ， 在 星 的 轨道 被 木星 偏转 ， 但 是 末 速 率 等 于 
初速 率 uic。 因 此 ,相互 作 用 仅仅 是 把 uic 转 过 一 个 角度 日， 
到 一 个 新 的 方向 vie， 如 图 b) 所 示 。 在 空间 固定 的 参考 系 ， 
末 和 速度 为 

vf{= Vt 1 

图 c) 显示 了 vt， 以 及 Vi， 以 便于 比较 。 对 于 图 c) 所 示 的 
偏转 ，v1 二 vi， 莫 星 的 能 量 减 少 。 相 反 ， 若 偏转 是 在 另 一 
侧 ， 与 木星 的 相互 作用 会 增加 能 量 ， 有 可 能 把 一 颗 束缚 的 
埋 星 从 太阳 系 解放 。 大 部 分 已 知 的 在 星 都 有 接近 于 零 的 能 
量 ( 若 上 三 0， 有 界 的 椭圆 轨道 ; 若 正 过 0， 无 界 的 双 曲 线 
轨道 )。 茵 星 与 木星 的 相互 作用 因而 常常 足以 把 轨道 从 无 界 
变 有 界 ， 或 相反 。 

向 行星 传递 能 量 的 这 个 机 制 可 以 用 来 加 速 行 星 间 的 宇 
宙 \ 飞 船 。 通 过 机 智 地 挑选 轨道 ， 宇 宙 飞 船 能 从 一 颗 行星 蹦 
到 另 一 蜂 ， 极 大 地 节省 了 燃料 。 
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我 们 描述 的 过 程 似乎 与 引力 是 严格 保守 的 思想 相 了 矛盾 。 
只 有 引力 作用 在 彗星 上 ， 然 而 它 的 总 能 量 却 可 以 改变 。 原 


- 因 在 于 彗星 经 受 了 一 个 含 时 的 引力 ， 含 时 的 作用 力 本 质 上 


是 非 保守 的 。 尽管 如 此 ， 整 个 系统 的 总 能 量 是 守恒 的 ， 与 
我 们 预料 的 一 样 ; 在 蔡 星 -木星 系统 中 ， 多 余 的 能 量 通过 木 
星 运动 的 轻微 变化 而 吸收 。 


例 10.3 ”扰动 的 圆 轨 道 

”质量 为 m 的 地 球 卫 星 在 半径 为 ro 的 圆 轨道 上 运行 。 
它 的 一 个 发 动机 朝 地 心 短暂 点 火 ， 改 变 了 卫星 的 能 量 ， 但 
角 动 量 不 变 。 问 题 是 确定 新 的 轨道 。 

能 量 图 显示 了 初 态 能 量 E; 和 末 态 能 量 忆 !。 注 意 : 发 
动机 径 向 点 火 并 不 改变 等 效 势 ， 因 为 天 没有 变化 。 由 于 地 
球 质量 M。 远大 于 m， 约 化 质量 近似 为 m， 地 球 相当 于 固 
定 的 。 

若 t 比 Ei 大 不 了 多 少 ， 能 量 图 表明 ，r 与 ro 差异 不 
A bs i 
ro 附近 用 抛物 线 势 近似 Ucii (7)。 

在 6.2 节 ,我们 从 平衡 点 附近 质点 的 小 振动 分 析 中 已 
经 知道 ， 卫 星 最 终 的 径 向 运动 将 是 近似 极 好 的 相对 于 ro 的 
简 谐 振动 。 取 C= 三 CNM。， 等 效 势 为 
Ls? 
2mr? 


办 
Ua 


Utt 的 极 小 值 出 现在 + 二 ro 处 。 由 于 斜率 在 此 处 为 零 ， 我 
们 有 


从 而 给 出 

=VmCro Sy 
把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 圆周 运动 也 可 以 得 到 这 个 结果 。 由 
6.2 节 ， 系 统 振动 的 频率 ， 用 B 表示， 则 为 


这 里 ， 


10.4 能 量 方程 与 能 量 图 


i 
re (2) 
通过 简单 的 计 工 就 可 以 得 到 
C L 
i ee (3) 
b 9 
则 径 向 位 置 可 以 表示 为 
rr ==rot AsinBtt Becospht (4) 


二 ro 十 A sinBt 
在 通 解 中 取 B= 二 0， 以 满足 初始 条 件 r(0)= 三 ro。 虽 然 我 们 
能 用 Et 计算 振幅 A 这 里 却 不 想 进 行 代数 运算 ， 只 需 注 
意 汪 对 于 几乎 等 于 Ei 的 "Ery A&r0。 
为 了 确定 新 轨道 ， 我 们 必须 消去 上 ， 把 六 表示 为 0 的 函 
数 。 对 于 图 轨道 ， 


半 de 
Niro 
或 者 
ig 
| ; )t=A (6) 
mro 


比较 方程 (3) 和 (5)， 我们 惊讶 地 发 现 ， 转 动 的 频率 自 等 
于 径 向 振动 的 频率 B。 
即使 发 动机 点 火 后 半径 略微 振动 ， 方 程 〈6) 对 我 们 的 
目的 来 说 也 是 足够 精确 的 ; t 只 出 现在 方程 (4) 的 一 个 小 
修正 项 中 ， 我 们 略 去 了 A? 及 更 高 阶 项 。 z 
从 方程 (1) 和 (5),， 卫星 绕 地 球 的 转动 频率 可 以 写成 


和 L VmCro 人 
mro mro” mros 


把 方程 (6) 代入 方程 (4) ， 我 们 得 到 
-=rot Asing (7) 
新 轨道 在 图 中 用 实 线 表示 。 
轨道 看 上 去 几乎 是 圆 形 的 ， 但 是 圆 的 中 心 不 再 位 于 地 
球 。 在 10,.5 节 中 我 们 将 证 明 , 二 Ei 的 精确 轨道 是 椭圆 ， 
满足 方程 
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"1—(A/ro)sing 
车 激 Lo 关 1， jn 


SD (1+ 全 sing) 
一 ”0 十 Asinb 
精确 到 A 的 一 阶 ， 方 程 (7) 为 椭圆 方程 。 然 而 ， 与 借助 
于 能 量 图 在 本 例 中 发 现 的 近似 结果 相 比 ， 精 确 计 算是 较 难 
推导 (和 理解 ) 的 。 
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这 一 节 我 们 解决 本 章 的 主要 问题 : 确定 质量 为 m 的 行星 
在 引力 作用 下 绕 着 质量 为 M 的 恒星 运动 的 轨道 ， 引 力 势 为 


i ; 
U0)=—G -到 = 一 二 (10. 16) 


六 


我 们 的 结果 也 适用 于 质量 为 m 的 卫星 线 着 质量 为 M 的 行星 
做 轨道 运动 ， 其 至 质量 为 mx 和 M 的 双子 星系 统 。 我 们 还 将 
进一步 用 我 们 的 结果 证 明 ， 牛 顿 力 学 能 够 解释 行星 运动 的 开 
普 勒 经 验 定 律 。 

由 于 我 们 感 兴趣 的 常常 是 绕 地 球 〈( 质 量 M。) 做 轨道 运 
动 的 卫星 (质量 mmx)， 在 这 种 情形 下 ， 用 更 熟悉 的 量 表 示 C 
就 比较 方便 。 在 地 球 表面 (r 一 R。) 引力 产生 的 加 速度 是 & = 
GM./Ri， 所 以 对 于 地 球 的 在 轨 卫 星 ，C 可 写 为 

C=GmM.。.=meR: CLO 17 

把 方程 (10. 16) 的 势能 U(r) 代入 轨道 方程 (10. 14)， 

可 得 

9 一 00=L | 一 一 一 
这 里 ，0o。 是 积分 常量 。 注 释 10. 1 证 明了 对 r 的 积分 可 转化 
为 一 个 标准 形式 ， 结 果 为 


( 工 - /nuC) 


六 一 一 (10. 18 ) 
lL 2BL® nC”) sin(0—00) 
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通常 取 00 = 一 x/2， 并 引入 参数 
(10. 19) 


2EL? 

uC 

物理 上 ，ro 对 应 于 上 、jy 和 C 给 定 值 的 圆 轨道 半径 。 无 量 纲 

的 参数 s 称 作 离心 率 ， 我 们 将 看 到 ， 它 刻画 了 轨道 的 形状 。 
做 了 这 些 代 换 ， 方 程 (10. 18) 变 为 


es 三 /1 十 


(10. 20 ) 


ro0 


i i CO Zz1) 


方程 (10.21) 在 笠 卡 儿 坐 标 中 看 着 更 为 眼熟 ,+ = 
XxX? 十 y* ，rcosg 一 工 。 按 7 一 sercosO = 二 ro 的 形式 重 写 方程 
(10. 21)， 我们 有 


VZ2 十 y2 —er=ro 
或 者 
《一 全 有 一 二 一 (10, 22) 
这 个 二 次 型 描述 了 圆锥 截面 一 - 双 曲 线 、 抛 物 线 、 椭 圆 和 
圆 一 一 平面 以 各 种 角度 截取 圆锥 的 轨迹 。 

轨道 的 形状 依赖 e， 因 此 依据 方程 (10. 20) 可 知 也 依赖 
于 。 这 里 是 各 种 可 能 : 

1. e 之 1， 因 此 EE 二 0; 系统 是 无 界 的 : x* 和 y? 的 系数 不 
等 ， 符 号 相反 ; 方程 有 形式 y? 一 Az? 一 Bz 二 常量 ,这 是 双 
曲线 方程 。 

2. 二 1， 因 此 EE 一 0; 系统 处 在 有 界 和 无 界 的 交界 上 : 
方程 (10. 22) 变 为 


这 是 抛物 线 的 方程 。 

3. 0 委 s 二 1， 因 此 一 ApC27 2 委 卫 二 0; 系统 是 有 界 的 : 
z2 和 y? 的 系数 不 等 ， 但 符号 相同 ;方程 有 形式 y* 十 Ax? 一 
Bz 二 常量 ， 这 是 椭圆 方程 。zx 的 线性 项 意味 着 椭圆 的 几何 中 
心 不 在 坐 标 原 点 。 注 释 10. 2 将 证 明 ， 椭 圆 的 一 个 焦点 位 于 质 
心 ， 我 们 取 它 为 原点 。 

当 e 二 0 时 , E 取 可 能 的 最 小 值 一 uC*/2L*。 轨 道 方 程 变 
为 x? 十 y= 二 ro?; 椭圆 退化 为 圆 ， r= 二 常量 。 
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10. 5.1 双 曲 线 轨道 
为 了 计算 实际 的 轨道 ， 我 们 需要 从 实验 可 观测 的 参数 中 


”导出 初始 条 件 。 例 如 ， 硅 轨道 是 无 界 的 ， 我们 就 要 从 两 个 或 


更 多 时 刻 位 置 的 观测 得 到 能 量 和 初始 的 轨迹 。 

本 节 我 们 讨论 如 何 用 实验 参数 描述 一 个 双 曲 线 轨道 ， 这 
可 以 应 用 于 绕 着 太阳 运动 的 外 太阳 芷 星 。 另 一 个 应 用 是 带电 
粒子 被 原子 核 散射 的 轨迹 ， 电 力 和 引力 都 正比 于 1/r?。 

令 vo 为 远离 原点 的 速率 ,6 为 它 的 初始 轨迹 的 投射 到 
原点 的 距离 ， 如 图 所 示 ，4 通常 称 为 碰撞 参数 。 

角 动 量 L 和 能 量 忆 分 别 是 


二 =pyvob 


1 
E= Fpvo" 


对 于 平方 反比 力 U(r)= 二 一 C/r， 轨 道 方程 为 


ro 


i re (10. 23) 
这 里 
BO (10. 24) 
U uC Cc C 
2El” 10.2 
四 一 /十 全 二 一 MTTOE7C9 人 
te 


我 们 已 经 用 了 从 方程 (10. 24) 得 到 的 关系 式 工 2 一 20E02 。 
当 0 二 x， rr 二 rmn 时 ， 由 轨道 方程 (10. 23) 可 得 


2Eb?/C 
1+/ITGED7CY 
E05 rom—6b。 因此 0 二 rmm< bi 
令 rr 一 o， 由 方程 (10.23) 可 得 渐 近 线 之 间 的 半角 0 。 
我 们 得 到 


cos0a ss (10. 26) 
S 


在 相互 作用 中 ，j 被 偏转 角度 y= 二 x 一 29。; 在 原子 和 核 物 理 


10.5 行星 运动 389 
中 ,vy 被 称 为 散射 角 。 依 照 插图 ，y 与 09。 有关， 因此 也 与 离 
心率 有 关 。 散 射 角 y 为 
j=x—20 
所 以 
cosbu 一 cos(CF/2 一 /2) 
=sin(y/2) 
利用 方程 (10. 25) 和 “(10. 26) 则 有 
sin(y/2)=1/e 


(10. 27) 
] 


I 
丰 (2E07C)< 和 1， 散 射 角 水 接近 180 。 


例 10. 4 卢 瑟 福 〈 库 仑 ) 散射 
在 卢 号 福 的 经 典 实 验 (1909) 中 ， 从 镭 的 放射 性 癌变 
产物 发 射 的 快 o 射线 〈 双 电荷 的 氨 原 子 核 ) 胡 去 薄 的 金箔 。 
被 全 稍 偏 转 〈 散 射 ) 后 ，% 射线 可 打 到 硫化 锌 荧光 屏 上 ， 
通过 显微镜 可 观测 到 短暂 的 闪光 ， 从 而 标记 a 射线 击 中 的 
位 置 。 这 个 耗 时 的 实验 是 在 盖 革 和 Ernest Marsden 《本 科 ， 
生 ) 的 协助 下 完成 的 ， 测量 了 散射 角 在 几 度 到 150° 的 a 射 
线 的 相对 数目 。 人 金箔 很 薄 ， 几乎 不 可 能 发 生 a 射线 被 多 个 
爹 原子 核 散射 的 情况 ， 从 而 简化 了 分 析 。 a 
卢 巷 福 用 库仑 势 U(r) 一 C'/r 计算 了 a 射线 的 散射 ， 
发 现 与 实验 符合 得 非常 好 。a 射线 在 rain 六 区 m 
(在 150") 时 仍然 活着 双 曲 线 轨 道 ， 这 远 远 小 于 原子 的 半 
径 ， 证 明 原 子 的 绝 大 多 数 质量 集中 在 一 个 小 区 域 ， 原 子 核 。 
这 些 结果 否定 了 早期 的 “李子 布丁 ”原子 模型 ， 这 个 模型 
蛋 定 负电 子 分 布 在 正 电荷 的 球体 让 ， 因 而 不 具有 大 质量 的 
散射 中 心 ， 不 会 引起 大 角度 散射 。 
为 了 用 双 曲 线 轨 道 分 析 散 射 ， 我 们 从 方程 (10.27) 开 
， 散 射 角 销 与 离心 率 的 关系 为 ， | 


i i 
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卢 瑟 福 不 能 确定 金 原 子 核 是 吸引 (C 一 0) 还 是 排斥 〈(C 
二 0) w 射线 。 根 据 方 程 (1)， 散射 角 依赖 (2E45/C')*， 不 
可 能 由 此 测量 强度 参量 C 的 代数 符号 。 
假定 Ga 射线 的 宪 束 与 工 轴 平行 ， 入 射 到 箔 片上 ， 来 
的 恒定 流量 为 .Mm *s 1)。 如 图 所 示 ， 想象 一 个 中 心 在 
元 轴 且 与 其 垂直 的 半径 为 总、 宽度 为 Ap 的 几何 环形 ， 处 
在 远离 散射 中 心 的 位 置 。 每 秒 通过 环形 的 入 射 a 射线 的 
数目 nn, 为 
ns=2nbAb.N (2) 


通过 环形 的 a 射线 具有 Bb 和 4b 十 Ab 之 间 的 碰 接 和 参数， 散射 
角度 在 J 和 十 Ay 之 间 。 对 方程 (1) 取 微 分 ， 


(2E/C'" ):bAb 


he RT 


利用 方程 (1) 重 写 为 
cos(y/2)Ayg=—2(2E/C')?sins (y/2)bAb (3) 


我 们 可 以 不 管 负 号 ， 它 只 是 告诉 我 们 当 b 减 小 时 y 增 大 。 
为 了 简化 ， 邻 荧光 屏 是 中 心 位 于 原点 半径 为 RR 的 空心 


球体 。( 宏 观 的 尺 远 大 于 亚 微 观 的 散射 几何 体 ,) 散射 角 在 


上 和 yy 十 Ay 之 间 的 a 射线 击 中 屏 上 的 一 个 半径 为 Rsiny、 
宽度 为 RAY 的 环形 ， 因 此 其 面积 为 AA 一 R?sinyAy。 击 
中 AA 的 散射 a 射线 的 流量 则 为 n,/AAm “s !。 相 对 于 
入 射流 量 .W， 我 们 有 
ns/AA _ cOS(CV/2D)AW 
WN 2(2E/C')?R?sing Aysin’ (yg/2) 
ne 
4(2E/C')’R? sint (y/2) 
这 里 我 们 用 了 恒等式 sinyg 二 2sin(y/2)cos(y/2)。 

方程 (4) 表明 ， 库 仑 散射 强烈 依赖 于 散射 角 。 大 部 分 
a 射线 的 散射 角 非 常 小 ， 但 是 盖 革 和 马 斯 登 观 测 到 ， 有 一 
小 部 分 的 散射 角 非 常 大 ，w->180”。 

当 高 能 a 射线 被 “ 轻 的 ”元 素 〈 少 于 10 一 15 个 质子 的 
原子 核 ) 散射 时 ， 卢 瑟 福 观测 到 与 他 的 散射 计算 的 偏差 。 
他 意识 到 ， 对 于 这 些 核 ，a 射线 能 更 接近 原子 核 本 身 ， 排 
斥 的 库仑 力 比 金 原子 核 的 更 弱 一 些 。 这 些 观测 可 用 于 估算 


(4) 
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核 的 半径 尺 ， 今天 常用 的 表达 式 为 RR 二 RoA1， 这 里 Ro 过 
1. 4X10 “1sm， 质 量 数 A 是 核 中 质子 和 中 子 的 总 数 。 这 个 
表达 式 与 核 物质 密度 为 常量 是 一 致 的 。 

在 19 世纪 20 年代 ， 物 理学 家 认识 到 ， 新 发 展 的 量子 
力学 是 精确 描述 原子 或 亚 原子 尺度 现象 的 正确 工具 。 邻 睛 
瑟 福 欣慰 的 是 ， 库 仑 散射 的 量子 力学 结果 与 经 典 的 解释 岂 
乎 相同 ， 特 别 是 对 于 像 金 一 样 的 重 元 素 散 射 。 


10. 5.2 椭圆 轨道 与 行星 运动 


椭圆 轨道 在 天 文学 和 天 体 物理 中 非常 重要 ， 有 必要 更 详 
细 地 讨论 它们 的 性 质 。 对 于 椭圆 轨道 ， EE 二 0， 离 心率 为 0 二 
se 一 1]。 在 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 轨 道 方程 (10. 22) 为 

(1 一 sz )Z2 一 2rog 并 十 y2 王 rr02 

我 们 看 到 ， 在 我 们 选 定 的 坐标 系 中 , 椭圆 关于 zx 轴 是 对 称 
的 。 男 外 ，x 的 线性 项 表明 ,椭圆 沿 着 x 轴 偏 离 原点 。 注 释 
10.2 证 明 ， 椭 圆 的 一 个 焦点 在 原点 ， 对 于 太阳 系 ， 根 据 开 普 
勒 定律 ， 太阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 。 


长 轴 的 长 度 是 
A =r min i 
] 
ES 
2r0 
= (10. 28) 


根据 方程 (10.19) 和 “(10.20),， 用 E、L、y 和 C 表示 ro 
和 ss， 可 得 
有 2ro 


2L?/(uC) 
1—[1+2EL /C7)] 


ES 

一直) 

长 轴 的 长 度 与 上 无关 ; 长 轴 相同 的 轨道 有 相同 的 能 量 。 例 

如 ， 图 中 所 有 轨道 都 对 应 相同 的 玉 值 ， 但 却 有 不 同 的 LL 值 。 

在 能 量 方程 二 (1/2)yv? 一 C/r 中 代入 E= 一 C/A， 我 
们 就 得 到 很 有 用 的 关系 式 : 


(10,.293 
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克 
它 可 以 给 出 轨道 上 任意 径 回 位 置 ~ 处 的 轨道 速率 v。 


(L039 


U 


?一 一 (- 本 


椭圆 轨道 的 周期 


确定 椭圆 轨道 周期 的 一 个 直接 方法 是 积分 r(1) 的 方程 
(10.11)。 取 Ur 二 (1/2)L?/(yr?) 一 C/r， 有 


fr rdr 
wt =p | 
te 27 一 上 


对 于 正二 0， 分 部 积分 可 得 
NA 0 wal, 


rp 


上 5 ta -3 


2E 

(经 ) ] | 一 人 一 人 
i 全 PE 
2E V —2ubE CG bl 区 


对 于 一 个 完整 的 周期 ，i, 一 ts = 二 TT。 由 于 rs 二 rr。， 第 一 项 为 
零 ， 在 第 二 项 中 ，arcsin 改变 2x 。 结 果 为 


_ /ruC 1 
rt 
—E//—2E 
或 者 
2 C 
时 
和 = 
最 后 ， 利 用 方程 (10. 29)， 
2 
ti 
J oC CIO BL 


巧合 的 是 ， 我 们 刚刚 证 明了 开 普 勒 第 三 定律 ，T* 二 kA"， 这 
里 & 对 绕 太 阳 的 所 有 行星 都 是 相同 的 。 表 10. 1 列 出 了 几 个 行 
星 的 A3:/T: 。 尽 管 长 轴 的 变化 之 100， 周 期 的 六 1000， 但 
A3/T?* 的 值 在 0.05% 的 范围 内 为 常量 。 

两 10.1? 


水 星 1. 16X 105 7.62X105 | 2.69XIon 
地 球 2. 99X 103 3.16X107 | 2.68X100 
火星 4. 56 X 108 5, 93X 107 2. 70X 10% 
木星 1. 557 X10 | 3.743X10% | 2.69x10" 


9.05 X10 5. 25 X10° 2. 69 XxX 10 


x 来 源 ; G. Woan, The Cambridge Handbook of Physics Formulas, Cam- 
bridge University Press (2003) 
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计算 周期 的 一 个 简单 方法 是 从 角 动量 的 方程 (10. 12) 
开始 


do 
= 和 
1 AT J 
可 以 写 | 
L 1 
一 a 2 
-ms 2 六 db0 


而 (1/2)r?d9 是 极 坐标 系 中 的 面 元 ， 所 以 在 一 个 周期 工 内 积 
分 就 扫 过 椭圆 的 面积 : 

二 下 一 精 固 面积 一 mo 

Zp 


这 里 ，a 是 半 长 轴 , a = 二 A/2， 由 方程 (10. 29)， 


2 

由 注释 10.2， 半 短 轴 是 

es 上 

V2pE 

利用 这 些 值 ， 

Ti EA 
同 前 。 
轨道 的 离心 率 

比值 xywwe/ Yin: 兴 


rT max ro/(l—é) 


rmn ro/(liey 

_lite 

l—é 
当 es 接近 零 时 ，rmax/rmin 汪 1， 李 圆 几 乎 是 圆 形 的 。 当 *# 
接近 1 时 ,椭圆 是 极其 细 长 的 。 椭 圆 的 形状 完全 由 决定 ; 

ro 只 是 提供 一 个 尺度 。 

表 10. 2 给 出 了 行星 、 冥 王 体 和 哈雷 彗星 的 离心 率 。 这 个 
表 也 揭示 了 为 什么 在 圆 上 运动 的 圆 之 托 勒 密 理 论 在 处 理 早期 
的 观察 时 是 相当 成 功 的 。 除 了 水 星 和 冥王 体 ， 所 有 行星 的 轨 
道 都 有 接近 于 零 的 离心 率 ， 几 乎 是 圆 形 的 。 水 星 从 未 远离 太 
阳 ， 是 难于 观察 的 ， 冥 王 体 〈 不 再 属于 行星 ) 直到 1930 年 才 
镁 观察 到 ， 所 以 它们 对 托 勒 密 体 系 的 信奉 者 是 没有 妨碍 的 。 
在 容易 观测 的 行星 里 ， 火 星 有 最 离心 的 轨道 ， 它 的 运动 对 托 


AAA 
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勒 密 理 论 是 一 个 障碍 。 开 普 勒 通过 计算 拟 合 布 拉 赫 对 火星 轨 
道 的 精确 观测 值 ， 从 而 发 现 了 他 的 行星 运动 定律 。 


表 10. 2” 
行星 E 行星 / 体 E 
水 星 0. 206 土星 0. 055 
金星 0. 007 天 王 是 0. 05] 
地 球 0. 017 海 干 星 0.007 
火星 0. 093 贤 王 体 0. 252 
木星 0. 048 哈雷 彗星 0. 967 
* 注释 10. 2 导出 了 椭圆 轨道 的 其 他 几何 性 质 。 


轨道 


例 10.5 对 地 静止 轨道 

为 了 通讯 的 需要 ， 卫 星 通常 放置 在 圆 形 的 地 球 同步 轨 
道上 。 若 轨道 在 地 球 的 赤道 面 内 ， 它 称 为 对 地 静止 的 。 在 
对 地 静止 轨道 上 的 卫星 轨道 速率 要 与 地 球 转 动 的 角速度 人 2。 
匹配 ， 从 地 球 上 看 ， 卫 星 静 止 在 赤道 上 的 固定 点 。 对 于 处 
在 对 地 静止 辆 形 轨 道上 质量 为 m 的 卫星 ， A=2r, pem, 
C=mgR 2, v=rf}es 方程 (10.30) 给 出 


2 

a 
代入 02。 途 2x/86400 rad/s， 有 

rA42250 km 


所 以 ， 卫 星 在 地 球 上 的 高 度 为 

h=(42250—6400) km 一 35850 km 人 :22280 mile 
在 对 地 静止 轨道 上 它 的 速率 是 v= 二 0。 二 3070m/sx6870 
mile/h 。 


轨道 转移 操作 在 航天 领域 是 频 勾 需要 的 。 例 如 ， 在 阿波 
罗 登 月 航行 中 ， 航 天 需 和 首先 投放 到 近 地 轨 道 ， 接 下 来 再 转移 
到 奔 月 轨道 。 为 把 宇宙 飞船 从 一 个 轨道 转移 到 为 一 个 ， 它 的 
速度 必须 在 新 旧 轨 道 的 交汇 点 改变 。 下 面 两 个 例子 者 眼 于 卫 
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例 10.6 卫星 轨道 转移 1 

使 卫星 进入 圆 形 轨 道 的 最 节能 方式 是 把 它 发 射 进 一 个 
椭圆 转移 轨道 ， 其 远地点 位 于 所 需 的 最 终 半径 。 当 卫星 在 
远地点 时 ， 它 被 加 速 ， 切 向 进入 圆 形 轨 道 。 本 例 我 们 着 眼 
于 过 程 第 一 步 所 需 的 能 量 : 使 卫星 进入 椭圆 转移 轨道 。 例 
10.7 考虑 第 二 步 ， 转 移 卫星 进入 圆 形 的 对 地 静止 轨道 。 

问题 是 确定 发 射 卫 星 的 能 量 已 iauch。FEiauch 是 在 转移 轨 
道 的 卫星 能 量 Eun 与 它 在 发 射 前 位 于 地 面 的 初始 能 量 
Eeround 之 间 的 差 值 。 为 了 计算 这 些 量 ,我 们 需要 确定 轨道 
的 离心 率 和 角 动 量 ， 卫 星 在 远地点 和 近地点 的 速率 。 


假设 卫星 具有 质量 x 二 2000 kg。 由 于 mM。， 我 们 把 
球 当 作 固定 的 力 心 / ~m。 地 球 半径 取 为 RR CAS， nt 
地 球 当 帮 国定 的 力 心 ， 取 约 化 质量 Azm。 四 
一 6400 km。 假 设 在 近地点 ， 卫 星 在 地 球 上 的 高 度 为 1100 


km。 在 所 选 梢 圆 轨 道 的 远地点 ， 卫 星 的 高 度 为 35850 km， 
即 对 地 静止 轨道 的 高 度 。( 插 图 不 是 按 比 例 画 的 。) 

.发射 卫星 需要 多 大 的 能 量 Elauch， 椭 圆 轨 道 的 能 旱 
上 ob、 离心 率 6 滑动 量 瑟 ， 以 及 在 近地点 和 远地点 的 轨道 
速率 各 是 多 少 ? 

发 射 前 在 地 面 上 的 卫星 能 量 
Eomd=™= tCRe + RK 
这 里 ，U(Re) 二 一 C/Re 二 —mgRe:/Re 二 一 mgRes Ko 是 
地 球 转动 带 来 的 动能 。 若 从 赤道 发 射 ，Ko 二 (1/2)mwvo? 二 
(1/2)m(Rel2e)*， 这 里 02。 二 2x/86400 rad/s 是 地 球 的 角 速 
率 。 势 能 和 动能 合 在 一 起 ， 


] 
os Hg Re tom (Re 


1 

二 2 

=mR.( SST7Re0。 ) 

= (2000) (6. 4X105)[—9.8++0. 5(6. 4X105)(2x/86400)?]JJ 


三 (2000)(6. 4X106)[ 一 9.8 十 0. 017 ]]J 
=—1.25X10uy 


由 这 个 结果 ， 从 赤道 发 射 ， 忆 www 减少 的 不 到 0.2 昕 ， 似 
乎 没什么 意义 。 但 是 对 于 一 个 给 定 的 操作 ， 消 耗 的 燃料 量 
粗略 地 与 所 需 的 速度 改变 量 成 正比 ， 所 以 地 球 的 转动 有 助 


No 
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的 速率 。 在 近地点 ， 


LL= msys 


Ws | 
Vp mrsp (2000)(7. 500X10) 
—g530m/s~21300mile/h 
类 似 地 ， 在 远地点 ， | 
1. 43X 101 
va = /SS 


mra (2000) (4. 225X107) ™ 
一 1690 m/sSXTES3800 mile/h 
或 者 ， 利 用 方程 (10. 30) ， 也 可 以 得 到 相同 的 结果 。 


例 10. 7 卫星 轨道 转移 2 

我 们 现在 要 把 例 10. 6 中 2000 kg 的 卫星 转移 到 圆 形 的 
对 地 静止 轨道 上 。 在 例 10. 5 中 已 看 到 ， 它 在 对 地 静止 轨道 
上 的 速率 为 3070 m/s， 但 是 由 例 10.6， 它 在 椭圆 轨道 远 地 
点 的 速率 只 有 1690 m/s。 因 此 火箭 发 动机 必须 提供 推力 以 
增 大 速率 。 

若 卫星 以 速度 四 运动 ， 发 动机 使 速度 增加 Au， 则 增加 
的 能 量 为 

AE =(1/2)m(v+Av)— (1/2)m(v)? 
=(1/2)m(v* AvtAwvw’) : 

当 速 度 增 量 与 轨道 平行 时 ， 能 量 的 增加 是 最 大 的 。 如 图 所 
示 ， 如 果 首 先 发 射 卫星 进入 一 个 椭圆 轨道 ， 其 远地点 位 于 
所 要 求 的 最 终 半径 ， 然 后 在 远地点 增 大 它 的 加 率 ， 把 它 转 


移 到 所 要 求 的 国 形 轨道 ， 所 需 注 入 卫星 的 燃料 就 是 最 少 的 。 


高 效 的 轨道 转移 方案 是 1925 年 由 霍 曼 首先 提出 的 ， 他 是 一 
位 对 太空 航行 的 可 能 性 感 兴趣 的 富有 远见 卓识 的 德国 科 
学 家 。 

利用 方程 (10. 29)， 瓦 一 一 C/A， 从 长 轴 Ai 的 轨道 转 
移 到 长 轴 At 的 轨道 ， 能 量 的 变化 为 

AFE= 一 C( 元 一 元 ) 一 一 mgRE( 元 一 元 ) (1) 

由 例 10.6 可 知 ，Ai; 二 5.0X10’'m。 对 于 对 地 静止 的 轨道 
Ai 一 2X42250 km 二 8. 45X10’m 代入 方程 (1)， 得 到 
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AE =|—(2000) C9. 8) (6. 4X 105)? (seco7— ) 1 
8 45 X10 LS 0X 107 
二 6, 6X 10?]J 


轨道 能 量 从 椭圆 轨道 的 一 16. 1X103] 增加 到 对 地 静止 轨道 
的 一 和 5X109J。 : 

类 似 的 考虑 也 可 应 用 于 执行 太空 任务 的 飞船 返回 地 球 。 
首先 它 要 充分 减速 ， 以 便 落 在 圆 形 轨道 上 ， 接 下 来 在 合适 
的 时 刻 被 转移 到 与 地 球 相交 的 椭圆 轨道 上 。 


例 10.8 特洛伊 小 行星 和 拉 格 朗 日 点 

特洛伊 小 行星 是 太阳 系 的 一 个 惊人 特征 。 在 木星 的 轨 
道上 ， 几 百 颗 小 行星 的 一 个 群 在 木星 前 面 运行 ， 另 一 群 在 
其 后 相同 的 距离 尾随 。 另 外 ， 太 阳 、 木 星 和 每 个 群 都 位 于 
等 边 三 角形 的 项 点 上 。 这 些小 行星 称 作 特洛伊 小 行星 ， 取 
自 荷 马 《 伊 里 亚 特 》 里 的 人 物 ， 这 是 古 希 腊 围攻 特洛伊 一 
些 事件 的 故事 。 与 其 他 行星 相关 的 特洛伊 小 行星 也 已 经 观 
测 到 ， 至 少 在 地 球 轨道 上 有 一 个 。 l 

引力 的 三 体 问题 在 一 般 情形 从 未 解 出 过 ， 但 本 例 讨论 
的 是 一 个 受 限 的 特殊 情形 ， 有 已 知 解 。 考 虑 绕 太 阳 (质量 
M;) 做 轨道 运动 的 一 个 行星 (质量 M,) 和 小 行星 (质量 
m)， 它 们 都 位 于 等 边 三 角形 的 顶点 上 。 假 设 小 行星 的 质量 
较 小 ， 它 的 引力 对 太阳 和 行星 运动 的 影响 可 略 。 再 假设 太 
阳 和 行星 处 在 以 它们 的 质心 为 圆心 的 圆 轨道 上 。 这 对 木星 
米 说 几乎 属实 ， 它 的 离心 率 很 小 (e 二 0, 048)。 
图 中 显示 了 它们 的 几何 结构 ，Ro 为 三 角形 每 边 的 长 
度 。 我 们 取 坐 标 原点 位 于 太阳 和 行星 的 质心 (在 我 们 的 处 
理 中 ，m 假设 为 小 量 ，mmX 字 MM,)。 因 此 ， 由 质心 的 定义 ， 


Me Rs (1) 
~ MM,+M:; 
利用 wo is=Ro, 我 们 可 以 解 出 Xp ss 
MR 
Wi (2a) 


M,+M, 
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zs 一 Me 二 MT (2b) 
相对 质心 的 角速度 为 1、 处 于 圆 轨道 的 行星 的 运动 方程 为 
Mi a GMeM 
Ro (3) 
G(Ms+M,) 
0 二 一 一 一 一 一 一 
Ro 


这 里 我 们 利用 了 方程 (2a) 中 元 p 的 表达 式 。 
令 ril 为 从 小 行星 到 太阳 的 矢量 ，r 为 小 行星 到 质心 的 
矢量 ，rz 为 小 行星 到 行星 的 矢量 ， 如 图 所 示 。 由 于 三 角形 


是 等 边 的 ，| ri | 三 |rz | 三 Ru。 太阳 和 行星 作用 在 小 行 
星 上 的 引力 为 
人 GmMs _ GmM, 
一 + ry2 
= (BE) Mr tMors) 
利用 
F1=r—pst 
r2 =r 二 xpi 
我 们 有 


F = (RS)LM + Mr + Mo zs Msz) 
=, 
Ro3 
=mfr 
这 里 ， 根 据 方程 (1) 则 有 Mr 一 Mszs=0， 我 们 还 用 了 
方程 (3) 关于 人 玖 的 结果 。 
我 们 的 结果 表明 ，F 是 径 向 朝 里 的 ， 指 向 质心 ， 小 行 
星相 对 质心 的 角速度 与 太阳 -行星 系统 的 角速度 相同 。 
在 相对 质心 以 角速度 2 转动 的 坐标 系 中 ， 小 行星 所 受 
向 内 的 引力 与 向 外 的 惯性 离心 力 平衡 ， 所 以 ， 在 转动 参考 
系 中 ， 三 角形 的 顶点 是 平衡 点 ， 这 里 小 行星 所 受 的 合力 为 
零 。 类 似 地 ， 作 用 在 太阳 和 行星 上 的 合力 也 为 零 。 当 系统 
绕 质 心 做 圆周 运动 时 ， 太 阳 、 行 星 和 小 行星 因而 能 保持 它 
们 的 三 角形 构 型 。 
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为 我 们 提供 关于 一 个 非凡 物体 一 一 黑洞 
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做 圆周 运动 的 三 体系 统 的 平衡 点 是 18 世纪 末 意 大 利 数 


学 家 拉 格 朗 日 发 现 的 ， 但 是 直到 20 世纪 初期 ， 在 太阳 - 森 


星系 统 中 ， 才 首次 观测 到 一 个 特洛伊 小 行星 。 拉 格 朗 日 计 
算 表 明 ， 对 于 做 圆周 运动 、 有 引力 相互 作用 的 三 个 物体 ， 
第 三 个 物体 可 以 处 于 五 个 特殊 位 置 之 一 ， 在 此 处 它 是 平衡 
的 ， 原 则 上 相对 太阳 和 行星 可 以 保持 一 个 固定 的 构 型 ， 这 
些 位 置 称 为 拉 格 朗 上 日 点 。 本 例 中 在 三 角形 顶点 上 的 术 格 朗 
日 点 称 作 上 Ls， 尾随 行星 的 对 称 点 为 L3。 其 他 三 个 拉 格 衣 日 
点 L1，L2 和 L3 是 与 大 阳 和 行星 共 线 的 。 

靠近 Ls 或 Ls 的 小 行星 是 稳定 的 ， 对 于 偏离 平衡 点 的 小 
位 移 ， 做 简 谐 振动 ( 像 Asinwt 十 Bcoswt)。 靠 近 L1、Ls 或 
L3 的 小 行星 运动 ， 小 位 移 时 可 以 既是 简 谐 地 ， 又 是 指数 地 
变化 ， 所 以 小 行星 在 三 个 共 线 的 拉 格 朗 上 日 点 只 是 有 条 件 的 
稳定 。 对 于 太空 研究 来 说 ,| 放 在 L1、L2 或 L3 的 人 造 卫 星 ， 


若 选 择 初始 条 件 使 得 指数 项 最 小 ， 只 消耗 较 少 的 次 料 ， 是 


可 以 保持 一 个 固定 构 型 的 。 

拉 格 明日 对 力学 也 做 出 了 其 他 实质 性 的 贡献 。 他 不 用 
作用 力 ， 而 用 动能 和 势能 这 些 更 基本 的 概念 以 更 具 威 力 的 
形式 重新 闻 述 了 牛顿 力学 。 


例 10.9 ”宇宙 的 开 普 勒 轨道 和 黑洞 质量 
牛顿 力学 至 高 无 上 的 成 就 是 用 运动 定律 和 万 有 引力 定 


律 解释 了 开 普 勒 行星 运动 定律 。 这 些 定律 对 远大 于 我 们 太 


阳 系 的 银河 或 宇宙 的 尺度 似乎 也 是 成 立 的 ， 应 用 它们 可 以 
的 信息 。 
黑洞 非常 致密 ， 质 量 巨 天， 甚至 光 都 不 能 从 它 的 引力 
场 逃 出 。 它 是 非 牛顿 力学 的 ， 必 须 用 广义 相对 论 的 时 室 概 
念 描述 。 尽 管 如 此 ， 黑 洞 外 面 的 引力 场 仍然 满足 牛顿 的 平 
方 反比 律 。 现 在 ， 有 确 当 的 证 据 表明 ， 一 个 超重 的 黑洞 存 


在 于 我 们 银河 系 的 中 心 ， 已 观测 到 恒星 绕 着 一 个 对 光学 望 


远 镜 不 可 见 的 物体 运 行 在 椭圆 轨道 上 。 企 人 马 星 度 〈 射 


手 ”) 的 黑洞 命名 为 人 马 座 A 星 (缩写 为 Sgr A* )。 没 有 


辐射 能 逃 出 ， 但 落 入 的 物质 会 发 出 辐射 。Sgr A* 的 一 个 很 
强 的 图 像 在 电磁 波 的 射频 区 域 已 经 探测 到 。 我 们 的 太阳 绕 
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着 银河 中 心 以 1000 kmys 的 速度 转动 ， 但 是 测量 结果 显示 ， 
Sgr A* 几乎 是 静止 的 ， 这 表明 它 位 于 或 接近 银河 中 心 。 


在 我 们 银河 系 中 心 的 Sgr- 
A 的 附近 ， 七 颗 恒 星 的 部 分 轨 
道 ， 用 点 表示 。 数 据 是 在 1995 
年 至 2008 年 期 间 等 时 间 间 隔 地 
提取 。 数 据 来 自 the Very Large 
‘Telescope of the European South- 


ern Observatory in northern 


Chile. (图 片 米 自 A. G. Hey.) 


在 银河 系 中 心 ， 恒星 S2 的 
轨道 司 加 在 恒星 背景 里 ， 但 是 
放大 了 100 倍 。 观 测 持 续 到 整 
个 15. 8 年 的 轨道 周期 。 轨 道 平 
面 并 不 位 于 纸 面 。S2 轨道 的 离 
心率 近似 是 0.87。 (图 片 来 自 
R. Genzel.) 


S2 的 轨道 是 巨大 的 : 长 轴 Axs11 光 日 二 2.9X101 
km。 轨 道 的 离心 府 是 6 二 0,88。 为 了 正确 看 待 这 个 轨道 的 
大 小 ， 作 为 比较 ， 光 横 跨 木星 轨道 的 整个 直径 只 需 86 
分 钟 。 \ : 
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利用 测量 值 和 开 普 勒 第 三 定律 MoccA S/T?*， 对 这 个 超 
重 的 吸引 子 ， 我 们 现在 可 以 估计 黑洞 相对 太阳 的 质量 : 


Mm 9.7X10 km 。min 一 : 


:4X105 

这 里 ， 我 们 用 了 表 10.1 中 坟 阳 的 A3/T?==2.7X1019。Sgr 
A* 为 杰 阳 质量 的 大 约 4X106 信 。 基 于 射频 观测 ， 对 Sgr 
A* 大 小 的 估计 表明 ， 它 极其 致密 ， 有 是 水 密度 的 几 百 倍 。 与 
是 我 们 太阳 质量 几 十 亿 倍 的 某 些 已 知 黑 洞 比 起 来 ，Sgr A* 
实际 上 是 一 个 小 黑洞 。 

本 例 的 讨论 参考 了 Mark J. Reid 在 J. Modern Physics 
D18，889 (2009) 的 文章 “在 银河 中 心 存在 一 个 超重 的 黑 
洞 吗 ?” 


10.6 关于 行星 运动 的 一 些 结论 


考虑 到 我 们 的 太阳 系 有 八 个 行星 和 无 数 的 小 天 体 ， 根 据 
牛顿 力学 ， 对 于 受 平方 反比 引力 相互 作用 的 两 个 质点 的 描述 
可 以 说 非常 好 地 预言 了 行星 的 运动 。 我 们 可 能 因此 预期 会 观 
测 到 与 开 普 勒 定律 的 较 大 偏差 。 幸 运 的 是 ,太阳 的 质量 比 行 
星 的 质量 大 得 多 ， 行 星 彼此 之 间 的 影响 是 较 小 的 ， 效 果 可 以 
处 理 成 小 的 修正 。 这 种 计算 技术 ， 称 作 摄 动 理论 ， 在 19 世纪 
得 到 了 充分 发 展 ，1930 年 在 海王 星 轨道 上 观测 到 的 摄 动 帮助 
亚利桑那 州 的 Clyde Tombaugh 发 现 了 冥王 体 。 

19 世纪 ， 关 于 力学 定律 自身 的 基本 问题 出 现 了 。 天 文 观 
测 结果 显示 ， 水 星 轨 道 的 近日 点 在 缓慢 地 进 动 ， 对 于 理想 的 
两 体系 统 ， 近 日 点 应 当 保 持 静 止 。 这 里 “缓慢 ”的 含义 是 ， 
每 世纪 只 有 574 弧 秒 ， 虽 小 却 精 确 可 测 。 考虑 到 其 他 行星 的 
摄 动 ， 预 言 的 进 动 是 每 世纪 531 弧 秒 。 虽 然 这 非常 接近 观测 
值 ， 爱 因 斯 坦 并 不 满意 。 经 典 物 理 预言 水 星 运动 的 失败 是 他 
发 展 广义 相对 论 的 一 个 基本 起 因 。 在 1915 年 ， 爱 因 斯 坦 用 广 
义 相 对 论 预 言 了 多 出 的 每 世纪 43 弧 秒 的 进 动 ， 解 决 了 早期 的 
偏差 ， 这 对 广义 相对 论 是 巨大 的 成 功 ， 使 爱 因 斯 坦 对 他 革命 
性 的 理论 充满 信心 。 


注释 10. 1 轨道 积分 的 计算 


古人 怀 着 敬 县 的 心情 看 待 像 彗星 和 天 食 这 些 天 上 的 事件 ， 
他 们 认为 豆 古 不 变 的 天 上 的 任何 变化 都 预示 着 即将 来 临 的 大 
事 ， 或 好 或 坏 。 牛 顿 力 学 把 这 些 观念 一 扫 而 空 ， 提 出 后 不 入 
就 被 公众 广泛 接受 。 沙 龙 哲 学 家 认定 牛顿 力学 把 宇宙 描述 为 
一 个 机 械 系 统 ， 他 们 开始 把 宇宙 想象 为 一 个 巨大 刻板 的 机 械 
钟 ， 一旦 启动 ， 设 好 初始 条 件 , 就 以 确定 的 方式 一 直 运 行 到 
永远 。 

刻板 时 钟 模型 的 基本 问题 在 20 世纪 早期 暴露 了 ,法国 物 
理 和 数学 家 绢 加 勒 发 现 了 力学 中 的 混沌 现象 。 牛 顿 力学 能 准 
确 地 预言 从 过 去 几 和 于 年 到 未 来 几 千年 的 天 食 。 然 而 ， 在 混沌 
系统 中 ， 初 始 条 件 的 一 个 小 的 变化 就 能 导致 此 后 指数 式 的 离 
散 行为 。 这 种 变化 以 e 式 发 展 ， 这 里 A 称 作 李 雅 普 诺 夫 特 
征 指数 。 由 于 混沌 系统 是 不 可 计算 的 ， 我们 对 它 未 来 的 行为 
不 能 做 出 准确 的 预言 。 地 球 上 的 天 气 系统 似乎 是 混沌 的 ， 一 
个 地 方 小 的 变化 可 能 在 其 他 区 域 引 起 大 的 效应 ““ 蝴 蝶 效 
应 ”)。 即 便 是 作为 牛顿 力学 基石 的 行星 运动 ， 也 展示 出 混沌 
行为 。 地 球 轨 道 的 特征 指数 A 大 约 在 4 百 万 到 5 百 万 年 之 
间 。 对 我 们 而 言 幸 运 的 是 ， 这 个 效应 明显 不 大 ; 生命 在 地 球 
上 存在 6 亿 年 了 ,， 但 是 地 球 轨道 在 这 段 时 间 里 改变 不 大 ， 并 
未 使 得 地 球 太 热 或 太 冷 ， 从 而 不 足以 维持 生命 。 

自从 开 普 勒 发 现 他 的 经 验 定律 ，400 年 过 去 了 。 稍 后 ， 
伽利略 用 早期 的 望远镜 观测 到 木星 的 卫星 构成 了 一 个 微型 太 
阳 系 ， 接 着， 牛顿 阐述 了 动力 学 和 引力 的 定律 。 人 今天， 混沌 
动力 学 和 黑洞 附近 强 引 力 场 的 动力 学 都 处 于 科学 的 前 油 。 物 
理 似 乎 是 不 可 穷尽 的 。 


注释 10.1 轨道 积分 的 计算 


在 本 注释 中 ， 我 们 计算 轨道 积 
000 =L | 一 一 一 ~ C19 


做 代 换 
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式 中 ，a 是 待定 常量 。 
代 换 后 方程 〈1) 的 积分 变 为 


ds 


BuE 20C 
(一 /LL 


(一 ZK 《5 一 w) 


0 一 0 一 


ed | ds 
J VonE FayC(s —a) —Li(s—a) 


= 一 | 人 
ZaE -2s — uCo— Ls 十 2L?as 一 Lo’ 


现在 ， 选 择 a 二 一 jyC/L*， 使 s 的 线性 项 为 零 ， 可 得 


ds 
0 一 00 王 一 | OO 
VanuE—2uCa—Lis:—Lia? 


=-L?| ds 
auEL FC Ls 


这 个 积分 可 以 化 为 arcsin 的 标准 形式 ，sina = | /vit ， 所 


以 我 们 有 
Li 
0—0n = =attelti | /= = 
| Ec | 
sL? 
sin(0 一 0 ) 一 一 一 一 
2aEL: (oC) 
利用 s 二 l/r 十 a 二 l/r 一 gC/L*， 
Sr 
Se er (2) 
VL FA 


最 后 ， 对 方程 (2) 求解 +， 得 


注释 10. 2 


椭圆 的 性 质 


一 一 他 一 J sin(0—00) 


Lz 


与 方程 (10. 18) 完全 相同 。 
注释 10.2 椭圆 的 性 质 


极 坐 标 系 中 椭圆 方程 为 
”1—ecosd 
转换 到 华 卡 尔 坐 标 系 7 二 Vx 十 y?， 
变 为 


2 | : 
(l= Mrs=28FoR oy =P 


AC 一 V ZuBl," 十 (CAC) Sin(CO 一 00 ) 
Ko 
l= /1 (2EL /i ) sintg— 0 ) 


(1) 


二 rcos6， 方 程 (1) 


(2) 


桥 辐 对 应 于 0 和 es 过 1 的 情形 。 方程 (1) 和 “(2) 描述 的 椭圆 
是 关于 x 轴 对 称 的 ,但 它 的 中 心 不 在 原点 。 


利用 方程 (1) 可 以 确定 椭圆 的 重要 几何 量 。0=0 时 > 


有 最 大 值 
ro 
i 
9 二 x 时 x 有 最 小 值 
ro 
nin Te 


长 轴 A 为 
A =rmex Tm 
] 
“pl 
2ro 
Lg 
半 长 轴 a 为 
六 
“和 
ro 
1—e” 


从 原 总 到 椭圆 中 心 的 距离 为 


] 


(3) 


(4) 
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比较 方程 (4〉 和 (5)， 可 以 看 出 ，s=Zoylas 
为 确定 半 短 轴 的 长 度 5 二 Vr 一 +; ， 注 意 半 短 轴 顶 端的 
角 坐 标 满足 coOs0 = Xxo/r, 我 们 有 


ro 
' lecasd 
信人 
1 一 EEoyZ 
或 者 
2 
rr 一 eol | 
l—g™ 
1—e” 
因此 ， 
5 F py 
pb = /re | E il—e 
rs 
i ro 
V1—e’ 


最 后 ,我 们 证 明 原 点 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 。 根 据 椭圆 
的 定义 ， 从 两 个 焦点 到 椭圆 上 一 点 的 距离 之 和 为 常量 。 我 们 
首先 假定 一 个 焦点 在 原点 ， 因 为 第 一 个 焦点 到 椭圆 中 心 的 距 


离 为 zo ， 由 对 称 性 ， 另 一 个 焦点 位 于 2zo。 
令 r 和 分 别 为 从 焦点 到 椭圆 上 一 点 的 距离 ， 如 图 所 示 


我 们 将 证 明 r 十 x"= 二 常量 ， 从 而 证 实 我 们 开始 假定 的 合理 性 。 
由 余弦 定律 ， 
广 2 一 产 十 4 元 1 一 4rZoeosb (6 ) 
从 方程 (1) 可 确定 


六 人 站 
rcosl0 王 一 一 一 


方程 (6) 变 为 


drzxo .4roxo 


村 


r Sd 


E 


习 题 


利用 方程 (5) 的 关系 式 zo=rog/(1 一 e )， 可 得 


ys D 4ro 4r2e” dr 
一 zj 2 < 2 
| =e (=e Ie wil—e } 
四 4dro ) 47r02 
0 
1 一 E 一 


右边 是 一 个 完全 平方 ， 所 以 


| 
= 一 让) 
由 于 A> 之 r， 我 们 必须 选 负 号 ， 使 " 这 0。 因 此 
r- 十 r 二 A 
一 常量 


这 就 文 持 了 焦点 在 原点 的 假定 。 

最 后 ， 对 于 平方 反比 力 问题 U(r) 二 一 C/r， 我 们 列 出 了 
用 Ein 和 C 表示 的 结果 。 使 用 这 些 公 式 时 ,EE 必须 取 负 
数 。 由 方程 (10.19) 和 “(10. 20)， 


7 2 
i 
和 
ea/ Ll 2El (ub ) 
因此 
ro 从 
半 长 轴 = 和 
= 
a, ro ] E 
半 短 轴 一 一 
Ve VTE Ab 
半 短 轴 天 一 下 人 5 wl 
半 长 轴 re | 
焦点 到 原点 的 距离 为 
ee 六 0E =| [ ) 2EFl? 
a ee = ZE uC’ 
习题 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
10. 1 运动 方程 
把 方程 (10.5) 和 (10.6b) 对 时 间 求 导 ， 得 到 方程 
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(10. 4a) 和 (10. 4b) 。 
10.2 户 有 心力 * 
质量 为 50 g 的 质点 在 大 小 为 4 到 (dyne) 的 吸引 有 心力 


作用 下 运动 。 角 动量 等 于 1000 g。cm:/s。 


(a) 确定 等 效 势能 。 

(b) 在 等 效 势能 的 图 上 标 出 做 圆周 运动 的 总 能 量 。 

(c) 质点 的 轨道 半径 在 ro 和 2 ro 之 间 变 化 。 确 定 ro 。 
10.3 1/ 记 有 心力 运动 

质点 在 立方 反比 有 心力 作用 下 做 圆周 运动 。 证 明 质点 也 
mot ors torre 
子 。 对 圆 轨 道 的 任何 小 微 扰 都 使 质点 径 向 运动 ， 并 持续 勾 
运动 。.) 确定 匀 径 癌 速 度 为 v 时 9 随 r 的 变化 。 
10.4 可 能 的 稳定 圆 轨道 

对 于 势能 U(Cr) 王 一 A/r"， 这 里 A 过 0, x 取 何 值 时 间 轨 
道 是 稳定 的 ? 
10.5 “有 心 弹 性 力 

在 无 摩擦 的 昌 上 ， 一 个 2 kg 的 物体 固定 于 无 质量 弹簧 的 
一 端 ， 另 一 端 连 在 一 个 无 摩 的 的 转轴 上 。 弹 簧 对 物体 产生 的 
弹力 大 小 为 3r(N)， 这 里 r 为 轴 到 物体 的 距离 ， 以 米 为 单位 。 
物体 作 圆周 运动 ， 总 能 量 为 12 ]。 

(a) 确定 轨道 的 半径 和 物体 的 速度 。 

(b) 物体 受到 一 个 短暂 的 打击 ， 获 得 一 个 径 向 朝 外 的 
1 m/s 的 瞬时 速度 。 在 能 量 图 上 显示 打击 前 后 的 系统 状态 。 

(c) 对 于 新 的 轨道 ， 确 定 ~ 的 最 大 和 最 小 值 。 
10.6 rr 有 心力 

质量 为 m 的 质点 在 吸引 有 心力 Kr! 作用 下 运动 ， 角 动量 
为 1!。 能 量 为 多 少时 运动 是 圆 形 的 ， 圆 的 半径 是 多 少 ? 在 质 
点 径 向 获得 一 个 小 的 冲 量 ， 确 定 径 向 振动 的 频率 。 
10. 7 ”转移 到 逃逸 

一 个 火箭 处 在 绕 地 球 的 椭圆 轨道 上 。 为 使 它 进 入 逃逸 轴 
道 ， 它 的 发 动机 短暂 点 火 ， 使 火箭 的 速度 改变 AV。 在 轨道 
的 哪里 ， 沿 哪个 方向 点 火 ， 能 以 最 小 的 AV 值 逃 逸 ? 
10.8 抛射 体 上 升 * 

质量 为 m 的 抛射 体 从 地 球 表 面 发 射 ， 与 竖 直 方向 夹 角 为 


xc。 初始 速率 vo 等 于 VYGM../R。。 抛 射 体能 上 升 多 高 ? 略 去 


空气 阻力 和 地 球 转动 。 
10.9 ”哈雷 在 星 
哈 雪 在 星 处 在 比 太 阳 的 一 个 椭圆 轨道 上 上。 轨道 的 离心 率 
是 0.967， 周 期 为 76 年。 太阳 的 质量 是 2X103 kg，G = 
7X1O™ IN 2 
(a) 利用 这 些 数 据 ， 确 定 喻 雷 正 星 在 近日 点 和 远 日 点 到 
太阳 的 距离 。 
(b) 哈雷 艳星 离 太阳 最 近 时 的 速率 是 多 少 ? 
10. 10 有 空气 摩擦 力 的 卫星 
(a) 质量 为 m 的 卫星 处 在 绕 地 球 的 圆 轨 道上 。 轨 道 的 半 
径 是 ro， 地 球 的 质量 为 M。。 确 定 卫 星 的 总 机 械 能 。 
(b) 现在 ， 假 定 卫星 处 在 地 球 最 顶部 的 大 气 层 ， 这 里 它 
被 一 个 恒定 微弱 的 摩擦 力 阻碍 。 卫 星 将 螺旋 式 缓慢 地 靠近 地 
球 。 由 于 摩擦 力 是 微弱 的 ， 半 笃 的 变化 会 非常 缓慢 。 因 此 我 
们 假定 在 任意 时 刻 卫 星 实际 上 是 处 在 平均 半径 为 r 的 圆 轨 道 
上 。 确定 每 一 圈 卫 星 半 径 的 近似 变化 Ar。 
(c) 确定 每 一 圈 卫 星 动 能 的 近似 变化 AK 。 
10. 11 月 球 的 质量 
宇航 员 在 月 球 着 陆 之 前 ， 使 阿波 罗 了 空间 飞行 器 进入 绕 
月 球 的 轨道 。 飞 行 帮 的 质量 为 9979 kg， 轨 道 的 周期 是 120 
min。 到 月 球 中 心 的 最 大 和 最 小 距离 是 1861 km 和 1838 km。 
假定 月 球 是 匀 质 球体 ， 根据 这 些 数 据 ， 月 球 的 质量 是 多 少 ? 
G=6.67X10 "HN. m’/kg’., 
10. 12 ” 霍 曼 转移 轨道 
一 个 空间 飞行 各 处 在 绕 地 球 的 圆 轨道 上 。 飞 行 副 的 质量 
是 3000 kg， 轨 道 半径 是 2R。= 二 12800 km。 和 希望 把 飞行 器 转移 
到 半径 为 4R。 的 圆 轨 道上 
(a) 转移 所 需 的 最 小 能 量 消 耗 是 多 少 ? 
(b) 完成 转移 的 一 个 有 效 方 法 是 利用 半 椭 圆 轨道 〈 以 霍 
曼 转 移 轨道 而 著称 )， 如 图 所 示 。 在 交叉 点 A 和 B 所 需 的 速 
度 变 化 是 多 少 ? 
10. 13 拉 格 朗 日 点 上 Li 
拉 格 朗 日 点 L1 位 于 太阳 和 木星 之 间 的 连 线 上 ， 距 木星 
约 5.31X10"m。 太 阳 - 木 星 的 距离 是 7.78X101m， 太 阳 的 
质量 是 1. 99X1033kg， 森 星 的 质量 是 1. 90X 10? kg。 木 星 的 
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周期 是 4330 天 。 
小 质量 的 小 行星 位 于 Li1。 
(a) 在 转动 参考 系 中 ， 写 出 小 行星 在 平衡 位 置 的 运动 


方程 。 


(b) 利用 数据 证 明 ， 运 动 方程 是 很 好 地 满足 的 。 

(c) 在 太阳 -木星 的 连 线 上 ， 存 在 三 个 拉 格 明日 点 。 根 据 
物理 理由 ， 说 明 另 外 两 点 在 哪里 找到 。 (< 问 是 定性 的 : 求 精 
确 解 需要 找到 5 次 多 项 式 的 3 个 实 根 。) 

10. 14 绕 SgrA* 的 S2 的 速率 

运用 例 10. 9 的 数据 ，S2 恒星 绕 黑 洞 Sgr A* 做 轨道 运动 
的 最 大 速率 是 多 少 ? 作为 比较 ， 地球 绕 太 阳 的 速率 是 30 
km/s, 

10. 15 太阳 -地 球 质 量 比 

开 普 勒 定律 也 可 应 用 在 绕 行星 的 卫星 运动 上 。 下 表 显 未 
了 几 颗 地球 卫星 的 A3/T?*。 虽 然 周 期 的 变化 约 为 35 倍 ， 比 
值 A3/T* 在 百 分 之 几 的 范围 内 为 常量 。 

利用 这 些 数 据 ， 并 取 地 球 公转 轨道 的 长 轴 为 A。 一 2. 99 XxX 
108 km， 计 算 太 阳 对 地 球 的 质量 比值 Ms/M.。。 


卫星 E A,km Ty J 
Amsat-(Oscar 7 
1.28X10 一 ; 1.566X 104 6.894X 105 8.08X 101 
(1974) 
Geotail( 1992) 0. 83 1 .21 103 1.485X 10° 8.03X104 
Apostar 1A 
1.30X107 8.433X 104 8.616 X 101 8.08X 104 
(1996) 
Integral( 2002) 0.897 1.679 X 10° 2.420X 103 8.08X101 
Cosmos 2431 1.94X1073 5.102X 104 4.06X 104 8.07X 101 
(2007) 


注 ; 基于 UCS Satellite Database，Union of Concerned Scientists， 地 球 直 径 
取 为 12 757 km。 


11 谐振 玫 
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11 谐 振 子 


11.1 简介 


也 许 ， 有 人 会 想当然 地 以 为 谐振 子 原本 就 没有 什么 了 不 
起 ， 不 就 是 系 在 弹 和 未 端 一 个 来 回 振动 的 物体 吗 ” 其 实 谐振 
子 在 物理 中 有 着 崇高 的 地 位 。 乐 器 中 声音 产生 、 介 质 中 波 的 
传播 、 机 械 和 飞机 中 振动 的 分 析 和 控制 、 电 子 表 的 计时 晶体 ， 
这 些 都 以 谐振 子 为 基础 。 另 外 ， 谐 振子 也 在 众多 的 原子 和 交 
量子 场景 中 ， 在 激光 这 样 的 量子 系统 中 出 现 ， 它 是 高 等 量子 
场 论 中 反复 出 现 的 主题 。 简 言 之 ， 如 果 举 办 一 场 关于 物理 普 
适 性 的 比赛 ， 谐 振子 会 是 相当 强劲 的 竞争 者 。 

在 第 3 章 我 们 见 过 简 谐 运动 一 连 在 弹簧 上 物体 的 周期 
运动 。 那 里 的 处 理 是 高 度 理想 化 的 ， 略 去 了 摩擦 力 和 可 能 
时 间 变化 的 驱动 力 。 为 使 分 析 有 物理 意义 ， 摩 擦 力 其 实 是 必 
不 可 少 的， 而 谐振 子 最 有 意思 的 应 用 通常 都 涉及 它 对 驱动 力 
的 响应 。 本 章 我 们 将 考虑 包含 摩擦 力 的 谐振 子 ， 所 谓 阻尼 谐 
振子 系统 ， 接 着 再 检查 系统 被 周期 力 驱 动 时 的 行为 ， 所 谓 的 
受 迫 谐振 子 系统 。 


11.2 简 谐 运动 : 回顾 


为 引入 符号 ， 我 们 简要 地 回顾 一 下 简 谐 运动 ， 即 3.7 市 
所 介绍 的 理想 谐振 子 运动 : 质量 为 m 的 物体 在 弹性 力 
F soring 一 一 Az 作用 下 的 运动 ， 这 里 x 是 偏离 平衡 的 位 移 。 运 
动 方程 为 mY 二 一 kt+， 可 改写 成 标准 形式 : 


紧 十 吕 5 元 一 0 Cll 1 
这 里 
J/& 
(CD 一 
mm 
方程 的 解 为 
TI 二 Xocos(wot$) (C12 


式 中 ，Xo 和 是 两 个 任意 的 常量 ， 通 过 选择 可 使 其 满足 任何 
给 定 的 两 个 独立 的 初始 条 件 。 通 党 它们 是 1 二 0 时 刻 的 位 置 和 
速度 。 注意 : 我 们 现在 用 符号 wo 表示 固有 频率 ， 而 不 是 像 
3.7 节 那样 用 w 表示 。 通 解 用 三 角 恒 等 式 cos (a 十 B) 王 
cosacosB 一 sinasinB8 可 表示 为 不 同 的 形式 。 在 方程 (11.2) 中 
用 这 个 三 角 和 恒等式 可 以 把 解 表 示 成 


rx= 三 BeoswotT Csinwot (Li 3 
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11.2 简 谐 运动 : 回顾 


Xo=VB’+C* 


$=arctan (一 二 (11.4) 


我 们 一 般 把 方程 (11.2) 当 作 理想 (无 摩擦 ) 谐振 子 运 动 的 
标准 形式 。 


11.2. 1 术语 


在 表达 式 
T=Xocos(wott$) 
中 ，Xo 是 运动 的 振幅 〈 从 堆 位 移 到 最 大 值 的 距离 )， 而 wo 是 
振子 的 频率 (更 准确 地 说 ， 角 频率 )。 角 频率 (wo =Vk/m ) 
的 单位 是 弧度 每 秒 (rad/s)。 由 于 弧度 无 量 纲 ， 角 频率 的 单 
位 也 可 写作 s“。 频 率 v 用 “ 转 每 秒 ” 或 “ 周 每 秒 ” 表 示 。 
一 wo/2r， 单 位 是 赫 效 〈Hz)，1Hz= 王 1s !'。 量 wot 十 $5 是 1 
时 刻 振动 的 相 ，#$ 是 所 谓 的 相 和 常量。 运动 周期 一 一 系统 完成 
一 个 全 循环 的 时 间 一 一 T= 二 2x/wo。 


例 11. 1 满足 初始 条 件 
在 1 二 0 时 刻 ， 谐 振子 的 位 置 是 工 (0)， 速 率 是 了 (0)。 
由 方程 〈11. 2)， 位 务 和 速率 分 别 为 
T=Xocos(woty$) 
v= 一 wo Xosin(wotT $) 
计算 1 二 0 时 的 工 和 vw: 
I(0)=Xocosy 
v(0)=—woXosing 
由 方程 (11, 2) 得 到 的 完全 解 中 ， 
Xo 一 VZz(0)2 + (v0) /wo0)? 


2 
wox(0) 


许多 其 他 初始 条 件 也 是 可 能 的 。 任 何 两 个 独立 的 信息 对 得 
到 一 个 完全 解 都 是 足够 的 。 这 些 可 以 是 两 个 时 刻 的 位 置 ; 
或 者 可 以 是 一 个 时 刻 的 位 置 ， 另 一 个 时 刻 的 速度 。 在 一 个 
给 定时 刻 的 位 置 和 加 速度 的 值 是 不 充分 的 ， 它 们 通过 mm 天 一 
一 Ar 联系 在 一 起 ， 所 以 它们 的 值 是 不 独立 的 。 


$ 二 arctan( 
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11. 2.2 谐振 子 的 能 量 
谐振 子 具有 来 自 平 动 的 动能 和 来 自 弹 签 的 势能 。 动 能 为 


] et. at 
开 (zt) 一 到 702 = mw, Xssin: (wott$) 


2 2 
= kXYsin? (wortg) C1 基 ) 
这 里 ， 我 们 利用 了 z= 之 一 一 ooXosin(oot 十 4) 和 和 一 Rowi 。 
取 未 伸 长 的 弹 壬 为 势能 去 点 ， 势 能 为 
U(D 一 于 Ar2 一 于 AXScosz (wot 十 有 (11. .6 
因此 ， 谐 振子 的 总 能 量 是 
1 


E =K(t)+U()=—RXoLcos (wotg)tsin?: (wott$)] 


2 
] 2 
= CE 


总 能 量 是 常量 ,这 是 保守 力 系统 中 运动 的 熟悉 特征 。 


11.3 阻尼 谐振 子 

理想 谐振 子 是 无 摩擦 的 。 实 际 上 摩擦 力 常常 是 必 不 可 少 
的 ， 略 去 它 会 得 到 匾 廖 的 预测 。 因 此 我 们 来 检查 3.6 节 所 讨 
论 的 黏 性 力 f 产 三 一 bv 的 效果 。 这 种 摩擦 力 经 常 遇 到 ， 所 以 
我 们 的 分 析 有 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 在 电磁 电路 中 振动 的 情形 ， 


电路 的 电阻 恰恰 类 似 于 黏 性 力 。 
作用 在 物体 ;xx 上 的 合力 为 
F 一 下 弹 十 了 康 
一 一 此 六 一 0 
运动 方程 是 
me = —kr—br 
可 以 改写 成 标准 形式 : 
区 十 下 十 wt 二 0 (11. 8) 
这 里 
y=6b/m (11. 9) 


与 之 前 一 样 ，@s 三 k/m 。 
我 们 第 一 次 遇 到 形 如 方程 (11.8) 的 微分 方程 。 求解 的 
一 个 方法 在 注释 11. 2 中 给 出 。 然 而 ， 我 们 将 尝试 从 物理 情形 


11.3 阻尼 谐振 子 


猜测 解答 ， 因 为 这 样 能 获得 被 形式 解 掩盖 的 深刻 见解 。 
在 许 擦 力 可 上 略 ， 则 运动 满足 


一 Xo cos(wot 中 ) 


一 方面 ,大略 去 弹性 力 ， 物体 将 按 3.6 节 所 示 的 v= 
voe Ww 运动 。 因 此 我 们 猜测 方程 (11.8) 的 解 具有 如 下 
形式 : 

=A "costond Ty KITT TO 
这 里 ， 帮 猜测 正确 ， 可 选择 常量 w 和 wi 使 这 个 试探 解 满足 方 
程 (11.8)。Xo 和 5 是 满足 初始 条 件 的 任意 常量 。 把 试探 解 
代入 运动 方程 (11. 8)， 我们 发 现 方 程 是 满足 的 ， 只 需 


=7y/2 (11. 11) 
Wi/ —(y/2)2 CL, I 


式 中 ，yY= 二 b/m，wo 二 Vk/m ， 同 前 。 

这 个 解 只 在 wi 一 y?*/4 记 0 时 有 效 。 其 他 情形 在 注释 11. 2 
中 讨论 。 

方程 (11. 10) 所 描述 的 运 es 图 中 显示 
了 Y/(2w1) 值 逐 渐 增 大 的 几 种 情形 。 这 些 运 动 使 人 回想 起 上 
一 五 所 摘 述 的 无 阻尼 谐振 动 。 为 强调 这 一 点 ， 我 们 重 写 方程 
(11. 10) 如 下 : 


r=Xoe YiWtcos(wit sy) R11 3) 
或 
T= 和 (tcos(witt$) (11. 14) 
这 里 
ne 7 (11 18) 


除了 振幅 随时 间 指 数 误 减 和 振动 频率 wl 小 于 无 阻尼 频率 wo 以 
外 ,运动 类 似 于 无 阻尼 的 情形 。 运 动 是 周期 性 的 ， 
Xue "YY'cos(wit 十 $) 的 零 交 点 相距 等 时 间 间 隔 T= 二 2x/wi， 
但 是 峰值 并 不 精确 位 于 两 者 中 间 。 

运动 的 基本 特征 依赖 于 比值 w1/Y。 关 wi1/Y 守 1， 余弦 经 
过 很 多 次 零 交 点 后 振幅 只 是 略微 减 小 ， 在 这 个 范围 的 运动 称 
作 弱 阻尼 ; 硅 w1/7Y 比较 小 ,余弦 只 经 历 几 次 振动 ，X(Ct) 就 
很 快 趋 于 和 雪 ， 这 种 运动 称 作 强 阻尼 。 对 于 弱 阻 尼 ，w1 soo， 
但 是 对 于 强 阻 尼 ，wi 比 wo 小 很 多 。 若 w ,二 7Y/2， 试 探 解 失效 ， 


NN 
册 屿 
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11 谐 振 子 
运动 不 再 是 振荡 的 。 系 统 就 称 作 过 阻尼 的 。 
11.3.1 阻尼 振子 的 能 量 耗 散 


摩擦 耗 散 机 械 能 ， 所 以 阻尼 振动 的 能 量 一 定 随时 间 衰 减 。 
为 计算 动能 ， 我 们 通过 求 导 方程 (11. 13) 先 确 定 速 度 。 结 
果 是 


由 三 一 其 De 一 [aisintott 十 了 十 过 cos(oiz 十 旨 | 


CI1. IT65 
我 们 感 兴趣 的 多 是 弱 阻 尼 ， 这 时 owl 六 >y/2， 所 以 mwl soo 。 这 
允许 我 们 做 近似 ， 简 化 计算 ， 并 揭示 出 茶 些 一 般 特 征 。 
wi =wi—(Y/2): ws Ci 
利用 近似 wi 写 Y/2， 方程 (11.16) 括号 里 的 第 二 项 可 以 略 
去 ， 得 


也 三 一 Yoe- Yimt sin(wot$) GL U6. 
式 中 
Vo =wo Xo 
在 这 种 情形 中 ， 势 能 为 
1 ; 
U(D)= FXoe Ycos’ (wott$) (11. 19) 
动能 是 
i 
K(D)= FmVo smwo Xoe Ysin’ (wot 十 由) 
] 2 yh 志 4 
一 了 AAAoe M SIn (wott$) CL 20) 
总 能 量 是 
] gy _ 
E(t)—= FkXoe 2 Cll: 1 


总 能 量 的 豪 减 可 用 一 个 简单 的 微分 方程 描述 : 


dE 
EE 
E=Eoe 7 (ll.22 
式 中 ,Eo 为 :二 0 时 刻 的 能 量 。 
能 量 的 衰减 用 时 间 t= 二 1/y 来 刻画 ， 这 期 间 能 量 从 初始 


11.3 阻尼 谐振 子 


值 衰减 一 个 因子 e“ 兰 0.368。r 通常 称 作 系统 的 阻尼 时 间 。 
在 零 阻 尼 极 限 ，y 一 0，t 一 co, EE 为 常量 。 系 统 就 像 无 阻尼 
振子 一 样 。 

注意 : 我 们 直接 从 动能 定理 就 可 以 得 到 同样 的 结果 。 摩 
擦 力 对 系统 做 功 的 功率 是 vf 座 三 一 bv*。 利 用 方程 (11. 18) 
中 速度 的 表达 式 ， 做 近似 wi 二 wo。， 并 用 平均 值 1/2 蔡 换 
sin* (wot 十 $)， 果然 有 
bv Vie n=— Xe 

=—yE 


例 11.2 阻尼 运动 的 物理 限制 
一 根据 方程 (11.13)， 振 子 一 旦 开始 运动 ， 即 使 它 的 振 
幅 稳步 减 小 ， 它 也 将 永远 振动 下 去 。 为 理解 对 这 种 不 可 能 
的 预测 的 限制 ， 我 们 需要 更 详细 地 检查 谐振 子 的 物理 意义 。 

运动 方程 (11.8) 描述 了 只 受 籍 性 力作 用 的 孤立 振 
子 。 真 正 孤立 系统 的 想法 基本 上 都 是 非 物 理 的 ， 因 为 它 
与 外 界 无 接触 ， 包 括 任何 测量 仪器 。 实 际 上 ， 系 统 总 是 
与 外 界 接触 ， 如 果 处 于 平衡 态 ， 它 们 可 用 一 个 温度 工 来 
表征 。 在 5.9 节 我 们 介绍 了 气体 中 原子 的 随机 热 运 动 和 
气体 温度 的 关系 。 随 机 运动 和 温度 的 关系 是 普遍 的 ， 因 
而 热效应 变 得 比较 重要 。 

5. 11 节 介 绍 的 均 分 定理 预言 了 在 温度 全 处 于 热平衡 系 
统 的 平均 热能 。 在 温度 本 处 于 平衡 的 质量 为 m 的 质点 平均 


动能 是 二 m vw? = 二 kT， 这 里 上 是 玻 尔 北 曼 常量 ， 县 训导 


kA1. 38X10 -23 m?* 。 kg/s :, 

更 一 般 的 ， 均 分 定理 表明 ， 若 系统 的 能 量 可 以 写成 二 
次 型 形式 的 项 之 和 ， 例如 对 一 个 自由 质点 ， 其 动能 为 
m( 如 十 v5 十 U2 )/2， 则 平衡 时 系统 对 每 一 个 二 次 项 平均 具 


有 kT 的 能 量 。 因 此 ， 气 体 中 原子 的 平均 动能 是 AT。 


能 量 为 了 Ar? 十 本 miaz 的 谐振 子 具 有 平均 热能 AT。 当 振子 


的 能 量 衰减 到 可 与 ET 相 比拟 的 地 步 时 ， 能 量 不 再 减 小 ， 
而 是 简单 地 围绕 这 个 平均 值 涨 落 。 
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11 谐 振 子 


为 减 小 热 涨 落 ， 超 精确 的 测量 时 常 在 极 低温 度 下 进行 ， 
当量 子 效应 变 得 重要 时 ， 这 个 措施 最 终 会 失败 。 根 据 量子 
物理 的 定律 ， 谐 振子 的 能 量 忆 尖 不 能 任意 小 ， 必 须 遵守 量 
子规 则 :; 


E# = (n+ ) ho 
式 中 ， 天 人 1.055 X10 Mm2。kg/s。 友 《 读 作 “hbar”) 
是 普 朗 克 常 量 除 以 2r， 7 是 非 负 整数 ; 1 二 0，1，2，…: 
即使 n 一 0， 也 存在 一 个 最 小 的 或 “基态 ”能 量 广 ho。 这 


个 能 量 源 于 内 豪 的 量子 涨 落 ， 在 所 有 系统 中 都 存在 。 在 大 
多 数 情况 下 ， 机 械 系统 中 这 些 涨 落 太 小 ， 可 以 忽略 。 另 外 ， 
量子 物理 的 研究 已 经 达到 这 样 的 灵敏 度 ， 使 机 械 的 量子 涨 
落 可 以 观测 到 ， 从 而 对 精确 测量 设 定 了 一 个 基本 的 限制 。 


11. 3.2 振子 的 Q 


振子 的 阻尼 度 通 常用 一 个 无 量 纲 的 参数 Q 来 表征 ，Q 即 

所 谓 品质 因数 ， 定 义 为 
Q= _ 振子 储存 的 平均 能 量 
运动 1 rad 耗 散 的 平均 能 量 

这 里 所 用 的 “平均 ”是 指 在 一 个 运动 周期 的 时 间 平 均 ， 因 而 
(sin*0)= (cos’0)=1/2,。 

每 弧度 耗 散 的 能 量 是 系统 在 振动 1 rad 期 间 所 损失 的 能 
量 。 在 周期 全 二 2x/wo 中 ， 系 统 振 动 2r rad。 因 此 ， 振 动 1 
rad 所 用 时 间 是 工 /2x 一 1/owo 。 

由 方程 〈11. 22)， 能 量 以 比率 上 二 一 YE 衰减 。 因 此 , 在 
At 二 1/wo 期 间 损 失 的 能 量 为 

| 


dE 
AESs——At=yE— 
A EF AY = rm 


C1 3 


所 以 ， 品 质 因数 为 

了 上 EE wo 
= ey (11., #4) 
弱 阻 尼 振 子 有 Q 全 1， 而 强 阻 尼 系 统 损失 能 量 太 快 ，Q 较 小 。 
音义 具有 约 1000 的 Q 值 ， 而 超 导 微 波 谐振 腔 可 以 拥有 超过 


10 的 Q 值 ， 某 些 系 统 的 Q 字 10? 。 在 零 阻 尼 极 限 ，Q 一 cc 。 


11.3 阻尼 谐振 子 


例 11.3 两 个 简单 振子 的 Q 
音乐 家 的 音叉 在 中 C 上 的 音 A 振动 ，440 Hz。 测 音 表 
显示 ， 上 声音 强度 在 4s 内 减弱 到 1/5。 音 又 的 Q 是 多 少 ? 
音 又 的 声音 强度 与 振动 能 量 成 正比 。 由 于 阻尼 振子 的 
能 量 按 e 7 减 小 ， 通 过 取 1 二 0 和 1 二 4s 的 能 量 比 值 可 确 
定 7: 


ECOeo 
Be ed TY 
E E(0)e 47 3 


因此 
47=lIn5 s- !=1.6s ! 
y==0.48 ! 
从 而 确定 Q: 
DO 20 2rX440 -| 
y 04 ! 
人 7000 


能 量 损失 主要 是 由 于 金属 次 曲 时 会 变 热 。 空 气 摩擦 和 对 底 
座 支点 的 能 量 损失 也 有 贡献 。 音 又 的 对 称 设计 可 使 对 支点 
的 损失 最 小 化 。 若 你 做 这 个 实验 ， 顺 便 提 醒 一 下 ， 耳 采 是 
个 很 差 的 测 音 表 ， 它 对 声音 的 强度 并 非 线性 响应 ; 它 的 响 
应 更 接近 对 数 的 。 

橡皮 筋 的 Q 比 音 又 低 很 多 ， 这 主要 是 因为 长 链 分 子 螺 
旋 的 内 摩擦 。 在 一 个 实验 中 ， 朋 挂 在 强 韧 的 橡皮 筋 下 的 镇 
纸 的 振动 有 1.2s 的 周期 振幅 在 3 个 周期 后 减弱 到 172。 
这 个 系统 的 Q 的 估算 值 是 多 少 ? 

由 方程 〈11. 15)， 振 幅 是 XI1) 一 Xoe(-7/25。 振 子 的 
周期 是 全 二 1.2 s， 所 以 频 兴 为 wo 三 2x/T= 二 5.24s-1。 在 二 
二 0 和 t+ 二 3X1.2 8s 二 3.65 时 刻 振 幅 的 比值 是 


Nd 
~ X(3.6s) Xoe .60/2) 


解 此 方程 可 得 
1. 87y 王 ln2 王 0. 69 
或 
yy 一 0. 39 S 
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11 谐振 子 
因此 
wo 9724 8™ 1 
Oe 0Q539°8 
二 13 


Q 这 么 小 还 采用 弱 阻 尼 的 结果 ，Q@ 二 wo/7Y， 这 看 上 去 是 有 
问题 的 。 相 关 近 似 引 入 的 误差 量 级 是 (Y/wo)? 二 (1/Q)?， 
对 于 Q>10， 误差 小 于 1%。 

注意 : 音 又 和 橡皮 筋 的 阻尼 常量 几乎 是 相同 的 。 然 而 
音 又 有 非常 高 的 Q， 这 是 因为 ， 在 一 个 阻尼 时 间 里 ， 振 动 
经 历 了 更 多 的 周期 ， 每 个 周期 损失 的 能 量 相应 地 就 变 少 了 。 


例 11.4 阻尼 振子 的 图 形 分 析 


Hs 


ll 
ll 和 漳 
广 靖国 上 nk 


ta te tp 时 间 , ms 


I RE 


插图 取 自 一 个 振动 系统 的 位 移 随 时 间 变 化 的 示波器 迹 
线 照 片 。 我 们 一 限 就 能 看 出 系统 是 阻尼 谐振 子 。 频 率 wl 和 
品质 因数 Q 从 图 中 可 以 确定 。 

从 妃 到 龙 的 时 间 间 隔 是 8 ms。 在 这 个 间隔 有 28.5 个 特 
环 (全 周期 )。( 读 者 自己 从 图 中 检查 这 一 点 。) 振动 的 周期 
是 T= 二 8X10-3 s/28. 5 二 2. 81 X10 s。 角 频率 为 w0 二 2x/T 二 
22400 s“!。 相 应 的 频率 是 v= 二 wo/2x 二 3560 Hz。 

为 计算 品质 因数 QQ@ 二 w1/Y， 必 须知 道 阻 尼 常 量 。 由 方 
程 (11.15),， 振幅 是 Xoe “7Y/21。 这 个 函数 描述 了 位 移 曲 
线 的 包 络 线 ， 图 中 用 虚线 画 出 。 在 时 刻 t。， 包 络 线 有 大 小 
Xa 一 2475 单位 。 当 包 络 线 讲 减 一 个 因子 e :一 0.368 时 ， 
它 的 大 小 是 1. 01 单位 。 参 看 插图 ， 从 ta 测量 ， 这 发 生 在 时 


11.4 受 迫 谐振 子 


刘 t= 二 5.35 msz 因 导 5 ee ar ae-l1， 喜 耻 二 3/ 二 374 
s 1。 品 质 因 数 为 Q 二 wi1/7Y 二 60。 

现在 说 一 下 系统 。 这 不 是 机 械 振子 ， 甚 至 也 不 是 电 振 
子 。 信 号 是 由 小 体积 内 的 氢气 辐射 电子 产生 的 。 为 在 示 波 
器 显示 ， 信 号 已 经 大 幅度 放大 。 另 外 ， 原 子 实际 上 是 以 
9. 2X10? Hz 辐射 。 这 对 示波器 跟踪 来 说 太 高 了 ， 频 率 通 过 
电子 学 方法 转 到 一 个 低 值 。 这 不 影响 包 络 线 的 形状 ， 我 们 
的 y 测量 值 是 正确 的 。 如 果 采 用 原子 系统 频率 的 真实 值 ， 
实际 的 Q 是 


这 样 高 的 Q 在 原子 系统 中 并 不 少见 。 


11.4 受 迫 谐振 子 


谐振 子 最 有 意思 的 应 用 通常 都 与 它们 受到 随时 间 变 化 的 
作用 力 E4z) 时 的 表现 有 关 ， 特 别 是 周期 力 的 情形 。 这 样 的 
系统 称 作 受 扔 谐振 子 。 对 于 弹 壮 上 的 物体 ， 通 过 移动 弹簧 的 
-认可 以 施加 一 个 力 。 有 具体 就 是 让 弹 筑 的 一 端 按 S 二 Socoswt 
运动 ， 如 图 所 示 。 作 用 在 物体 上 的 力 为 一 k(x 一 Socoswt)， 
这 里 z 是 物体 离 平 衡 点 的 位 置 。 因 此 ， 弹 性 力 为 
FF 弘 二 一 k(x 一 Socoswt)=—kzx 二 Focoswt 
式 中 ，Fo 二 kSo。 我 们 假定 也 存在 阻尼 力 一 By， 所 以 运动 方 
程 为 
m=—bi—krTFocoswt 


按 和 常规 改写 成 标准 形式 : 
- . 2 Fo 
rc i Twox = Coswl (Chl 2 


这 里 和 前 面 一 样 ，y 二 6/m，wo 二 Vk/m 。 求 解 方 程 (11. 25) 
的 正规 方法 在 注释 11. 3 中 给 出 ， 但 是 再 次 猜测 方程 的 解 是 值 
得 的 。 方 程 (11. 25) 的 右边 按 coswt 变化 ， 吸 引 我 们 写 出 试 
探 解 x 二 Xocoswt。 然 而 ， 左 边 的 一 阶 导 数 项 会 引入 一 个 
sinwt 的 时 间 依 赖 ， 而 右边 没有 。 为 了 处 理 它 ， 尝 i 

Xx 二 Xocos(wtT$) (11. 26) 
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So cos w! 


地 人 Tm 
mm 
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这 确实 满足 方程 (11. 25)， 只 需 Xo 和 # 取 如 下 值 : 


F ] 
777 [two—w (wy 2 


$=arctan (7—; ) (11. 28) 


上 
(S380 G2 


当 w 接近 wo 时 ， 振幅 Xo 较 大 ， 相 变化 较 快 。 因 此 ， 可 合理 地 
取 近 似 


wo—w=(w0 Fw) (wo —w R20 (wo—w) 


其 他 地 方 取 ws*oo 。 利 用 这 些 近似 ， 


Fo ] 
觉 0 三 ee 一 Ei 
”2miwo | (wo 一 双关 二 (AN272 [V2 
172 | 
$ =arctan( 一 ) (11. 30) 
人 0 Ww 
我 们 也 需要 速度 的 表达 式 : 
v=—Vosin(wt ts$) (El 坟 灿 》 
式 中 
Vo=wXo CEs Be 
| 
<l 
Wo 
< < 
怪 慌 
联 联 
0 0 
六 cn Wo 2@0— 0 二 On OO 2000— 0 


振幅 Xo( 上 ) 和 相 $ (下) 随 驱 动 频率 w 的 变化 曲线 显示 
在 图 中 ， 左 边 是 小 阻尼 ， 右边 为 大 阻尼 。 注 意 ， 当 w 从 w<< 
wo 变化 到 wy 福 we 时 ， 相 变化 x。 振幅 和 相 显 著 变 化 的 频率 范 
围 依赖 于 比值 y/oo 。 


11.4 受 迫 谐振 子 


例 11.5 受 追 谐振 子 演示 

取 一 个 长 的 橡皮 筋 ， 一 端 是 挂 点 什么 ， 比 如 一 把 重 的 
袖珍 刀 ， 另 一 端 拿 在 手中 。 通 过 观察 自由 运动 ， 很 容易 确 
定 共振 频率 wo。 现 在 以 w 二 wo 的 频率 慢 慢 晃动 你 的 手 ， 重 
物 将 与 你 的 手 同 步 运动 。 若 以 w 之 oo 的 频率 晃动 系统 ， 你 
会 发 现 重 物 与 你 的 手 运动 反 向 。 对 于 你 的 手 的 一 个 给 定 幅 
度 的 运动 ， 当 w 在 oo 之 上 增 大 时 ， 重 物 运动 的 幅度 变 小 。 
车 你 试 着 以 共振 频率 届 一 wo 晃动 系统 ， 运 动 幅度 会 大 到 重 
物 飞 到 空中 或 碰 到 你 的 手 。 对 于 每 种 情形 ， 和 了 系统 都 不 再 是 
一 个 简单 的 振子 了 。 


11.4.1 受 人 迫 谐 振子 储存 的 能 量 


能 量 的 考虑 可 以 简化 11. 2. 2 节 中 孤立 振子 的 讨论 ， 对 于 
受 迫 振子 ， 它们 其 至 更 为 有 用 。 由 方程 (11.26) 和 
(11. 31)， 我 们 有 

E(t)=K (CG) TUCt) 


l 站 oy 志 2 
= FXoLmwosin (wt 十 $) 十 kcos’ (wot $) | 


Lb 
一 了 AA40 


这 里 ， 我们 再 次 做 了 近似 ws。 
来 和 目 驱 动力 做 功 的 能 量 流 进 受 迫 振子 ， 又 被 阻尼 力 耗 散 。 
由 动能 定理 ， 
Wee=WE 二 We 
这 里 ， 在 给 定 的 时 间 间 隔 ，WY 是 驱动 力 所 做 的 功 ，AE 是 振 
于 机 械 能 的 变化 ，W™ 是 阻尼 力 的 非 保守 功 。 当 稳 态 条 件 达 
到 后 ， 振 子 的 机 械 能 是 常量 ，AE 二 0， 从 而 有 
VWd 一 Wanc 
在 稳 态 条 件 ， 驱 动力 的 功率 等 于 阻尼 耗 散 的 功率 。 
振子 的 机 械 能 是 常量 ,但 机 械 能 并 不 守恒 ， 因 为 振子 不 
是 孤立 的 。 驱 动力 对 振子 做 功 ， 振 子 做 功 抵消 黏 滞 阻 尼 力 。 
右 我 们 扩大 系统 ， 包 括 驱 动力 和 阻尼 力 ， 扩 大 系统 的 总 能 量 
将 是 守恒 的 。 扩 大 系统 的 总 能 量 包括 提供 驱动 力 的 任何 能 源 ， 
包括 振子 的 机 械 能 和 阻尼 生成 的 热能 。 
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当 开始 施加 驱动 力 时 ， 振 子 静止 ， 机 械 能 为 零 。 在 初始 
时 期 ， 驱 动力 做 的 一 些 功 进入 振子 储存 的 机 械 能 ， 振 子 储存 
的 机 械 能 累积 到 最 终 的 稳 态 值 。 变 化 的 时 期 称 作 暂 态 ， 我 们 


将 在 11.5 节 讨 论 。 


利用 方程 (11. 27) 和 “(11.32) 给 出 的 了 X。 和 Vo 的 值 ， 储 
存 的 能 量 是 


gas 上 呈  _ - 人 了 5 
一 (CA2)2 


我 们 可 以 把 E(w) 重 写成 三 个 因子 的 乘积 . 


1 Fé 
i 
(WO < 
rs = 
(2 
(y/2)? 
g(w)= Wy 


(wd — wy Cy 2 
从 而 Elw) 可 以 改写 成 
E(w)=EoQ’g(w) (11. 34) 


这 里 ，E, 是 被 力 Focoswt 驱动 的 自由 质点 m 的 动能 的 两 倍 。 
“两 倍 ” 源 于 自由 质点 缺少 振动 物体 所 具有 的 势能 。 

品质 因数 Q=owo/7y 在 11.3.2 节 中 引入 ， 这 里 我 们 用 它 
描述 振子 能 量 的 衰减 时 间 ， 按 振动 数 进行 统计 。 


11. 4.2 共振 


函数 g(w) 称 作 线形 函数 〈 也 称 洛 伦 效 量 )， 它 最 初 源 
于 原子 辐射 的 谱 线 形状 分 析 。 线 形 函 数 描述 了 当 被 周期 驱动 
力 激发 时 振子 能 量 的 频率 依赖 性 。 在 wo 附近 的 峰值 称 为 共 
振 ，wo 称 作 共 振 频 率 ， 曲 线 本 号 通常 称 为 共振 曲线 。 

共振 时 gr(wo) 王 1。 当 w+ 上 一 oo 三 士 y/2 时 ， 曲 线 减 到 峰 
值 的 一 半 。 曲 线 在 半 最 大 值 的 频率 宽度 称 作 共振 宽度 Aw， 
通常 缩写 为 FWHM ( 半 峰 全 宽 )。 由 于 w+ 一 w- 二 2(Y/2)= 
Y， 我 们 有 

Aw 王 7 (11. 35) 

当 y 减 小 时 ， 曲 线 变 得 更 窗 ， 系 统 显 著 响 应 的 频率 范围 变 得 
更 小 ， 振 子 在 频率 上 变 得 更 具 选 择 性 。 


11.5 暂 态 行为 


储存 能 量 的 最 大 值 为 
Eax =Q’ Eo CL sO 
这 个 结果 对 谐振 子 的 应 用 具有 一 些 指 导 作 用 。Q? 的 数值 可 以 
非常 大 .振子 通过 储存 每 个 周期 传递 的 能 量 而 放大 非常 小 的 
周期 力 的 效果 。 
在 11.3.2 市 引入 品质 因数 
Q=wory C11...37) 
用 来 刻画 自由 振子 耗 散 能 量 的 时 间 。 能 量 衰 减 一 个 因子 e 
的 时 间 是 t= 三 1/Y， 所 以 我 们 有 
t=Q/w 
本 节 ， 品质 因数 具有 很 不 一 样 的 意义 。 由 于 线形 函数 的 宽度 
是 Aw 王 Y， 我 们 可 以 把 方程 (11. 23) 重 写 为 
共振 频率 on 
共振 曲线 频率 宽度 ”Aw 
插图 显示 了 不 同 Q 的 线形 有 曲线。 很 明显 ，Q 二 20 的 系统 
比 Q=4 的 系统 更 具 选 择 性 。 如 例 11.4 所 指出 的 ， 茶 些 原子 
系统 的 Q 可 以 高 达 10s。 共 振 曲 线 尖 锐意 味 着 ,除非 驱动 非 
常 接 近 共 振 频 率 ， 否 则 系统 实质 上 是 不 响应 的 。 这 个 频率 选 
择 性 就 是 把 谐振 子 用 作 频 率 标 准 或 时 钟 的 基础 ， 例 如 在 数字 
式 手 表 中 的 振动 石英 品 体 。 
振子 的 时 间 响 应 和 频率 响应 显然 是 密切 相关 的 。 但 是 ， 
在 讨论 应 用 之 前 ， 我 们 需要 完成 受 迫 振子 的 求解 ， 目 前 的 解 
并 未 显示 详情 。 


从 二 (11.38) 


11.5 暂 态 行为 


迫 谐振 子 运 动 的 解 x 二 Xocos (wt 十 $) 满 足 运动 方程 
(11.25)， 但 却 是 不 完全 的 ， 它 不 能 适应 实际 问题 的 任意 初始 
条 件 。 例 如 ， 如 果 物 体 在 上 =0 从 静止 释放 ， 初始 条 件 是 
7X(0) 二 0; v(0) 二 0 我们 的 解 就 没 办 法 描述 它 ， 因 为 方程 
(11.29) 和 (11. 30) 总 是 给 出 Xo 和 的 确定 值 。 

幸运 的 是 ， 处 理 很 简单 。 注意 : 非 受 迫 或 自由 阻尼 振子 
方程 (11. 8) 和 受 迫 振子 方程 (11. 25) 左边 是 相同 的 。 不 同 
的 是 方程 (11.8) 右边 为 零 ， 而 方程 (11. 25) 的 右边 是 驱动 
项 Focoswt/m。 因 此 ， 夺 Xx 自由 是 方程 (11.8) 的 解 ，x 


线形 函数 g(@w) 


线形 函数 g (ww) 


0.8w0 1.0w0 1.2w0 
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是 方程 (11. 25) 的 解 ， 则 
六 (it) 一 工 站 由 《ED) 十 袜 驱 动 ( 上 上) (11. 39) 
也 是 方程 (11.25) 的 解 。 
代入 方程 (11.10) 的 解 x 由 和 方程 (11.26) 的 解 
工 驱 动 ， 我 们 有 
X(t)=Xre Ycos(wot gt) Xocos(wt ss) 
Cl) 
这 里 ，Xt 和 #1 是 任意 常量 ， Xo 和 $$ 由 方程 (11.29) 和 
(11. 30) 给 定 。( 右 边 的 第 一 项 我 们 做 了 近似 wi 完 wo)。 
方程 (11. 40) 的 第 一 项 ， 暂 态 ， 随 时 间 指 数 式 衰减 ， 最 
终 消 失 ， 留 下 完全 确定 的 稳 态 性 能 Xocos(wt 十 $)。 


例 11.6 谐 波 分 析 器 
分 析 由 许多 频率 组 成 的 含 时 信号 频谱 的 仪器 称 作 谐 波 
分 析 器 。 谐 波 分 析 器 测量 在 可 选择 的 共振 频率 处 对 驱动 信 
号 的 响应 。 一 个 简单 的 例子 就 是 老式 调谐 收音 机 ， 它 通过 
改变 电路 的 共振 频率 ， 从 众多 的 广播 频 举 中 选取 一 个 频率 
收听 。 | | 
我 们 取信 号 为 (Fo/m)coswot。 谐 振子 的 响应 由 方程 
(11.26) 一 (11.28) 给 出 。 振子 的 相 常 量 由 方程 (11. 28) 
给 出 ， 在 共振 频率 ，g% 王 士 arctance。 符 号 的 不 确定 性 源 于 
当 频 率 通过 共振 峰 时 相 改 变 fx。 我 们 取 # 三 一 fr/2。 稳 态 振 
子 对 驱动 场 的 响应 则 是 Xosinwot， 所 以 方程 (11.40) 有 
如 下 形式 : RE 
z(t)=Xre Ycos(wot gi) Xosinwot 
这 至， 由 方程 (11. 27) 得 到 共振 时 ， 
0 Ee 
mwoy ' 
对 于 从 静止 开始 的 物体 ， 我 们 要 求 ，x (0) 二 0， 之 (0) 一 0。 
(假定 wo 沁 7/2) 结果 为 
X(t)=Xo0(l—e Wt)sinwot (11. 41) 
图 中 显示 了 高 低 Q 值 时 的 T(t) 图 。 从 静止 开始 的 物 
体 ， 积 累 到 最 终 的 振幅 所 需 的 时 间 依 赖 于 振子 的 Q 值 。 积 
累 的 特征 时 间 是 阻尼 时 间 t= 二 1/7y。 我 们 希望 分 析 器 快速 响 
应 ， 特 别 是 信号 幅度 随时 间 变 化 的 时 候 ， 而 这 要 求 阻 尼 时 
间 较 短 。 由 于 QQ 二 wotr， 对 这 个 应 用 来 说 需要 的 是 低 Q 值 。 


11.6 时 间 响 应 与 频率 响应 


如 图 所 示 ，Q 二 1 的 系统 不 足 两 个 周期 就 达到 稳 态 ， 而 
Q 二 10 的 系统 需要 超过 10 个 周期 才 到 稳 坊 。 

另 一 方面 ， 若 振子 要 分 解 较 小 的 频率 差 值 ， 共 振 宽 度 
Aw 必须 小 。 由 于 Q 二 wo/Aw， 高 Q 值 就 是 所 需 的 ， 但 是 
响应 会 较 慢 。 在 响应 速率 和 频谱 解析 之 间 存 在 一 一 个 权衡 取 
舍 的 问题 。 


11.6 时 间 响 应 与 频率 响应 


自由 振子 的 阻尼 越 小 ， 它 的 能 量 耗 散 得 就 越 慢 。 同 样 的 
振子 被 驱动 时 ， 阻 尼 减 小 会 更 具 频 率 选择 性 。 我 们 现在 要 证 
明 ， 阻尼 自由 振子 的 时 间 依 赖 性 和 受 迫 振子 的 频率 依赖 性 是 
密切 相关 的 。 

由 方程 (11. 22)， 目 由 振子 的 能 量 是 

E(i1)=Eve YX 


阻尼 时 间 是 r* 王 1/y。 
接 下 来 ， 考虑 同样 的 振子 被 力 Focoswt 驱动 时 的 频率 响 
应 。 由 方程 (11. 35)， 共 振 曲 线 宽度 是 


Aw 一 7， 
阻尼 时 间 和 共振 曲线 宽度 满足 

rzAw 一 |] (11. 42) 
根据 这 个 结果 ， lee pci 阻尼 时 间 和 共振 
宽度 都 是 任意 的 ; 大 我 们 选择 了 一 个 ， 另 一 个 自动 由 方程 


(11.42) 固定 。 

方程 〈11. 42) 在 设计 机 械 和 电子 系统 时 有 许多 应 用 。 具 
有 闹 度 频率 选择 性 的 任何 元 件 偶尔 受到 微 扰 时 都 会 振动 很 长 
时 间 。 另 外 ,这样 的 元 件 受 到 驱动 力 时 需要 花 很 长 时 间 达 到 
稳 态 ， 因 为 初始 条 件 的 效应 消失 得 很 慢 。 更 普遍 的 是 ， 方 程 
(11. 42) 在 量子 力学 中 起 着 基本 的 作用 ， 它 与 海 森 伯 不 确定 
度 原 理 的 一 种 形式 密切 相关 。 


例 11.7 ”振动 衰减 器 
共振 现象 在 实际 中 具有 正 负 两 个 方面 。 在 共振 频率 操 
作 一 个 系统 ， 对 于 非常 小 的 驱动 力 ， 我 们 可 以 获得 一 个 天 
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振幅 的 响应 。 管 风琴 有 效 地 利用 了 这 个 原理 ， 而 共振 电路 
使 我 们 能 把 收音 机 调 到 所 要 的 频道 。 在 负 的 方面 ， 我 们 不 
想 要 汽车 的 弹 赞 或 发 动机 的 曲轴 大 幅 运 动 。 为 减少 共振 时 


的 过 分 响应 ， 需 要 一 个 耗 散 的 摩擦 力 。 


从 环境 隔离 物体 的 问题 在 灵敏 实验 仪器 的 设计 和 无 数 
日 常情 形 中 都 会 出 现 。 人 例如， 把 颠 稀 公 路 的 影响 与 车 体 隔 


离 ， 基 本 的 策略 是 用 弹簧 缓冲 和 干扰。 这 个 策略 可 以 非常 有 


效 ， 但 是 ， 我 们 也 会 看 到 ， 它 也 有 弄 糟 的 可 能 。 

为 了 演示 原理 ， 我 们 把 系统 理想 化 为 一 个 质量 为 M 的 
物体 ， 静 止 放 在 劲 度 系数 为 到 的 弹 先 顶部， 下 部 国定 在 可 
以 振动 的 地 板 上 上 :我们 假定 系统 受到 约束 ， 唯 一 重要 的 运 
动 是 紧 直 的 。 地板 以 频率 wg\、 振 幅 y0o 振 动 ， 所 以 它 的 位 置 
满足 


~ 


y= yoCcoOswet 
我 们 用 工 表 示 M 离 平衡 位 置 的 位 移 。M 的 运动 方程 为 
MY =k(xr—y)=k(r—yocoswgt) . 
可 以 写成 标准 形式 
十 wirx=wt yocoswet 


这 里 ， 像 前 面 一 样 ，wo 二 VE]M 。 
稳 态 运动 为 工 一 rocoswst， 这 里 


WO SD (1) 
WO) Wp 


振动 衰减 器 的 效果 依赖 于 比值 |zo1/1yo|， 我 们 用 多 表示 : 


弹簧 是 置 的 目标 是 使 多 尽 可 能 小 。 在 无 阻尼 情形 ， 由 方程 
(1)， 多 为 


9 一 - 


(wi 一 oz ) 
对 于 ws<wo，FA21， 振 动 基本 上 无 衰减 地 传递 。 然 而 ， 对 


于 wg 污 wo， F<<1， 振 动 是 衰减 的 。 因 此 ， 为 了 振动 衰减 器 
有 效 ， 它 的 共振 频率 必须 比 驱 动 频率 低 。 


11.6 时 间 响 应 与 频率 响应 


我 们 的 系统 有 一 致命 缺陷 3 车 振动 接近 共振 频率 ws 过 
wo， 振 动 衰减 器 就 变 成 了 振动 放大 器 。 为 避免 它 ， 必 须 提 
供 某 些 阻尼 装置 。 这 通常 用 一 个 称 作 阻 尼 器 的 装置 〈 在 汽 
车 行业 ， 称 作 减 振 器 ， 活 塞 在 充满 油 的 气缸 里 ) 来 实现 。 
阻尼 器 提供 一 个 黏 性 力 一 如， 这 里 一 之 一 》 是 末端 的 相对 
速度 。 : 

M 的 运动 方程 是 

有 
取 y 二 yocoswgt， 3 二 一 wgyosinwgt， 我 们 得 到 
wr 二 wt yocoswept™ yor dinwet 
这 里 ，Y 二 5b/M，wo0 二 有/M。 这 是 类 似 受 连 阻尼 振子 的 方 
程 (11. 25)， 只 是 地 板 在 阻尼 器 上 的 运动 引入 了 附加 的 驱 


动 项 Ywgyosinwsgt。 我 们 可 以 猜测 解 具 有 形式 工 二 zocos 
(wgt 十 5) 或 者 用 注释 11,3 描述 的 方法 正式 导出 解 。 


两 个 方法 都 给 出 
1 
=| qi 二 Ko) 直 
(Wt = YY 
10:0 
0 
i | 
5.0 " 
Ce 
2.0 
“人 
wr Td 
1.0 
\ 5 re mmm 
~ 
、 
人 六 SN 
re 
a 
™ 
We 
~ 
Pw 
02 和 
0.1 | 
0 0.5 1.0 1 2.0 Ae 3.0 Wyo/ 


对 不 同 的 7/wo 值 ， 图 中 显示 了 久 随 ws /wo 变化 的 章 线 。 


若 wp/wo 三 1. 5，|zol/|yo| 六 上 扳 动 实际 上 十 加 强 的 ， 说 
明 即 使 有 了 阻尼 ， 把 共振 频率 减 到 驱动 频率 以 下 也 是 必须 
的 。 wo 9， US 对 于 这 些 较 高 的 频率 ， 阻尼 越 
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小 ， 振 动 隔离 越 有 效 。 然 而 ， 小 阻尼 增 大 了 接近 共振 时 振 
动 的 危险 。 
车 在 收费 高 速 公 路 上 平稳 驾驶 是 主要 的 考虑 ， 需 要 的 


是 一 个 重型 的 汽车 、 弱 阻尼 和 软 弹 簧 。 这 样 的 汽车 在 颠 锯 


的 路 上 是 难于 控制 的 ， 会 激发 共振 。 最 好 的 悬挂 是 重 阻 尼 ， 
感觉 相当 生硬 。 驱动 有 续 陷 减 振 器 的 危险 是 ， a 
笋 可 能 使 汽车 失控 。 


注释 11. 1 复数 


本 章 所 有 运动 方程 都 可 以 用 复 变 水 数 简单 求解 。 本 注释 
概述 复数 的 定义 和 代数 ， 下 面 两 个 注释 介绍 如 何 用 复数 求解 
运动 方程 。 

1. 基本 性 质 
每 个 复数 xz 都 可 以 写成 笛 卡 儿 坐 标的 形式 x 十 iy， 这 里 
三 一 1。Xx 是 z 的 实 部 ，y 是 虚 部 。 
两 个 复数 z1 二 x1 十 iy1 与 xz 一 Z2 十 iy2 的 和 是 复数 
z1 十 z&2 一 (ZI 十 Z2) 十 1iCy1 十 yz2) 
zl 和 z2 的 积 是 


zlz2 一 (zl 十 1iyl)(Czr2 十 1iyz) 一 Ziz2 十 irlyz 十 1y17z2 十 计 y1Iy2 
一 (zlz2 一 yI1y2) 十 1Czly2 十 y1 袜 2 ) 
若 两 个 复数 相等 ， 则 实 部 和 虚 部 分 别 相等 : 


LI 十 1y1 一 并 2 十 1y2 


意味 着 
光一 
Wi = 
2. 复 共 斩 


z* 三 xz 一 iy 是 z 二 x 十 iy 的 复 共 思 。 量 |z| 王 Vzz* 是 > 
的 大 小 : 
EIEN 
/x Tiy) (rz—iy) 
一 ME 十 2 
3. 棣 莫 弗 定理 
棣 莫 弗 定理 表明 ，e” = 一 cosg 二 ising。 这 可 以 用 寡 级 数 表 


注释 11.2 求解 阻尼 谐振 子 的 运动 方程 


示 时 三 1] 十 zz 二 (172) 均 2? 十 (1731023 十 必 来 证 明 。 利 用 站 和 一 1， 
8 一 一 i， 等 ， 我 们 有 
ed =1Ti0— (1/20 二 (1/31) (0 
=1—(1/20 a Tif (l/h | 
把 这 些 表 达 式 与 第 1 章 注 释 1. 3 的 cos6 和 sing 的 过 级 数 展 开 
进行 比较 ， 就 完成 了 证 明 。 
4. 标准 形式 
任何 复数 部 可 以 写成 标准 形式 x 十 iy， 这 里 x+ 和 y 是 实 
数 。 由 于 许 二 一 1, i 在 表达 式 里 的 短 次 可 以 从 不 高 于 1。 下 
面 是 一 个 例子 : 
(atib} arTib)(c—id) 
(Cer er me 
_ aT b(te—id) 
= 


Wace Tod Toc — ad) 
c* 十 d* 


这 里 我们 用 分 母 的 复 共 思 e 分 别 乘 以 分 子 和 分 母 。 
5. 极 坐 标 表示 

每 个 复数 < 都 可 以 写成 极 坐 标的 形式 re*。r 为 实数 ， 即 
异 ，0 是 幅 角 。 为 从 笛 卡 儿 坐 标 变换 到 极 坐 标 形式 ， 我 们 用 


re 一 rcosO 十 1rsinb0 》 
(x, 了) 
一 并 十 iy 
由 此 则 有 
XxX=rcoso 
r rsing 
y=rsing 
和 
并 十 了 Fs » 


0=arctan = 
我 们 看 到 , r==lz|==Vx’ 二 y*。 
注释 11. 2 求解 阻尼 谐振 子 的 运动 方程 


运动 方程 为 
区 十 六 十 wx 二 0 (1) 
为 了 把 它 转换 为 复数 形式 ,我 们 引入 伴随 方程 
yy Twoy=0 (2) 
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把 方程 (2) 乘 以 1， 与 方程 (1) 相 加 后 得 到 


交 十 了 2 十 oz 一 0 (3 


注意 : z 的 实 部 或 虚 部 都 是 运动 方程 可 接受 的 解 。 


z 的 导数 的 系数 均 是 常量 ， 所 以 对 于 方程 (3) 的 解 ， 一 
个 目 然 选 择 是 
之 一 之 0 ee (4) 
式 中 ，z0o 和 we 是 和 常量。 将 试探 解 代 入 方程 (3) 得 到 
&2zoee cayzoe™ wi zoer =0 


消去 共同 的 因子 ， 我 们 有 


&2 十 wy 十 wh 一 0 (5 
因而 有 解 
涡 . A 2 
ae 一 一 地 二 人 本: (6) 


令 两 个 根 为 a1 和 wy 。 方 程 的 解 可 以 写成 
=A Tpe! 
式 中 ， zA 和 zB 为 常量 。 
解 有 三 种 可 能 的 形式 ， 取决 于 a 是 实数 还 是 复数 。 我 们 
依次 考虑 这 些 解 。 
情形 1 低 阻尼 : (7/2)2< 委 owi 。 


在 这 种 情形 ，Vy(y/2)? 一 wi 是 虚 的 ， 可 以 写 为 


i 7 
a 一 一 了 工 i 0 一人 (ef 
一 一 性 士 io 
这 里 
1 Va 
解 是 


z=e YL(ziewit ze wit) (8) 


式 中 ，z1 和 zs 是 复 常 量 。 为 确定 < 的 实 部 ,我 们 把 复数 改写 
成 笛 卡 儿 坐 标的 形式 : 


Xiy=e (02 (xttiyi) (coswitisinwit) 


二 (x2 十 i1y2) (coswit—isinwit)] 


注释 11.2 求解 阻尼 谐振 子 的 运动 方程 


重新 整理 后 得 到 实 部 
=e WN eos ts) 


式 中 ，A 和 5 是 新 的 任意 常量 。 这 就 是 方程 (11. 10) 引用 
的 结果 。x 的 虚 部 也 是 方程 的 解 ， 具 有 相同 的 形式 。 
情形 2 ”过 阻尼 : (7y/2)? 这 wi。 


在 这 种 情形 ，V(Y/2)? 一 wo 是 实 的 , 方程 (5) 有 解 


2 
sd dd Nh 
四 施主 2 ] (y/2)? 


两 个 根 都 是 负 值 ,我们 可 写 为 


Z=xie laltTwae I 1 (9 ) 
指数 函数 是 实 的 。z 的 实 部 为 
r=Ae lel Be iazl (10) 


这 个 解 表 明 没 有 振动 行为 ， 是 所 谓 的 过 阻尼 。 
情形 3 临界 阻尼 : y?/4 二 wi，。 
若 y*/4 二 wos， 我 们 只 有 单 根 


相应 的 解 为 
T=Ae Y/N (11) 
然而 ， 这 个 解 是 不 完全 的 。 数 学 上 ， 二 阶 线性 微分 方程 的 解 
一 定 总 是 涉及 两 个 任意 和 常量。 物理 上 ， 解 必须 有 两 个 常量 ， 
以 便 使 我 们 确定 振子 的 初始 位 置 和 初始 速度 。 像 微分 方程 教 
材 所 描述 的 那样 ， 第 二 个 解 可 用 参数 变量 试探 解 而 确定 
T=u(t el Yt 
把 它 代 入 方程 (1)， 并 记 着 在 这 种 情形 下 y= 二 2w。， 我 们 可 以 
确定 u(t) 必须 满足 的 方程 : 


i =0 
因此 
u=a++bt 
恒 守 阻尼 的 通 解 则 是 


r=(A+TBt)e Y/Y (11. 43) 
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注释 11.3 求解 受 迫 诺 振 子 的 运动 方程 


运动 方程 是 
a 2 Fo 
es TY TwoT oo coswt (1) 
伴随 方程 是 
F 
潮 二 六 tw?y—— sinot (2) 


把 方程 (2) 乘 以 1， 与 方程 〈1) 相 加 后 得 到 


Fo . 
i (3) 


z 必须 像 ew 一 样 变 化 ， 所 以 我 们 尝试 
z= zoe 


把 它 代 入 方程 (3) 得 到 


y 7 ， 
《一刀 十 ioy 十 wzoew = 


Fo . 
e lwt 
7172 


用 分 母 的 复 共 罗 分 别 乘 以 分 子 和 分 母 ， 我 们 可 以 把 zo 变 成 备 

卡 儿 坐标 的 形式 。 从 而 有 

Fo oo 一 wo 一 io7y 
2 

采用 极 坐 标 形 式 : zo 王 Reg ， 这 里 


R 一 一 人 人 之 0 用 0 


Fo ] 
NE Cp — or 2* 二 《本子 这 


和 
WY 
一 arct 半 汪 
岂 一 BC ai 7 
完全 解 为 
z= Re's ew 
其 实 部 为 


T=Recos(wt iy) 


» | Sr 
习题 


慰 ¥* 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
11. 1 sin2 的 时 间 平 均 

通过 直接 计算 证 明 ，(sin?C27)) 一半， 这 里 时 间 平均 是 
指 取 任 一 个 完整 的 周期 11 二 1 才 ti 十 2x/w。 
11.2 sinxcos 的 时 间 平 均 

通过 直接 计算 证 明 ，《sin(wt)cos(wt)》 王 0， 平 均 是 指 取 
一 个 完整 的 周期 。 
11.3 阻尼 振子 和 弹 筑 

一 个 0.3 kg 的 物体 连 到 一 个 弹 竹 上 ， 以 2 Hz 振动 ，Q 
为 60。 确 定 弹 自 劲 度 系 数 和 阻尼 系数 。 
11.4 阻尼 振子 的 相 移 

一 个 无 阻尼 自由 谐振 子 的 运动 满足 x 二 Asinwot。 位 移 最 
大 值 精确 地 处 在 零 交 点 中 间 。 

阻尼 振子 的 运动 不 册 是 正弦 型 的 ， 最 大 值 在 零 交 点 中 间 
徘 前 。 证 明 最 大 值 提前 的 相 角 近似 满足 


1 
” 20 


这 里 ， 我 们 假定 Q 较 大 。 
11.5 对 数 衰减 

对 数 衰 减 6 定义 为 自由 阻尼 振子 相继 最 大 位 移 (在 同一 
方向 ) 比值 的 对 数 。 证 明 6 二 x/Q， 
11.6 阻尼 振子 的 参数 

阻尼 振子 具有 质量 5 kg， 振 动 频 率 0.5 Hz， 对 数 衰 减 
0.02， 确定 弹 蝎 的 劲 度 系 数 k 和 阻尼 系数 5。 
11. 7 临界 阻尼 振子 

右上 日 由 振子 的 阻尼 系数 满足 7 二 2wo。， 就 说 系统 是 临界 
阻尼 。 

(a) 通过 和 直接 代入 证 明 ， 这 种 情形 下 运动 满足 

=A Br)e 

式 中 ，A 和 B 为 常量 。 

(b) 一 个 临界 阻尼 振子 静止 在 平衡 点 。 在 1 二 0， 它 受到 
总 冲 量 工 的 打击 。 画 出 运动 ， 并 确定 速度 开始 减 小 的 时 刻 。 
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11.8 秤 的 劲 度 系 数 * 
质量 10 kg 的 物体 下 落 50 cm 后 碰 到 弹 签 秤 的 托盘 上 并 
募 住 。 托 盘 最 终 静 止 在 初始 位 置 下 10 cm 处 。 托 盘 的 质量 为 


-2 kg 


(a) 确定 劲 度 系数 。 

(b) 希望 设置 一 个 阻尼 系统 ， 使 得 秤 在 最 短 时 间 内 达 
到 静止 ， 而 不 过 冲 。 这 意味 着 秤 必须 是 临界 阻尼 的 〈 参 看 
注释 11.2)。 确 定 物体 撞击 后 所 需 的 阻尼 系数 和 托盘 的 运动 
方程 。 
11.9 ”速度 和 了 驱动 力 同 相 * 

确定 使 受 迫 阻尼 振子 的 速度 与 驱动 力 精确 同 相 的 驱动 
频率 。 
11. 10 ”老爷 钟 

老爷 钟 的 摆 每 次 经 过 竖 直 方向 时 都 激活 擒 纵 装 置 。 擒 纵 
器 处 于 张力 下 (由 挂 码 提 供 )， 并 在 轴 下 / 处 给 摆 一 个 小 冲 
量 。 这 个 冲 量 传递 的 能 量 补偿 摩擦 引起 的 耗 散 能 量 ， 所 以 摆 
能 以 等 幅 摆动 。 

(a) 摆 长 为 二 ， 质 量 为 4， 摆 角 大 小 为 00 ， 品 质 因 数 为 
Q， 维 持 这 个 摆 的 运动 需要 多 大 的 冲 量 ? 

(b) 为 什么 摆 要 在 经 过 竖 直 而 不 是 循环 的 其 他 点 哮 合 擒 
纵 器 ? 
11. 11 平均 储存 能 量 

对 一 个 弱 阻 尼 受 迫 振子 ,证明 : 


振子 储存 的 平均 能 量 一 
每 弧度 耗 做 的 平均 能 量 


11. 12 布谷 鸟 钟 * 

一 个 小 布谷 马 钟 有 一 个 摆 ， 摆 长 为 25 cm， 质量 为 10 g， 
周期 1 s。 在 每 天 上 发 条 之 间 ， 钟 由 一 个 下 落 2 m 的 200 g 重 
物 驱动 。 摆 动 幅度 是 0.2 rad。 钟 的 Q 是 多 少 ? 若 钟 被 一 
1J 容量 的 电池 驱动 ， 钟 能 运行 多 长 时 间 ? 

11. 13 两 个 物体 和 三 个 弹簧 

两 个 相同 的 物体 悬 在 三 个 相同 的 弹簧 之 间 。 每 个 弹簧 都 
是 无 质量 的 ， 劲 度 系数 为 &。 物 体 连 接 到 一 个 质量 可 略 的 阻 
尼 兰 上 ， 如 图 所 示 。 了 略 去 重力 。 


习 题 


阻尼 器 施加 一 个 作用 力 bw， 这 里 vv 是 它 两 端的 相对 速 
度 。 力 反抗 运动 。 令 zr1 和 zx: 是 两 个 物体 偏离 平衡 位 置 的 
位 移 。 

(a) 确定 每 个 物体 的 运动 方程 。 

(b) 证 明 运动 方程 可 用 新 的 因 变 量 yi 二 x1 十 x 和 yz 一 
7i 一 x2 求解 。 

(c) 硅 物 体 初始 静止 ， 给 物体 1 一 个 初速 度 wo ， 经 过 足 
够 长 的 时 间 后 ,证 明 物 体 的 运动 是 


计算 w。 
11. 14 受 迫 阻尼 振子 的 运动 

受 力 Focoswt 驱动 的 阻尼 振子 的 运动 满足 zw (1) 二 
Xocos(wmt 十 $)， 这 里 Xo 和 由 方程 (11.29) 和 (11. 30) 
给 出 。 考 虑 在 1 三 0 从 静止 释放 的 振子 。 它 的 运动 必须 满足 
xzr(0) 王 0,， v(0) 二 0, 但 是 ,经 过 非常 长 的 时 间 后 ， 我们 预期 
(1) 二 Xo(1)。 为 满足 这 些 条 件 ， 我 们 取 解 为 

TE Ts EE) 

式 中 ，zxs (1) 是 目 由 阻尼 振子 的 运动 方程 的 解 〈11. 10) 。 

(a) 在 zuCt) 满足 受 迫 阻尼 振子 的 运动 方程 ， 则 工人) 三 
Xa (1) 十 xs(t) 也 满足 ， 式 中 x (1) 是 自由 阻尼 振子 的 运动 方 
程 (11. 10) 的 解 。 

(b) 选择 zs (1) 中 的 任意 常量 , 使 x (1) 满足 初始 条 件 。 
(注意 : 这 里 的 A 和 4 是 任意 的 )， 

(c) 对 于 振子 在 共振 被 驱动 的 情形 ， 画 出 合成 的 运动 。 
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12.1 简介 


在 《原理 》(Principia) 发 表 后 的 儿 个 世纪 里 ， 牛 顿 动 
力学 被 心悦诚服 地 接受 了 ， 这 不 只 是 因为 解释 行星 运动 的 巨 
大 成 功 ， 也 在 于 能 说 明 地 球 上 常见 的 所 有 运动 。 物 理学 家 和 
数学 家 (经营 是 同一 人 ) 创造 了 牛顿 物理 的 优雅 形式 ， 引 入 
了 更 为 强大 的 分 析 和 计算 技术 ,但 都 认为 牛顿 物理 的 基础 是 
不 容 置疑 的 。 到 了 1905 年 6 月 ， 爱 因 斯 坦 在 他 的 文 草 《运动 
物体 的 电动 力学 》(The Electrodynamics of Moving Bodies) 
里 提出 了 狭义 相对 论 。 在 网 站 上 可 用 的 英文 翻译 复印 目 Rela- 
tivity: The Special and General Theory, Albert Einstein, 
Methuen，London (1920)。 原 始 文献 是 Zur Elektrodynamik 
bewegter Korper, Annalen der Physik 17 (1905)。 爱 因 斯 坦 
的 文章 改变 了 我 们 对 空间 、 时 间 和 测量 的 基本 观念 。 

牛顿 动力 学 两 百 多 年 未 受 挑战 的 原因 在 于 ， 虽然 我 们 现 
在 认识 到 它 只 是 运动 定律 的 一 个 近似 ， te 
cA3X103 m/s 的 运动 ， 这 个 近似 太 好 了 。 对 于 以 速率 v 运 
的 物体 ， 观 测 的 相对 论 修正 典型 地 涉及 一 个 因子 v2/c?。 大 
多 数 熟 悉 的 现象 涉及 的 速率 mp 入 c。 即 使 是 对 于 在 轨 卫 星 的 高 
速 ，v*/c* 守 10“，”。 关 于 速率 的 这 个 普遍 特点 ， 存 在 一 个 明 
显 的 例外 : 光 本 号 。 因 此 ， 触 发 受 因 斯 坦 思 考 的 问题 不 是 力 
学 而 是 与 光 有 关 的 ， 就 不 足 为 柯 卫 ， 这 个 问题 源 于 爱 因 斯 坦 
早年 痴迷 的 麦 殉 斯 韦 电磁 理论 一 一 光 的 理论 。 


12.2 牛顿 物理 可 能 的 缺陷 


ei 出 牛顿 思想 中 可 能 在 
在 的 缺陷 。 马赫 对 牛顿 动力 学 没有 提出 改变 的 建议 ， 但 
erepe ehotnenpd telat hn etet 是 至 
关 重 要 的 。1883 年 的 马赫 著作 《力学 史 评 》 含 有 对 牛顿 动力 
学 思想 的 第 一 个 深刻 批评 。 马 赫 仔 细 分 析 了 牛顿 对 动力 学 定 
律 的 解释 ， 注 意 分 辨 定义 、 导 出 结果 和 物理 定律 的 表述 
赫 的 方法 现在 已 被 广泛 接受 ; 我 们 在 第 2 章 对 牛顿 定律 的 讨 
论 主要 是 本 着 马赫 的 精神 。 


12.2 牛顿 物理 可 能 的 缺陷 


《力学 史 评 》 提 出 了 区 分 绝对 和 相对 运动 的 问题 。 按 照 马 
赫 所 说 ， 牛 顿 动力 学 的 基本 弱点 是 牛顿 的 空间 和 时 间 概 念 。 
牛顿 声称 ， 他 会 放弃 假说 (“我 不 作假 说 ”)， 只 处 理 可 观测 
的 事实 ， 但 是 他 并 未 完全 忠实 于 这 个 决定 。 尤 其 是 ， 考 虑 下 
列 出 现在 《原理 》 中 的 时 间 描 述 。( 摘 录 是 人 简明 扼要 的 .)“ 绝 
对 的 、 真 实 的 和 数学 的 时 间 ,， 由 其 本 性 目 身 地 均匀 流逝 独 ， 
与 任何 外 界 事物 无 关 。 相 对 的 、 表 观 的 和 普通 的 时 间 是 绝对 
时 间 的 某 些 可 感觉 的 、 外 部 的 测量 ， 是 通过 物体 的 运动 估算 
的 ,不管 是 精确 的 还 是 不 均匀 的 ， 通 常用 来 代替 真正 的 时 间 ; 
诸如 小 时 、 日 、 月 和 年 。” 

马赫 评论 道 ,“ 在 这 引用 的 注释 里 ， 牛 顿 似乎 仍然 处 在 中 
世纪 哲学 的 阴影 中 ， 似 乎 并 未 忠实 于 只 调查 事实 的 决定 。” 马 
入 继续 指出 ， 由 于 时 间 必 然 用 某 些 物理 系统 的 重复 运动 来 测 
量 ， 比 如 钟 的 摆 或 地 球 绕 太阳 的 公转 ， 时 间 的 性 质 一 定 与 描 
述 物 理 系统 运动 的 定律 有 关 。 简 言 之 ， 牛 顿 的 与 时 钟 无 关 的 
时 间 思 想 是 形而上学 的 ; 为 理解 时 间 的 性 质 ， 我 们 必须 观测 
时 钟 的 性 质 。 作 为 一 个 有 先 见 之 明 的 问题 ， 我 们 要 探究 运动 
时 钟 观 测 的 时 间 间 隅 是 否 与 静止 时 钟 观测 的 间 隅 具有 相同 的 
值 。 一 个 简单 的 问题 ? 的 确 如 此 ， 只 是 绝对 时 间 的 思想 太 自 
然 了 ， 以 至 于 马赫 批评 的 最 终 后 果 ， 时 间 的 相对 论 描述 ， 对 
理科 的 学 生 仍 会 带 来 某 种 震撼 。 

牛顿 的 空间 观念 也 存在 着 类 似 的 弱点 。 马 赫 说 ， 由 于 空 
间 的 位 置 用 测量 杆 来 确定 ， 空 间 的 性 质 只 有 通过 研究 米 尺 的 
性 质 才 能 被 理解 。 例 如 ， 运 动 米 尺 与 静止 的 相同 的 米 尺 的 长 
度 一 样 吗 ? 为 了 理解 空间 ， 我们 必须 指望 自然 ， 而 不 是 柏 拉 
图 的 理念 。 

马赫 的 独特 贡献 是 检查 了 牛顿 思想 最 基本 的 方面 ， 批 判 
性 地 考察 了 似乎 不 值 一 提 的 事情 ， 强 调 正确 理解 目 然 意味 着 
转 问 实验 而 不 是 寻求 精神 的 抽象 。 从 这 一 点 来 看 ， 牛 顿 关 于 
空间 和 时 间 的 假定 只 能 认为 是 假说 。 牛 顿 力 学 从 这 些 假 说 导 
出 ， 但 是 其 他 的 假说 也 是 可 能 的 ， 由 它们 可 能 导出 不 同 的 动 
力学 规律 。 

马赫 的 批评 并 未 立即 生效 ， 但 它 的 影响 最 终 是 深远 的 。 
1897 一 1900 年 期 间 在 苏黎世 理工 学 院 作 学 生 时 ， 年青 的 爱 因 
斯 坦 就 被 马赫 的 工作 和 物理 概念 应 当 用 可 观测 量 定 义 的 马赫 
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主张 大 为 吸引 。 然 而 ， 蔡 代 牛 顿 物理 最 迫切 的 理由 不 是 马赫 
的 批评 ， 而 是 爱 因 斯 坦 认识 到 ， 尽 管 麦克 斯 韦 的 电磁 理论 被 
认为 是 经 典 物理 的 最 高 成 就 ， 在 麦克 斯 韦 理论 的 解释 中 却 存 
在 矛盾 。 

引发 狭义 相对 论 和 明确 改变 物理 的 关键 事件 通常 被 认为 
是 迈克 耳 孙 -更 雷 实验 ， 虽 然 还 不 很 清楚 这 个 实验 在 爱 因 斯 坦 
的 思考 中 实际 起 什么 作用 。 另 外 ， 狭 义 相 对 论 的 大 多 数 处 理 
都 以 此 为 出 发 点 ,我 们 也 遵循 这 个 传统 。 


12.3 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 


迈克 耳 孙 主攻 的 问题 是 探测 地 球 运动 对 光速 的 影响 。 简 
言 之 ,麦克斯韦 的 电磁 理论 (1861) 预言 电磁 扰动 在 真空 中 
的 传播 速度 是 3X10s m/s 一 一 光速 。 光 是 电磁 波 的 证 据 是 铺 
天 盖 地 的 ， 但 存在 一 个 严重 的 概念 困难 。 

那 时 候 物 理 中 已 知 的 波 的 传播 都 需要 物质 一 一 固体 、 液 
体 或 气体 。 例 如 ， 空 气 中 的 声波 是 空气 中 高 低压 强 的 交替 变 
化 ， 传 播 速 率 为 330 m/s， 略 低 于 分 子 运动 的 速率 。 金 属 棱 
中 机 械 波 的 速率 较 高 ， 典 型 值 为 5000 m/s。 声 波 速率 随 材料 
的 刚性 或 相 邻 原子 之 间 “ 弹 性 力 ” 的 增强 而 增 大 。 

电磁 波 的 传播 似乎 有 本 质 的 不 同 。 类 比 于 物质 中 的 机 械 
波 ， 电磁 波 也 被 假定 在 一 种 称 作 以 太 的 介质 中 传播 ,电磁波 
作为 介质 中 的 振动 而 传 过 空间 。 不 幸 的 是 ， 以 太 不 得 不 具有 
自 相 矛盾 的 性 质 ; 巨大 的 刚性 才能 允许 光 以 3X10s m/s 传 
播 ， 同 时 又 太 虚 无 ， 不 会 干扰 行星 的 运动 。 

以 太 假 说 的 一 个 结果 是 ， 光 速 依赖 于 观察 者 相对 以 太 的 
运动 。 麦 克 斯 韦 建 议 了 检测 这 个 效应 的 一 个 天 文 实验 。 木 星 
相对 地 球 的 运动 应 当 影 响 它 的 光 到 达 我 们 时 的 速率 。 木 星 卫 
星 的 周期 性 月 食 构成 了 一 个 时 钟 。 ae 证 
光速 会 增 大 或 减 小 ， 时 钟 应 当 周 期 性 的 变 快 或 变 慢 。 这 个 效 
oli 
在 历史 上 是 重要 的 ; 它 直接 刺激 了 安 纳 波 利 斯 的 一 个 年 青 的 
美国 海军 军官 迈克 耳 孙 ， 他 发 明了 实验 仪器 ， 要 测量 地 球 通 
过 以 太 的 运动 。 

下 面 对 迈 克 耳 孙 - 莫 雷 实验 的 解释 需要 熟悉 一 些 光 的 干涉 


12.3 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 


的 知识 。 若 你 还 不 知道 干涉 ， 你 可 以 跳 过 描述 ， 直 接 相 信 结 
论 : 光速 总 是 相同 的 ， 与 光源 和 观察 者 的 相对 运动 无 关 。 

迈克 耳 孙 的 仪器 是 光学 干涉 仪 。 如 图 所 示 ， 来 自 光 源 的 
光 被 一 个 半 镀 银 的 镜 Msemi 分 成 两 束 ，Msem 可 使 光束 一 半 反 
射 ， 一 半 透 射 。 来 自 光 源 的 一 半 光 束 在 路 经 1 上 一 直 向 前 ， 
穿 过 Msemi ， 直 到 被 镜 M 反射 。 接 着 它 返 回 镜 Msemi ， 一 半 被 
反射 到 观察 者 。 来 自 光源 余下 的 一 半 光 束 被 镜 Msemi 反 射 后 沿 
着 路 经 2。 它 被 镜 M2 反 射 后 ， 透 过 镜 Msemi， 指 向 观察 者 。 因 
此 ,光束 1 和 2 都 只 有 初始 光束 强度 的 1/4。 

若 光 束 1 和 2 经 过 相同 的 距离 ， 它们 到 达观 察 者 时 是 同 
相 的 ， 所 以 它们 的 电场 相 加 。 观 察 者 看 到 亮光 。 可 是 ,各 路 
程 相差 半 波 长 ， 到 达 的 电场 是 反 相 的 、 相 消 ， 所 以 没有 光 到 
达观 察 者 。 实 际 上 ， 两 束 光 稍 微 不 在 一 条 线 上 ， 观察 者 看 到 
的 是 明暗 相间 的 干涉 条 纹 。 

如 果 一 个 臂 的 长 度 缓慢 变化 ， 条 纹 图 样 会 移动 。 路 程 差 
变化 一 个 波长 ， 图 样 会 移动 一 个 条 纹 。 

地 球 通过 以 太 的 运动 应 当 使 光束 经 过 干涉 仪 两 臂 的 时 间 
有 差异 ， 就 好 像 存在 一 个 距离 上 的 小 变化 。 传 播 时间 的 差异 
依赖 于 两 臂 相 对 于 地 球 通 过 以 太 速 度 的 方位 。 

我 们 假定 实验 室 以 速率 wv 穿 过 以 太 ， 臂 A 位 于 运动 方 
向 ， 臂 B 是 垂直 的 。 根 据 以 太 假 说 ， 朝 着 光源 以 速率 v 运动 
的 观察 者 会 观测 到 光 信 号 以 速率 c 十 v 传播 ， 远 离 光 源 运 动 时 
速率 则 为 c 一 v。 

若 半 镀 银 镜 Mseni 到 末端 的 臂 长 是 1， 则 光 沿 辟 A 从 Msemi 
到 Mi 返回 的 时 间 间 隅 是 ra ， 这 里 

i 
由 于 w/c? 之 1， 我 们 可 以 利用 注释 1.3 的 泰勒 级 数 展开 : 
1/(1 一 区) 二 1 十 x 十 x? 十， 把 结果 简化 。 令 工 二 v2/c*， 我 
们 有 


21/ az 
辟 日 与 运动 垂直 ， 所 以 光速 不 受 运 动 影响 。 然 而 ， 由 于 光 横 
穿 辟 时 Mem 在 运动 ， 还 是 存在 一 个 时 间 延 迟 。 用 ts 表示 往返 


着 图 示 直 角 三 角形 的 冬 边 运动 运动 的 距离 是 


b) 180 反 相 
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2 /72 十 (orBg72)2 。 
因此 


2 
人 十 krBX272 


从 而 有 
1 
~ A 


利用 近似 l/V1 一 zx 二 1 十 (1/2)z 十 (1/8)xz’? 十 …， 保留 第 一 
项 ,我们 有 

ce 一 一 (1 十 于 oz/cz 
两 个 路 径 的 时 间 差 是 


{ /v 
友 过 二 元 一 下 站 二 2 一 ( 亏 ) 
全 \E 


光 的 频率 与 波长 和 光速 的 关系 是 vy 二 c/X4。 每 延迟 一 个 周期 ， 
干涉 图 样 就 移动 一 个 条 纹 。 结 果 ， 时 间 差 引起 的 条 纹 移动 
数 是 


N=vAT= 二 ( 瑟 】 


地 球 绕 太 阳 的 轨道 速率 给 出 v/c 守 10-+。 取 路 径 长 度 /= 
1.2 m， 利 用 钠 光 灯 ，4 = 二 590X10-? m， 迈 克 耳 孙 预 言 了 一 
个 N= 二 0.02 的 条 纹 移动 。 在 他 1881 年 的 最 初 尝试 中 ， 迈 殉 
耳 孙 寻找 地 球 自 转 对 穿 过 以 太 的 运动 方向 的 改变 所 产生 的 条 
纹 移动 ， 但 是 ， 在 实验 精度 的 范围 内 什么 也 没 探测 到 。 

1887 年 ， 迈 克 耳 孙 与 化 学 家 葛 雷 合作 ， 把 仪 硕 置 放 在 一 


和 个 35 cm 厚 的 花岗岩 石板 上 ， 石 板 浮 在 水 银 上 且 能 连续 转动 ， 


他 们 重复 实验 。 利 用 反射 镜 之 间 的 多 次 反射 ， 路 径 长 度 扩展 
了 10 倍 。 然 而 ， 还 是 无 条 纹 移动 。 迈 克 耳 孙 - 砚 雷 实验 被 改 
进 并 重复 多 年 ， 但 是 始终 没有 探测 到 穿 过 以 太 的 运动 效应 。 
我 们 不 得 不 承认 ， 光 速 不 受 观察 者 穿 过 以 太 的 运动 影响 。 讽 
刺 的 是 ， 迈 克 耳 孙 设 计 并 完成 了 他 赖 以 成 名 的 实验 ， 却 认为 
实验 是 失败 的 。 他 打算 寻找 通过 以 太 的 运动 效应 ， 但 什么 也 
没 探测 到 。 

解释 迈 元 吓 孙 - 葛 雷 实验 才 结 果 的 各 种 答 试 甚至 复杂 到 威 
胁 电 磁 理 论 的 基础 。 由 爱尔兰 物理 学 家 菲 次 杰 拉 德 和 傈 兰 物 
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理学 家 洛 伦 效 提出 的 一 个 假说 是 ， 地 球 通过 以 太 的 运动 使 迈 
克 耳 孙 干 涉 仪 的 一 个 辟 缩 短 〈“ 洛 伦 效 - 菲 茨 杰 拉 德 收 缩 ”) ， 
刚好 消除 条 纹 移动 所 需 的 量 。 其 他 理论 也 涉及 地 球 拖 足 以 太 
这 样 的 人 为 假设 ， 更 缺乏 成 效 。 以 太 不 可 捉摸 的 性 质 成 了 令 
人 困惑 的 东西 。 


12.4 狭义 相对 论 


这 就 是 爱 因 斯 坦 天 才 的 体现 ,以太 的 麻烦 问题 不 是 指 癌 
复杂 和 细 化 ， 而 是 统一 物理 基本 概念 的 简化 。 爱 因 斯 坦 认为 ， 
以 太 的 困难 不 是 电磁 理论 的 缺陷 ， 而 是 基本 动力 学 原理 的 错 
识 。 他 以 两 个 假说 的 形式 提出 了 他 的 思想 ， 而 作为 开场 白 ， 
他 先 解释 了 同时 性 和 如 何 同 步 时 钟 。 


12. 4. 1 同步 时 钟 


在 提出 他 的 时 空 理论 以 前 ， 爱 因 斯 坦 考 察 了 具有 相同 时 
钟 的 不 同 观察 者 比较 时 间 测 量 的 基本 过 程 。 为 了 测量 一 致 ， 
时 钟 必须 同步 一 一 必须 调整 它们 ， 与 单一 事件 的 时 刻 一 致 。 
在 牛顿 物理 中 ， 若 一 个 闪光 发 生 ， 闪 光 会 同时 到 达 所 有 同步 
的 时 钟 ， 不 管 它们 在 什么 位 置 。 

若 光 速 无 穷 大 或 可 以 认为 是 无 穷 大 ， 和 牛顿 式 的 方法 是 可 
行 的 。 若 认可 信和 号 传播 不 能 快 过 光速 ， 这 个 方法 在 原理 上 就 
是 错 的 。 例 如 ， 信 号 从 月 球 到 地 球 花 一 秒 钟 。 一 人 可 能 尝试 
把 月 球 上 的 时 钟 拨 快 一 秒 ， 从 而 就 把 月 球 与 地 球 上 的 时 钟 同 
步 了 了 。 这 样 调整 后 ， 月 球 时 钟 似 乎 总 是 与 地 球 时 钟 同步 。 然 
而 ， 对 于 月 球 的 观察 者 ， 地 球 时 钟 总 是 落后 月 球 时 钟 两 秒 。 
这 样 ， 时 钟 对 一 个 观察 者 同步 ， 但 对 另 一 个 不 是 。 

爱 因 斯 坦 提出 了 一 个 同步 时 钟 的 简单 方法 ， 使 所 有 观察 
者 都 对 事件 的 时 刻 达 成 一 致 。 观 察 者 A 在 TA 时 刻 发 一 个 信 
号 给 观察 者 B。 观 察 者 B 注意 到 ， 信 号 在 本 地 时 钟 的 Ts 时 刻 
到 达 。B 立即 给 A 发 回 一 个 信号 ，A 在 TA 二 TA 十 AT 时 刻 
探测 到 它 。 若 B 时 钟 的 读数 是 Ts 二 Ta 十 AT/2， 时钟 就 是 
同步 的 。 解 释 不 同 观察 者 报告 的 时 刻 需 要 知道 他 们 的 位 置 ， 
但 每 个 人 都 对 事件 的 时 刻 达 成 一 致 。 

爱 因 斯 坦 想 到 了 用 不 同 车 站 的 铁路 时 钟 测量 时 间 ， 这 里 
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光 的 传播 时 间 实 际 上 是 不 重要 的 。 今 天 ， 爱 因 斯 坦 同步 时 钟 
的 方法 至 关 重 要 : 在 国际 时 间 标 准 实 验 室 ， 比较 原子 钟 是 必 
不 可 少 的 ， 类 似 的 还 有 保持 网 络 同步 、 维 持 跨 国电 网 的 电压 - 
电流 相位 。 


12. 4.2 相对 性 原理 


狭义 相对 论 依赖 两 个 假设 。 第 一 个 ， 所 谓 的 相对 性 原理 ， 
对 于 所 有 的 惯性 系 ， 物 理 规律 具有 相同 的 形式 。 用 爱 因 斯 坦 
的 话说 :“ 对 于 两 个 匀速 平 动 的 坐标 系 ， 不 管 物理 系统 状态 的 
变化 相对 哪 一 个 描述 ， 这 些 状 态 变 化 所 遵循 的 规律 都 是 不 变 
的 。 相对 性 原理 并 不 新 鲜 ; 人 们 相信 是 伽利略 首次 指出 ， 不 
能 用 动力 学 方法 决定 人 是 匀速 运动 还 是 静止 ,牛顿 在 他 的 动 
力学 定律 中 给 出 了 严谨 的 表述 ， 认 为 最 重要 的 是 加 速度 而 不 
是 速度 。 硅 相对 性 原理 不 正确 ， 能 量 和 动量 可 能 在 一 个 惯性 
系 中 守恒 ， 在 为 一 个 则 不 守恒 。 相 对 性 原理 在 经 典 力学 的 发 
展 中 作用 不 大 ; 爱 因 斯 坦 则 把 它 提升 为 动力 学 的 基石 。 他 扩 
展 了 原理 ， 不 仅 包含 力学 定律 ， 而 且 包含 电磁 相互 作用 的 定 
律 和 所 有 的 物理 定律 。 更 进一步 地 ， 在 他 手 里 ， 相 对 性 原理 
变 成 了 发 现 物 理 定 律 正确 形式 的 强大 工具 。 

我 们 只 能 猜测 爱 因 斯 坦 的 灵感 来 源 , 但 是 它们 一 定 包 含 
下 列 考虑 。 知 光速 不 是 一 个 普 适 常量 ,也 就 是 说 ， 夺 以 太 能 
被 探测 到 ， 则 相对 人 性 原理 失效 : 一 个 特殊 的 惯性 系 就 被 选 出 ， 
即 静 止 在 以 太 的 一 个 。 然 而 ， 麦克斯韦 方 程 的 形式 ， 以 及 任 
何 探测 穿 过 以 太 运动 实验 的 失败 ， 使 我 们 断定 ， 光 速 与 光源 
的 运动 无 关 。 不 管 利 用 光 还 是 牛顿 动力 学 ,我 们 都 不 能 探测 
绝对 运动 ， 这 迫使 我 们 接受 绝对 运动 在 物理 中 无 地 位 。 


普 适 速率 


相对 论 的 第 二 个 假设 是 ， 光 速 是 一 个 普 适 稼 量 ， 对 所 有 
观察 者 相同 。“ 在 静止 坐标 系 的 任何 光线 都 以 确定 的 速率 c 运 
动 ， 不 管 它 是 从 静止 还 是 从 运动 物体 发 出 。” 爱 因 斯 坦 论证 
说 ， 由 于 电磁 理论 预言 的 光速 c 不 涉及 对 介质 的 参考 ， 则 不 
论 我 们 如 何 测量 光速 ， 结 果 总 是 <， 与 我 们 的 运动 无 关 。 这 
与 声波 的 行为 相反 ， 比 如 ， 这 里 观测 的 流速 依赖 观察 者 相对 
介质 的 运动 。 普 适 速 率 的 思想 确实 是 一 个 大 胆 的 假说 ， 与 所 
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有 以 前 的 经 验 不 同 ， 对 于 爱 因 斯 坦 的 许多 同时 代 人 来 说 ， 违 
反 了 笛 识 。 但 是 帝 识 可 能 是 拙劣 的 向 导 。 爱 因 斯 坦 曾经 嘲弄 
道 ， 篆 识 由 18 岁 以 前 所 学 的 偏见 组 成 。 

与 其 把 以 太 的 不 存在 视 作 悖 论 ， 爱 因 斯 坦 看 到 ， 普 适 速 
率 的 概念 保持 了 相对 性 原理 的 简单 性 。 他 的 观点 基本 上 是 保 
守 的 ; 他 坚持 维护 被 以 太 破 坏 的 相对 性 原理 。 追 求 简单 似乎 
是 爱 因 斯 坦 的 基本 个 性 。 狭 义 相 对 论 是 保持 经 典 物 理 统一 的 
最 简单 方式 。 

简 言 之 ， 狭 义 相 对 论 的 假设 是 : 物理 定律 在 所 有 惯性 系 
中 具有 相同 的 形式 。 真 空 光 速 是 普 适 常量 ， 对 所 有 观察 者 相 
同 ， 与 他 们 的 运动 无 关 。 

这 些 假设 要 求 我 们 修正 时 空 的 思想 ， 这 立刻 就 有 物理 结 
果 。 狭 义 相 对 论 的 运动 学 和 动力 学 的 数学 表示 体现 在 洛 伦 效 
变换 中 一 一 这 是 对 不 同 惯性 系 相 关 事 件 的 一 个 简单 描述 。 


一 
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在 相对 论 的 世界 里 ， 一 个 变换 是 一 套 方程 ， 把 一 个 坐 
慰 系 的 观测 与 为 一 个 的 观测 联系 起 来 。 你 会 看 到 ， 狭义 相 
对 论 的 逻辑 简单 而 又 合理 ， 数 学 也 不 神秘 。 尽 管 如 此 ， 推 
理 似乎 是 令 人 迷惑 的 ,起因 于 下 列 问 题 , “这 是 做 物理 的 一 
个 特殊 方式 吗 ?” 回 答 ，“ 是 的 ,这 是 做 物理 的 最 特殊 方 
式 !” 不 去 检查 力 、 守 恒定 律 、 动 力学 方程 和 牛顿 物理 的 其 
他 事项 ， 爱 因 斯 坦 只 讨论 ， 对 于 不 同 的 观察 者 ， 情 况 看 起 
来 如 何 。 

爱 因 斯 坦 是 利用 变换 理论 发 现 新 物理 的 第 一 人 人， 特别 体 
现在 狭义 相对 论 的 创造 之 中 。 从 两 个 简单 的 假设 ， 他 导出 了 
看 时 空 的 新 方式 ， 发 现 了 动力 学 的 新 体系 。 

狭义 相对 论 可 用 优雅 的 数学 理论 写 出 ， 最 吸引 人 之 处 不 
只 是 看 上 去 很 美 ， 用 起 来 更 美 。 狭义 相对 论 是 物理 中 受到 最 
仔细 研究 的 理论 之 一 ， 它 的 预言 在 实验 误差 之 内 一 直 都 是 正 
确 的 。 

锋 义 相对 论 的 核心 是 洛 伦 兹 变换 ,但 是 ,为 了 介绍 爱 因 
斯 坦 的 方法 ， 我 们 先 看 一 下 牛顿 物理 的 相应 过 程 ， 这 个 变换 
就 是 所 谓 的 伽利略 变换 。 
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12. 5. 1 伽利略 变换 


我 们 将 频繁 地 引用 在 两 个 标准 惯性 系 中 的 观察 : S=(z， 
yszst) 和 S 二 (x ,y ,zx',t )。S' 相 对 于 S 以 速率 v 沿 xz 方向 
运动 。 或 者 说 ，S 相对 于 S' 以 速率 vw 沿 负 x 方向 运动 。 为 了 
方便 ,我们 取 t+ 二 0 时刻 原点 重合 ，x 和 xx 轴 平 行 。 

若 在 S 中 空间 某 一 点 的 坐标 是 r= 一 (x,y,z)， 在 S 的 从 
标 是 r 二 (x',y ;z )。 它 们 的 关系 是 


r =r—R 
这 里 
民 一 砚 
由 于 vw 洛 工 方 回 ， 我 们 有 
x 一 工 一 访 (12. 1 
% 
z 二 交 
# = 


第 四 个 方程 :二 +， 列 在 这 里 只 为 完整 ， 在 牛顿 动力 学 中 认为 
是 理所当然 的 ， 可 以 从 牛顿 的 “理想 ”时 间 概 念 立即 得 出 。 

方程 12.1) 称 作 伽利略 变换 。 由 于 牛顿 力学 的 定律 在 
所 有 惯性 系 中 成 立 ， 定 律 的 形式 是 不 受 这 个 变换 影响 的 。 更 
具体 地 说 ， 根 据 它们 所 预言 的 运动 没有 办 法 区 分 参考 系 。 下 
面 的 例子 说 明 这 是 什么 含义 


例 12.1 应 用 伽利略 变换 

考虑 如 何 从 两 个 孤立 物体 运动 的 观测 中 发 现 它们 之 间 
的 作用 力 定律 。 例 如 ， 问 题 可 以 是 ， 从 木星 的 一 个 卫星 椭 
圆 轨 道 的 数据 发 现 万 有 引力 定律 。 若 mi 和 ms 分别 是 卫星 
和 木星 的 质量 ,rf1 和 rs 分 别 是 它们 相对 地 球 上 观察 者 的 位 
置 ， 我 们 有 ; 

1 bol m1iri 二 FF (r) 

| mo Tm \ 

这 里 我 们 假定 物体 之 间 的 作用 力 巴 是 有 心力 ， 只 与 间距 
二 |rs 一 ri1 | 有 关 。 由 观测 的 ri， 我 们 可 以 计算 站 1 ， 由 此 
我 们 得 到 下 的 值 ， 假定 数据 显示 FF(7) 二 一 Gmim2zF/r?。 
现在 我 们 从 远离 地 球 、 匀 速 运动 飞船 上 观察 者 的 角度 


12.5 变 换 


看 这 个 问题 。 根 据 相 对 性 原理 ， 这 个 观察 者 必须 得 到 与 地 
球 上 观察 者 一 样 的 作用 力 定律 。 这 个 情形 已 在 图 中 到 出 ， 
Xz、 yy 是 地 球 系 ， zy 是 飞 部 系 ， 是 两 个 条 的 相对 束 
度 。 注 意 : 从 m1 到 m2 的 矢量 r 在 两 个 坐标 系 是 相同 的 。 
在 X's y 系 ， 观 察 者 看 到 ， 卫 星 的 加 速度 为 1， 因而 

断定 作用 力 为 a 

Fr)=miry 
伽利略 变换 的 一 个 基本 性 质 是 ， 加 速度 是 不 变 的 。 这 里 给 
出 一 个 正式 的 证 明 : 因为 二 0 我们 有 

ri 三 7 十 vt 

Fr1 二 ?1 十 v 

Fa 
因此 

机 【六 JS 

=F(r) 
Gi mld 
力 的 定律 在 两 个 系 中 相同 。 这 就 是 所 谓 的 两 个 惯性 系 等 价 
的 含义 。 如 果 定 律 的 形式 ， ew 通过 调查 坐标 系 
的 引力 定律 ， 0 A i 惯 
性 系 就 不 再 是 等 价 的 。 


例 12. 1 没什么 重要 性 ， 这 是 因为 力 只 依赖 于 两 个 质点 的 
间距 ， 而 这 在 伽利略 变换 下 是 不 变化 的 (不 变量 )。 牛 顿 物理 
中 的 所 有 作用 力 都 来 自 质点 之 间 的 相互 作用 ， 只 依赖 质点 间 
的 相对 位 置 。 因 此 ， 它 们 在 伽利略 变换 下 是 不 变量 。 

在 伽利略 变换 下 光 信 和 号 的 方程 会 如 何 呢 ? 下 面 的 例子 揭 
示 了 困难 。 


例 12. 2 ”用 伽利略 变换 描述 光 脉 冲 
在 1 二 0 时 刻 ， 一 个 光 脉 冲 从 S 系 的 原点 发 出 ， 沿 工 轴 
以 速率 5 传播 。 沿 Xx 轴 的 光 脉 冲 位 置 方程 为 二 ct。 


r= 访 一 看 = 及 一 中 
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在 SS 系 中 , 波 前 沿 工 轴 的 运动 方程 为 
Z =x —wt 


=(c—v)t 


式 中 ,vw 是 两 个 系 的 相对 速度 。 在 S' 系 中 ， 脉 冲 的 速率 是 


dz” 


ri/ 


但 这 个 结果 与 光速 总 是 c、 对 所 有 观察 者 相同 的 假说 矛盾 。 


由 于 伽利略 变换 与 光速 总 是 ec 的 原理 不 相 容 ， 我 们 的 任 
务 就 是 找到 一 个 相 容 的 变换 。 做 这 个 之 前 ， 仔 细 思 考 一 下 测 
量 的 性 质 是 有 用 的 。 

在 两 个 以 相对 速率 v 运动 的 惯性 系 中 ， 观 察 者 对 一 个 事 
件 测量 的 空间 坐标 由 伽利略 变换 联系 起 来 。“ 事 件 ” 是 指 在 时 
空中 的 一 套 唯一 坐标 值 。 有 物理 意义 的 测量 总 是 涉及 多 于 一 
个 的 事件 。 例 如 ， 测 量 杆 的 长 度 涉及 把 杆 沿 带 刻度 的 米 斥 放 
置 并 记录 每 个 端点 的 位 置 。 最 终 ， 长 度 涉及 两 个 测量 。 若 杆 
在 S 系 沿 轴 静 止 ， 它 的 端点 坐标 可 能 是 ze 和 zw， 这 里 x; 二 
za 十 L。 对 于 S 系 的 观察 者 ， 由 方程 (12.1) 给 出 z 坐标 : 
zo 二:s 一 让 和 wh 三 yp 一 大 。 由 于 二 2 二 三。 我 们 有 
了 三 2 一 Zu 和 LL' 二 x6 一 za 三 L。 两 个 观察 者 在 测量 长 度 上 


达成 一 致 。 
在 这 个 简单 的 测量 练习 中 ， 我 们 做 了 一 个 目 然 的 假定 : 


测量 是 同时 进行 的 。 这 在 S 系 中 不 重要 ， 因 为 杆 是 静止 的 。 
然而 ， 在 S 系 中 ,， 杆 是 运动 的 。 若 端点 在 不 同 的 时 刻 记 录 ， 
L 的 值 就 不 正确 。 我 们 已 经 用 了 伽利略 假设 ， 这 暗示 着 ， 和 若 
测量 在 一 个 坐标 系 是 同时 的 ， 它 们 在 所 有 坐标 系 都 是 同时 的 。 
告 光 速 是 无 穷 大 ， 这 是 实情 , 但 是 ， 光 速 的 有 限 深 刻 影响 了 
我 们 同时 性 的 观念 。 因 此 ,我们 暂时 偏离 主题 ， 检 查 一 下 同 
时 的 性 质 。 


12.6 同时 性 与 事件 顺序 
我 们 对 同时 性 都 有 一 个 直观 的 看 法 : 车 两 个 事件 的 时 间 


坐标 有 相同 值 ， 它 们 是 同时 的 。 然 而 ， 就 如 下 例 所 示 ， 在 一 
个 坐标 系 同时 的 事件 ， 在 其 他 坐标 系 看 来 则 未 必 同 时 。 


12.7 洛 伦 兹 变换 


例 12.3 同时 性 

一 个 铁路 员工 站 在 长 2L 的 平台 货车 中 间 。 他 打开 他 
的 提 灯 ; 光 脉 冲 以 速度 c 向 所 有 方向 传播 出 去 。 

经 过 一 个 时 间 间 隔 工 /ec， 光 到 达 车 的 两 端 。 在 这 个 参 
考 系 ， 即 平台 货车 静止 系 中 ， 光 同时 到 达 端 点 A 和 B。 

现在 让 我 们 在 一 个 以 速度 向 右 运动 的 参考 系 中 观 
察 同样 的 情形 。 在 这 个 系 中 ， 平台 货车 以 速度 vv 向 左 运 
动 。 根 据 狭 义 相 对 论 的 第 二 个 假设 ,在 这 个 系 中 观测 ， 
光 的 速度 仍然 为 c。 然 而， 在 传播 期 间 ， 人 及 运动 到 A*， 
B 运动 到 B* 。 脉 冲 显然 会 先 到 达 召 * ， 然 后 到 A*; 事件 
在 这 个 系 中 是 不 同时 的 。 


就 如 同 在 一 个 惯性 系 同时 的 事件 可 能 在 男 一 个 不 同时 一 
样 ， 可 以 证 明 ， 在 一 个 系 中 空间 重合 一 一 有 相同 的 空间 坐标 
一 一 的 事件 在 男 一 个 可 能 不 重合 。 我 们 稍 后 证 明 ， 两 个 事件 
可 以 分 为 类 空 或 类 时 的 。 对 于 类 空 事件 ， 尽 管 存在 一 个 参考 
系 ， 事 件 在 其 中 是 时 间 上 同时 的 ， 但 却 不 可 能 找到 一 个 坐标 
系 ， 事 件 在 其 中 是 空间 上 重合 的 。 对 于 类 时 事件 ， 尽 管 存 在 
一 个 参考 系 ， 事 件 在 其 中 是 空间 上 重合 的 ， 但 却 不 可 能 找到 
一 个 坐标 系 ， 事 件 在 其 中 是 时 间 上 同时 的 。 

在 这 一 点 上 ， 本 着 遵守 相对 性 原理 的 精神 ， 我 们 需要 一 
个 系统 的 方法 ， 解 决 把 不 同 惯性 系 所 做 观测 联系 起 来 的 问题 。 
这 个 任务 构成 了 狭义 相对 论 的 核心 。 


12.7 洛 伦 兹 变换 


伽利略 变换 不 能 满足 光速 是 普 适 常量 这 个 假设 导致 一 
again ee pried 
系 观测 的 事件 坐标 联系 起 来 ,走出 了 这 个 困境 。 他 引入 这 样 
一 个 参考 系 ， 使 其 确保 在 一 个 系 中 以 光速 运动 的 信号 在 其 他 
系 中 也 是 如 此 ， 与 相对 运动 无 关 。 这 样 的 “修理 ”需要 一 些 
勇气 ， 因 为 更 改变 换 规则 就 更 改 了 时 空 之 间 的 基本 关系 。 

iid S 系 (x,y,z,t) 
和 S' 系 (XxX',y sz ， S 系 以 速度 v 沿 着 正之 轴 运 动 ， 在 
pod 站 重 帮 。 我 们 把 联系 两 个 系 中 一 个 给 定 事件 
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坐标 的 最 一 般 变 换取 为 如 下 形式 : 


Z 一 Az 十 Bi (12: Za) 
y =y (12. 2b) 
过 二 区 (12. 2c) 
t =Cz++ Dt (12. 2d) 


关于 方程 〈12. 2) 的 一 些 说 明 : 变换 方程 是 线性 的 ， 因 为 即 
使 速度 在 其 他 系 中 是 常量 ， 非 线性 变换 在 一 个 系 中 也 会 产生 
加 速度 。 另 外 ， 由 对 称 性 ， 我 们 让 y 和 > 轴 不 变 。 

这 里 是 论证 假设 y => 和 xz 王 z 的 一 个 模型 : 考虑 在 平 
行 铁轨 上 的 两 列 火 车 。 每 列 火 车 有 一 个 观察 者 ， 手 中 拿 着 一 
个 油漆 刷 ， 在 他 们 的 系 中 位 于 相同 的 高 度 ， 比 如 在 火车 地 板 
上 方 1 m。 每 列 火 车 都 靠近 一 面 墙 。 火 车 以 相对 速率 v 接近 ， 
每 个 观察 者 都 把 刷子 涂 在 墙 上 ， 留 下 一 个 条 纹 。 观 察 者 1 涂 
了 一 蓝 条 ， 观 察 者 2 涂 了 一 黄 条 。 

假定 观察 者 1 看 到 观察 者 2 的 高 度 发 生 了 变化 ， 蓝 条 在 黄 
条 之 下 。 观 察 者 2 也 得 看 到 同样 的 现象 ， 只 是 现在 黄 条 在 蓝 条 
之 下 。 他 们 的 结论 是 矛盾 的 ， 所 以 不 可 能 都 正确 。 由 于 没有 办 
法 区 分 两 个 参考 系 ， 唯 一 的 结论 就 是 两 个 条 纹 在 同一 高 度 。 我 
们 断定 ， 观 察 者 的 运动 不 改变 与 运动 方向 垂直 的 距离 。 

通过 比较 四 个 事件 的 坐标 ， 我 们 可 以 计算 方程 (12.2) 
的 四 个 常量 A，B, C 和 DD。 这 四 个 事件 是 : 

(1) 在 S 中 观测 S 的 原点 : 
Str=0) S str = st ) 
由 方程 (12. 2a) 和 (12. 2d)， 一 vt 二 0 十 Bt 和 + = 
G DE, 
因此 ，B= 二 一 vD，。 
在 S 中 观测 S 的 原点 : 
Sa 人 (zz 三 0 )s Ss (w= ws) 
出 方程 (12; 2a)。0 二 Awvt 十 Bt。 
因此 ，B= 二 一 vA ， 利 用 结果 (1)， 从 而 有 了 =A。 
(3) 一 个 光 脉 冲 在 1 二 0,，z ==0 时 刻 从 原点 发 出 ， 而 后 

沿 着 zx 和 x 轴 被 观测 到 。 

Sa (r=ct i)yS 1 (xr =ct sf) 

由 方程 (12. 2a) 和 (12. 2d), ct' = 二 ctA 十 Bt 和 t= 

‘ee 


(2 


— 
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利用 也 二 A 和 B= 二 一 vA ， 从 而 有 C= 一 (v/c?)A。 
一 个 光 脉 冲 在 1 二 0, t= 二 0 时 刻 从 原点 发 出 ， 而 后 
沿 着 S 系 的 y 轴 被 观测 到 。 在 S 系 , 工 二 0，y 王 ct， 
但 在 S 系 ， 脉 冲 z 和 >y 的 坐标 都 不 为 零 。 
《大 一 0 一 过 放 
SS 5 一 三 (ot ) 
由 方程 《 12.2BD》 和 《 i224d)， 三 
Ve P=(—ow 和 有 t=D. 
从 而 有 D=1/V1i 一 v2/c?，。 
(平方 根 我 们 选取 正 号 ， 否则 t 和 zt 就 异 号 。) 

因子 1/vY1 一 v*/e? 会 频繁 出 现 ， 所 以 给 它 一 个 特殊 
符号 : 


(4 


SW 


1 
注意 ; Yl1]， 当 vc 时，y 一 00，。 
把 我 们 的 结果 代入 方程 (12. 2)， 得 到 


7Y 一 


r=y(zr—W) La 
y 一 y (12. 3b) 
之 一 区 (12, 3e) 
t' =y(t—vwr/c?) (12. 3d) 
令 pz 一 一 5， 可 得 到 从 S 到 S 的 变换 ， 
r=y(x 十 艳 (12. 4a) 
yy 三 y (12. 4b) 
= (12,. .45) 
上 一 y (十 oz /ec?) (12. 4d) 


方程 (12.3) 和 “(12. 4) 是 联系 不 同 惯性 系 事件 坐标 的 处 
方 ， 能 满足 狭义 相对 论 的 假设 。 它 们 称 作 洛 伦 兹 变换 ， 以 
纪念 物理 学 家 洛 伦 效 ， 他 首次 写 出 它们 ， 虽然 含义 不 同 。 
治 伦 效 变换 方程 有 一 个 直接 的 物理 解释 。 因 子 y 是 比例 
因子 ,确保 光 速 在 两 个 系 中 相同 。 在 方程 (12. 3a) 中 的 因子 
vt 表示 S 系 沿 正 x 方向 以 速率 vv 运动。 方程 (12. 3d) 的 因 
子 vr/c* 有 点 微妙 。 时钟 同步 算法 要 求 在 时 钟 上 显示 的 时 间 
应 当 从 事件 点 修正 一 个 传播 时 间 ransit。 若 点 以 速率 w 运动， 
则 传播 时 间 的 修正 必须 相应 地 调整 。 附 加 的 传播 距离 是 d= 
Urtransits 这 里 Ytransit 二 XJ/cs。 因此 ， 方 程 (12. 3d》 中 的 时 间 


0.2 04 0.6 0.8 


1.0 v/e 
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需要 一 个 修正 量 d/c 二 vx /ec?。 
取 极 限 v/c 一 0 (或 等 同 的 ，c 一 se)， 这 时 y->1， 洛 伦 
效 变换 就 等 同 于 伽利略 变换 。 然 而 ， 一 般 情 况 下 ， 洛 伦 兹 变 


在 调查 这 个 反思 结果 以 前 ， 让 我 们 检查 用 洛 伦 兹 变换 如 
何 论证 迈 殉 耳 孙 的 实验 只 能 给 出 零 结果 。 


12.7.1 再 看 迈 殉 和 耳 孙 - 莫 雷 实验 


洛 伦 兹 变换 在 手 ， 我 们 就 能 理解 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 为 什 
么 不 会 随 着 仪器 的 转动 而 展示 条 纹 移 动 。 我 们 再 次 引入 两 个 
参考 系 S: (z+，y，xz，1t) 和 沿 工 以 相对 速率 v 运动 的 S: 
(x ，y，z，t )。 它 们 的 原点 在 t=# 三 0 时 刻 重合 。 在 S 
系 中 一 个 光 脉 冲 于 1 二 0 时 刻 发 出 ， 呈 球形 传播 开 来 。 脉 冲 的 
轨迹 满足 方程 x* 十 y :十 zx: 二 (ct)*。 洛 伦 兹 变换 方程 (12. 3) 
预言 ， 在 “运动 ”的 S 系 中 ,脉冲 的 轨迹 满足 z“ 十 y” 十 
z 2 一 (cf )?*， 其 证 明 我 们 留 作 练习 。 两 个 参考 系 的 观察 者 看 
到 同样 的 现象 : 一 个 光 脉 冲 在 空间 以 光速 c 传播 。 相 对 速度 
却 无 迹 可 寻 。 

迈克 耳 孙 - 葛 雷 实验 被 设计 用 于 显示 与 地 球 运 动 平行 和 重 
直方 向 上 光速 的 差异 ,但 是 根据 狭义 相对 论 的 第 二 个 假 
设 一 一 光速 对 所 有 的 观察 者 相同 ， 就 应 该 没有 差异 。 洛 伦 效 
变换 明确 显示 了 不 存在 。 


12.8 相对 论 运 动 学 


由 于 狭义 相对 论 的 原理 要 求 我 们 反思 测量 和 观察 的 基本 
思想 ， 它 们 具有 重要 的 动力 学 结果 。 本 章 余 下 部 分 的 目标 是 
学 会 用 狭义 相对 论 原理 关联 不 同 惯性 系 的 测量 。 这 样 做 的 动 
机 在 一 定 的 程度 上 出 于 实用 性 : 相对 论 运动 学 在 物理 领域 是 
基本 的 ， 范 围 涵 盖 从 基本 粒子 物理 到 宇宙 学 ， 再 到 全 球 和 定位 
系统 这 样 的 技术 。 更 基本 的 ， 由 相对 论 变 换 的 研究 可 以 引出 
新 的 物理 学 ， 从 最 著名 的 关系 式 玉 二 mc* 到 动力 学 和 电磁 理 
论 的 优雅 统一 的 方法 。 

洛 伦 效 变换 的 预言 时 常 违 背 直 觉 ， 因 为 我 们 缺乏 可 与 光 
速 相 匹敌 的 高 速 运动 经 验 。 两 个 邻 人 震惊 的 预言 是 运动 时 钟 
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变 慢 和 运动 米 尺 收缩 。 这 可 以 从 时 空间 隔 的 洛 伦 效 变换 得 出 。 
我 们 也 将 通过 几何 论证 导出 这 些 结果 ， 这 有 助 于 培养 对 这 些 
意外 行为 的 直觉 。 

小 心 : 在 下 面 的 讨论 中 ，S 或 $S 都 可 以 是 观察 者 的 静止 
系 ， 另 外 还 有 引入 其 他 系 的 可 能 性 。 我 们 需要 搞 清楚 的 不 仅 
是 发 生 的 物理 现象 ， 还 有 观察 它 时 所 处 的 参考 系 。 


12.8.1 时 间 脱 胀 


一 个 时 钟 静止 在 S 系 的 某 个 位 置 xz 处 。 时 钟 的 计时 率 由 
吐 哄 声 的 间隔 ro 确定 。 问 题 是 确定 在 S 系 观测 到 的 相应 间隔 ， 
而 时 钟 在 其 中 以 速率 一 v 运动 。 

在 静 系 S 中 的 相继 的 时 钟 咬 输 声 是 

吐 噶 1 (事件 1): : 
咬 哄 2 (事件 2) : 上 十 rn 
由 方程 (12. 3d)， 在 动 系 S 观测 的 相应 时 间 是 
t =y(t—vyxr/c?) 
上 十 z0 三 7 人 (十 ro 一 DZ7c2) 
相 减 后 得 到 
0 = Ye Cl 5 
因为 7 三 1， 在 动 系 S 观测 的 时 间 间 隔 比 时 钟 静止 系 的 长 一 
些 。 因 此 ， 运 动 的 时 钟 变 慢 。 当 v->c 时 ， 时 间 静 止 不 动 。 
这 个 结果 ， 所 谓 的 时 间 膨 胀 ， 不 太 直 观 ， 用 不 同 的 方法 
导出 它 或 许 更 具 局 发 性 。 

让 我 们 考虑 这 样 一 个 理想 的 时 钟 ， 计 时 元 件 包 括 两 个 平 
行 的 反射 镜 ， 一 个 光 脉 冲 在 它们 之 间 反 弹 。( 我 们 的 讨论 取 目 
introduction to Electrodynamicso, David J. Griffiths, 
Prentice Hall, Upper Saddle Ridge New Jersey, 1999.,) 

光 的 每 次 往返 旅程 构成 了 一 次 时 钟 吐 哄 声 。 如 图 所 示 ， 时 
钟 竖 直 安置 在 以 速率 vv 运动 的 轨道 车 上 。 轨 道 车 上 的 观察 者 监 
视 咬 喻 声 的 速率 。 夺 反射 镜 间 距 为 h， 则 咬 噶 声 的 时 间 间 隔 是 

ro =2h/c 
在 这 个 计算 中 ,轨道 车 对 时 钟 来 说 是 静 系 S。 
地 面 系 S 的 观察 者 也 监视 时 钟 的 速率 。S 相对 轨道 车 上 


OO 中 译本 《电动 力学 导论 》， 机 械 工 业 出 版 社 。 一 一 编辑 注 
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的 静 系 以 速率 一 运动 。 对 于 这 个 观察 者 ， 光 上 下 的 时 间 间 
隔 是 r: 王 VA2 十 (arl)2 /cec。 求 解 rl ， 往 返 时 间 ro 是 


r0 一 27r1 一 (2 /cec) 一 -一 
回想 y= 王 1/V1 一 zy/c2 ， 我 们 有 


) 
和 人 人 


与 方程 《5) 一 致 。 


例 12.4 时间 膨胀 在 原子 钟 的 作用 

或 许 你 通过 光谱 仪 看 过 原子 放电 灯 发 出 的 光 。 每 条 谱 
线 是 原子 在 它 的 内 部 能 态 之 间 跃 迁 时 发 的 光 。 谱 线 有 不 同 
的 颜色 ， 因 为 光 的 频率 vy 与 跃迁 时 能 量 的 变化 AE 成 正比 。 
若 AE 是 电子 伏 的 量 级 ， 发 出 的 光 就 在 可 见 光 区 (v10! 
Hz)。 然 而 ， 对 于 某 些 跃迁 ,， 能 量变 化 太 小 ,发 出 的 辐射 
在 微波 区 (zs:1010Hz)。 这 些微 波 信号 可 用 电子 仪器 探测 
并 放大 。 由 于 振动 频率 几乎 完全 取决 于 原子 的 内 部 结构 ， 
这 些 信号 可 用 作 控 制 原子 钟 计时 的 基准 频率 。 原 子 钟 高 度 
稳定 且 基 本 不 受 外 界 影响 。 

以 固有 频率 发 射 的 原子 辐射 可 充当 一 个 小 型 钟 。 原 子 
在 气体 中 频繁 碰撞 ， 以 热 速 度 随 机 运动 。 由 于 热 运动 ， 时 
钟 相对 实验 室 并 非 静 止 ， 观 测 的 频率 会 被 时 间 膨 胀 移动 。 

"考虑 在 静 系 中 以 特征 频率 vo 辐 射 的 一 个 原子 。 我 们 
可 以 认为 原子 内 部 的 简 谐 运动 类 似 于 老 竺 钟 单 摆 的 摆动 : 
每 个 周期 对 应 于 一 个 完整 的 摆动 。 若 在 静 系 中 摆动 周期 
是 to(s)， 实 验 室 系 的 周期 则 是 t= 二 Yro。 实 验 室 系 观测 的 
频率 是 


he 

4 EA Yo 
7 

U 

二 yo ER 


频率 的 移动 是 Avy 二 vy 一 yo。 若 v*/c*< 攻 1， yl— Fe 
频率 的 相对 变化 是 
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估计 右边 项 的 简便 方法 是 分 子 分 母 同 来 以 原子 质量 M : 


了 MT 是 源 于 原子 热 运动 的 动能 。 这 个 能 量 随 气体 温度 的 


升 高 而 增 大 ,根据 5,9 节 理想 气体 的 处 理 : 


1 
= 
MY kT 


这 里 ，02 是 方 均 速 度 , 二 1,38X10-23]/K 是 玻 尔 效 受 党 
量 , 是 绝对 温度 。 : 

在 所 谓 的 氨 微 波 激 射 器 的 原子 钟 里 ， 基 准 频 率 来 自 氢 
原子 前 一 站 跃迁 ，M 接近 局 可 的 质量 1 0610 7py 
利用 c 二 3X108m/s， 我 们 得 到 


3 2 
el baal m3 
Br i 2 (1.38X10 > 
y Mc? CO EO YC 和 DeD 
二 一 .在 久 寺 mA 


在 室温 > 工 二 300 天 (绝妙 过度 的 500Kss37 7) 我 有， 
A or 
y 
对 于 现代 原子 钟 ， 这 是 一 个 相当 大 的 效应 。 为 了 修正 时 间 
果 胀 到 1/1013 的 精度 ， 需 要 使 所 原子 温度 精度 达到 1 K。 
然而 ， 如 果 我 们 希望 比较 1015 分 之 几 的 频率 ， 各 站 溃 汪 从 
须 在 mK 的 范围 ， 这 是 非常 艰巨 的 任务 。 ” z 
把 原 玫 冷却 到 MK 区 城 转 术 的 诞生 已经 开启 了 新 二 一 代 
原子 钟 。 这 些 时 钟 工 作 在 可 见 光 而 不 是 微波 频率 ， 达 到 的 
稳定 性 好 于 1/1017- 一 等 价 于 地 球 年 龄 有 1 s 的 差异 。 


12.8.2 长 度 收 缩 


静止 在 S 系 的 杆 具 有 长 度 Lo。 在 沿 杆 的 方向 、 以 速率 
一 v 运 动 的 S 系 中 ， 观 测 的 长 度 是 多 少 ? 

杆 沿 着 x 轴 放 置 ， 其 端点 在 Xx。 和 Xs， 这 里 x 二 x 十 Lo。 
测量 涉及 两 个 事件 ,但 是 由 于 杆 静 止 在 S 系 ， 时 间 是 不 重要 
的 ， 所 以 我 们 取 S 系 的 观测 都 在 t 时 刻 。 在 S 的 长 度 由 两 个 
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事件 的 坐标 确定 : 

事件 1; (zx。， 1) 

事件 2; (zy £)s 
在 静 系 S 观测 的 长 度 是 zx, 一 x 二 Lo。 问 题 是 确定 在 S' 系 中 观 
测 的 长 度 ， 在 这 里 杆 以 速率 v 运动 。 

确定 S 系 坐 标的 一 个 很 自然 却 错误 的 方法 是 ， 用 方程 
(12. 3a) 确定 zs 和 xz。 并 相 减 。 这 将 给 出 Lo 二 zx6 一 x4 二 YLo。 
这 个 结果 是 错 的 ， 由 方程 (12. 3d) 可 以 看 出 ， 在 S 系 中 ， 两 
个 事件 的 时 间 并 不 相同 。 

对 于 运动 物体 的 长 度 ， 只 有 同时 测量 才 有 意义 。 因 此 ， 
我 们 必须 在 S 系 中 相同 的 时 刻 志 确定 zx 和 x 相应 的 值 。 应 用 
联系 S 和 S 事件 的 洛 伦 效 变换 可 以 很 容易 做 到 这 一 点 。> 王 
yz 一 vt ) 因 此 ， 

zy—=y(xs— vt ) 
za=Y (x, —v ) 


相 减 就 得 到 站 和 CE — Kj 所 以 ， Lo= x ， 


L'=Lo/y=y1l—w /ek (1 9 


杆 出 现 收缩 的 现象 。 当 wv>c 时 ，L'->0。 收 缩 只 在 运动 方向 
上 发 生 : 车 杆 沿 着 y 轴 放 置 ， 我 们 将 用 到 变换 y 一 y， 断 定 
TI 一 工 0 。 

像 时 间 膨 胀 的 情形 一 样 ， 我 们 有 不 太 直观 的 结果 。 这 也 
可 以 利用 几何 论证 来 理解 。 

火车 上 的 一 个 观察 者 可 以 用 在 车 厢 两 端 反射 镜 之 间 的 反 
射 光 来 测量 往返 时 间 ro。， 从 而 能 测量 车 厢 的 长 度 Lo: 


Lo 
6 = 多 
车 上 的 观察 者 断定 车 朋 的 长 度 是 
上 二 了 ro 1 区 7》 


当 火 车 以 速率 十 v 经 过 时 ， 地 面 的 观察 者 通过 测量 光 脉 冲 在 
两 端 之 间 的 往返 时 间 也 测量 车 厢 的 长 度 L 。 在 地 面 观察 者 看 
来 ， 脉 冲 从 后 镜 到 前 镜 的 时 间 r+ 比 L'/c 长 ， 因 为 前 镜 在 传 
播 期 间 上 略微 向 前 移动 了 。 传 播 距 离 是 L' 十 vr+ 。 因 此 ,t+ 一 
(LL 十 vr+)/c， 所 以 t+ 二 L'/(c 一 v)。 类 似 地 ， 返 程 的 时 间 


12.8 相对 论 运动 学 
是 rt- 二 L'/(c 十 v)。 光 脉冲 的 往返 时 间 是 


4 


c—w 《十 了 7 C \1l—vw’/c? 


因此 


下 一 


2 
把 它 与 方程 〈(12.7) 比较 ， 我 们 有 


L'=Lo (1—v?/c?) 
ro 
从 方程 (12. 5) 取 royro 的 值 ， 我 们 有 
L'=Loyl—vi /es 
因为 二 过 Lo， 地 面 观 察 者 看 到 车 厢 长 度 收缩 一 个 因 
Fy lo" 


12. 8.3 固有 时 和 固有 长 度 


我 们 引入 符号 ro 和 Lo 分 别 表示 在 事件 的 静 系 中 观测 的 时 
间 和 长 度 间 隅 。 这 些 量 被 称 作 固 有 的 : ro 是 固有 时 ，Lo 是 固 

固有 时 zt 是 时 钟 在 它 自 己 静 止 的 系 中 测量 的 时 间 ， 例 如 ， 
飞船 携带 的 时 钟 。 根 据 方程 (12. 5)， 在 动 系 中 测量 的 时 间 间 
隔 At 总 是 大 于 固有 时 间隔 Ar: 

Ar ~ 
ve 
类 似 地 ， 固 有 长 度 是 物体 在 它 自己 静止 的 系 中 测量 的 长 度 ， 
例如 ， 飞 船 携带 的 米 尺 。 根 据 方程 (12. 6)， 在 动 系 中 测量 的 
长 度 L’ 总 是 小 于 固有 长 度 L6: 


， 蔚 
L = Viv /LL 


Ay A Ar 


12. 8.4 相对 论 效应 是 真实 的 吗 ? 


时 间 和 距离 是 很 直观 的 概念 ， 至 少 在 一 开始 是 很 难 接 受 
狭义 相对 论 的 预言 在 熟悉 的 物理 场景 是 “真实 ”的 。 我 们 将 
察看 一 些 例 了 于， 在 这 里 时 间 膨 胀 和 长 度 收缩 是 毫 无 疑问 地 发 
生 了 。 迁 论 立 刻 涌 上 心头 。 例 如 ， 撑 杆 跳 选手 悖 论 : 农夫 有 
一 个 谷 仓 ， 两 端 各 有 一 个 门 。 一 个 撑 杆 跳 选手 紧 握 一 个 长 度 
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超过 谷 仓 的 水 平 杆 跑 过 谷 仓 。 农 夫 想 关门 把 杆 留 在 里 面 。 农 
夫 让 选手 跑 得 足够 快 ， 以 便 杆 的 长 度 收 缩 得 合适 。 选 手 在 里 
面 的 瞬间 ， 农 夫 关 门 。 悖 论 是 ,在 选手 看 来 ， 杆 没有 变化 ， 


但 是 谷 仓 的 长 度 收缩 了 。 奔 跑 使 适应 谷 仓 的 任务 非但 没 变 得 


容易 ， 反 而 更 难 了 。 

悖 论 完全 来 自 牛 顿 和 相对 论 的 同时 性 概念 的 差异 。 选 手 
并 不 同意 门 是 同时 关闭 的 ， 在 选手 看 来 ， 杆 从 来 没有 完全 在 
谷 仓 里 ， 这 留 作 一 道 证 明 题 。 

时 间 脱 胀 第 一 个 戏剧 性 的 实验 证 实 完成 于 宇宙 线 人 研究 的 
早期 。 实 验 也 证 实 ， 虽然 时 间 膨 胀 和 长 度 收 缩 似乎 是 本 质 上 
不 同 的 现象 ， 它 们 原来 是 同一 硬币 的 两 面 。 


例 12.5 时 间 膨 胀 、 长 度 收 缩 和 jr 子 衰变 

带 负 电 的 y 子 (符号 j ) 是 与 电子 有 关 的 基本 粒子 : 
与 电子 一 样 ， 带 有 ] 个 单位 的 负电 荷 ， 它 也 有 一 个 带 正 电 
的 反 粒子 j++ ， 类 似 于 正 电子 ， 即 电子 的 反 粒 子 。j4 子 与 电 
子 最 大 的 不 同 是 它 的 质量 和 不 稳定 性 ， 其 质量 约 是 电子 的 
205 倍 。 电 子 是 完全 稳定 的 ， 但 jy 子 会 衰变 成 电子 和 两 个 
中 微 子 。 

认 子 衰变 是 典型 的 放射 性 衰变 过 程 ; 若 上 一 0 时 刻 有 
N(0) 个 py 子 ，t 时 刻 的 数目 是 

Nt)=N(0)e tr 

这 里 ，r 是 衰变 特有 的 时 间 常 量 。 容 易 证 明 ， 一 个 给 定 有 
子 衰变 的 平均 时 间 是 tr， 所 以 t 被 称 作 粒子 的 “寿命 "。 对 
和 05. 地 
表示 了 子 。 对 物理 符号 要 保持 机 警 .) 若 凡 子 以 速率 u 运 
动 ， 衰 变 前 运动 的 平均 距离 是 (L) 二 vr。 

关子 是 在 宇宙 线 的 研究 中 发 现 的 。 它 们 是 由 奔 向 地 球 
的 高 能 质子 流 在 高 空中 产生 的 。 质 子 在 大 气 层 中 通过 碰撞 
很 快 消失 ， 但 是 久子 到 达 海平 面 时 几乎 没有 损失 。 早 期 的 
实验 陷入 一 个 悖 论 。 若 假定 六 子 以 接近 光速 的 高 速 运动 ， 
则 它们 衰变 前 运动 的 最 大 平均 距离 应 当 不 大 于 (LL) 二 cr。 
因此 ， 经 过 距离 工 后 ，j 子 的 流量 至 少 会 按 因子 exp 一 L/(L)》 
减 小 。 对 于 2.2 ps 的 寿命 ，( 工 ) 二 660 m。 在 最 初 的 实验 中 
[B; Rossi and BD. B. Hall, Physical Review, 59, 223 
(1941)]， 在 科罗拉多 的 一 个 山顶 和 下 面 2000 m 的 一 个 地 点 


12.8 相对 论 运动 学 


监测 了 流量 。 流 量 预 期 会 减少 一 个 因子 exp (一 2000 m/ 
660 m) 王 0.048。 然 而 ， 观 测 的 损失 率 却 低 很 多 。 悖 论 
是 ,中 子 在 它们 的 地 球 之 旅 中 似乎 活 到 了 它们 已 知 寿 命 的 
3 信和 。 

悖 论 的 化 解 就 在 于 请 子 实际 上 确实 活 了 那么 长 。 量 7 
可 由 册子 能 量 的 测量 来 确定 。 考 虑 了 时 间 膨 胀 后 ， 计 算 的 
寿命 增 大 因子 接近 于 观测 值 。 

固有 时 的 概念 是 考虑 它 的 另 一 种 方法 。 凡 子 携带 它们 
自己 的 时 钟 决定 了 它们 的 衰变 兴 。 在 册子 静止 系 里 ， 它 
们 的 时 钟 测量 的 是 固有 时 ， 所 以 地 面 观察 者 测量 的 衰变 
率 要 长 一 些 。 利 用 现代 的 粒子 加 速 器 ， 产 生 的 瓜子 能 旱 
比 南 宇宙 线 获 得 的 高 得 多 ， 从 而 有 较 大 的 Y 值 。 在 一 个 
实验 中 [R. M. Casey, et al. ,Phys. Rev. Letters, 82, 
1632 (1997)]， 寿 命 被 延长 了 很 多 ， 观 测 的 信号 显示 达 
到 了 440 hs， 是 几 子 寿命 的 两 百倍 。 运 动 的 时 钟 “ 真 的 ” 
变 慢 吗 ? 答案 取决 于 你 想 怎 么 解释 实验 。 在 随 册子 运动 
的 坐标 条 中 (在 册子 静止 系 中 )， 粒 子 以 它们 固有 的 衰变 
率 衰 变 。 然 而 ， 在 这 个 系 中 ,pj 子 “ 看 到 ”， 大气层 的 厚 
度 小 于 地 面 观察 者 看 到 的 。 洛 伦 兹 收缩 把 路 径 长 度 从 
2000 m 减 小 到 2000/y m。 穿 过 的 那 部 分 身子 等 同 于 地 面 
坐标 系 所 看 到 的 。 


我 们 看 到 ， 一旦 接受 了 相对 论 的 假设 ,我 们 就 得 被 迫 放 
弃 同 时 性 的 直观 想法 。 尽 管 如 此 ， 体 现 相 对 论 假设 的 洛 伦 效 
变换 能 使 我 们 计算 两 个 不 同系 的 事件 时 间 。 


例 12.6 洛 伦 兹 变换 的 应 用 

一 个 光 脉 冲 在 1 二 0 时 刻 从 位 于 工 一 0 的 轨道 车 中 心 发 
出 。 我 们 怎么 确定 光 脉 冲 到 达 长 2L 的 轨道 车 两 端的 时 间 ? 
这 个 问题 在 静 系 中 很 简单 。 两 个 事件 是 


Xl 三 一 L 
事件 1: 脉冲 到 达 A “| 下 
I + 
xX» 三 L 
Fs tt L 
re 
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在 相对 轨道 车 运动 S' 系 中 ， 为 确定 事件 的 时 间 ， 我们 采用 
时 间 坐 标的 洛 伦 兹 变换 。 


| 


在 动 系 中 ， he (事件 2) 册 刘 太 ( 和 和 入 更 于 一 


同时 性 不 是 事件 的 基本 性 质 ， 它 依赖 于 坐标 系 。 有 可 能 
找到 一 个 坐标 系 ， 其 中 任意 两 个 事件 是 同时 的 吗 ? 下 面 的 例 
子 证 明 12. 6 节 所 宣称 的 ; 存在 两 类 事件 。 对 于 两 个 给 定 的 事 
件 ， 我 们 或 者 能 找到 一 个 坐标 系 ， 其 中 事件 在 时 间 上 同时 的 ， 
或 者 事件 发 生 在 空间 同一 点 一 一 但 不 会 两 者 兼 有 。 


例 12.7 事件 的 顺序 ， 类 时 和 类 空间 隔 

S 系 中 在 zz 轴 两 个 事件 A 和 B 有 如 下 坐标 : 

| 于 季 的 EY 2A) "军人 忻 昌 W1 (XH) 

事件 之 间 的 距离 是 工 一 xp 一 +4， 事 件 的 时 间 间 隔 是 
2 tA | 

ey 根据 洛 伦 北 变换 的 描述 ， 事件 之 间 的 
距离 是 

i Ly(L oT) 


全 -7y(T- 王 ) 

由 于 总 是 小 于 6， 车工 >>cT， 则 上 总 是 正 的 ， 而 T 可 
正 、 可 负 或 为 替 。 这样 的 间隔 称 为 类 空 的 ， 这 是 因为 不 可 
能 找到 事件 在 同一 地 点 发 生 的 参考 系 ， 但 事件 却 可 以 是 同 
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时 的 ， 只 需 参 考 系 以 v= 二 c*T/IL 运动 。 另 一 方面 ， 若 上 过 
cT， 则 T' 总 是 正 的 ， 事 件 不 可 能 是 同时 的 ， 而 上 可 正 、 可 
负 或 为 零 。 这 样 的 间隔 称 为 类 时 的 ， 因 为 不 可 能 找到 事件 
可 同时 发 生 的 坐标 系 。 


12.9 相对 论 的 速度 合成 


最 近 的 恒星 离 我 们 4 光 年 多 , 我 们 的 银河 系 大 约 横 跨 
10000 光 年 。 因 此 ,任何 超 光速 的 旅行 方法 对 银河 系 开发 来 说 
都 是 极其 宝贵 的 。 奔 着 这 个 目标 ， 假 设 我 们 建造 一 盘 飞 船 ， 星 
际 飞 船 苏 菲 ， 能 达到 0. 900c 的 速率 。 苏 菲 的 机 组 接着 发 射 第 
二 艘 飞船 ， 星 际 飞 船 惊奇 ， 能 达到 0. 800c。 根 据 牛 顿 规 则 ， 人 惊 
奇 应 当 以 1. 700c 飞 离 。 让 我 们 看 看 相对 论 情形 下 会 发 生 什么 。 

我 们 用 S 表示 我 们 的 静 系 (z，y，z, ti)，S 为 飞船 苏 菲 
的 系 (x ，y ，z'，t )，S 以 速度 vv 沿 工 轴 运 动 。 在 苏 菲 看 
来 .惊奇 的 速度 是 u'==(u,，u,)。 我 们 的 任务 是 ,确定 在 我 
们 的 静 系 S 中 观测 到 的 惊奇 速度 &。 

由 速度 定义 ， 在 S 中 我 们 有 


/ .AX 
Wz = lim 7 
Af’—0 Ai 
六 访 
uy = lim 一 一 
Ar 一 =D At 
/ | Az 
Us = lim 一 一 
AL-=0 Ar 
在 S 中 相应 的 分 量 为 

和 无 

ur = lim 一 一 
NM-=0 :A 

， 

uy = lim 一 一 
| At—=0 At 
u; = lim 一 
Ai-s0 At 


问题 是 把 S 的 位 移 和 时 间 间 隔 与 S 的 联系 起 来 。 由 洛 伦 兹 变 
换 方程 (12. 3)， 我 们 有 

AXx =yY(Ax' 十 vAz ) 

Ay 王 Ay 

Az= Ax' 

Al 一 YX(CAL 十 (wu/c2)Az ) 
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因此 
A Y(Ax' +vArt') 
At YY[LAt T+(v/e?)Ax | 
Ax' /Azt + 


TY 
接 下 来 取 极 限 AL 一 0。 利用 uz = lima' so A /A 3 我 们 
得 到 


Es (12. 8a) 
“sm en Ee 
类 似 地 ， 
1 
Ee 12. 81 
9 yl | 、 和 
和 
姑 和 
Ws (12. 8c) 


* yy[1l+vu /ec?] 
方程 (12.8) 是 相对 论 速度 合成 的 规则 。 对 于 wv 安 c， 我 们 得 
到 伽利略 的 结果 z 一 mm 十 & 。 


从 S 到 S 的 变换 为 
Pe CT 
人 
Wy 
和 二 一 一 一 一 一 一 一 (12. 9b) 
“: y[ 1— vu: yc2 | 
Ww 
Ww (12. 9c) 


| 
回 到 两 稻 星 际 飞 船 的 问题 ， 令 xz 三 0.800c 为 惊奇 相对 苏 菲 
的 速率 ，w 二 0.900c 为 苏 菲 相对 我 们 的 速率 。 由 方程 
(12. 8a) ， 人 惊奇 相对 我 们 的 速率 为 

0. 900c 十 0.800c 


“rz 1 十 (0. 900)(0. 800) 
1 70Qg 
一 丁 720 二 0. 988 


惊奇 的 速率 小 于 c。 方 程 (12. 8a) 显示 ， 通 过 变换 参考 系 也 
不 能 超过 光速 。 
取 极 限 情形 1 二 <c， 在 静 系 的 最 终 速 率 则 是 
.2 
lwele: 


Ur 


= 
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与 己 无 关 。 这 与 我 们 建立 洛 伦 效 变换 的 假设 是 一 致 的 : 光速 
对 所 有 的 观察 者 者 相同。 此 外 ， 它 还 提示 ， 光 速 是 相对 论 理 
论 允 许 的 终极 速度 。 


例 12.8 运动 介质 中 的 光速 

作为 相对 论 速度 合成 的 练习 ， 让 我 们 确定 运动 的 介质 ， 
例如 流水 ， 如 何 影响 光速 。 

光 在 物质 中 的 速率 小 于 co。 折射 率 7 用 来 说 明 介 质 中 
的 速 浴 


C 
” 光 在 介质 中 的 速度 

n 二 1 对 应 于 真空 ; 在 普通 物质 中 ,1 一 1。 变 慢 可 以 是 相当 
可 观 的 :对 于 水 ，m 一 1.32 

问题 是 确定 运动 流体 中 的 光速 。 例 如 ， 考 虑 一 个 充满 
水 的 管子 。 若 水 静止 ， 相 对 实验 室 ， 水 中 的 光速 是 二 c/n。 
当 水 以 速率 v 流动 时 ， 光 迷 是 多 少 ? 

考虑 随 水 运动 的 坐标 系 S 二 (x ,y’) 中 观测 的 水 中 光 
速 。 在 S' 中 速率 为 


1 
WU 三 一 
n 


由 方程 (12. 8a)， 实 验 室 中 的 速率 为 
三 红 齐 中 杂志 
1 十 zeycaz 


u 


2 光 / 次 汪 雹 
lv/nc 


人 

n \l+v/nc 

若 我 们 展开 右边 的 因子 ， 并 略 去 (v/c)? 阶 及 更 小 的 项 ， 
我 们 得 到 


光 似 乎 被 流体 “ 拖 役 ”， 但 不 是 完全 的 。 只 有 流体 过 度 的 一 部 
分 /二 1 一 1/n? 加 到 光 过 c/n 上 。 这 个 效应 在 1851 年 由 裴 索 
实验 观测 到 ， 但 是 直到 相对 论 发 明 后 才 得 到 满意 的 解释 。 
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12. 10 ”多 普 勒 效应 


多 普 勒 效应 是 波源 和 观察 者 之 间 的 运动 所 引起 的 波 的 频 
率 变 化 。 它 引起 卡车 喇叭 或 火车 汽笛 在 他 们 经 过 时 音调 变 低 。 
对 于 天 文学 家 和 天 体 物 理学 家 来 说 ,多 普 勒 效应 提供 了 一 个 
无 比重 要 的 工具 ， 通 过 天 体 所 发 出 谱 线 波长 的 移动 可 用 来 测 
量 它们 远离 的 速率 。 关 于 宇宙 膨胀 有 多 快 的 所 有 知识 都 来 目 
对 谱 线 多 普 勒 效应 的 观测 。 更 普通 的 是 ， 多 普 勤 效应 是 可 午 
又 廉价 的 雷达 速率 监测 仪 的 核心 。 

相对 论 多 音 勒 效应 不 同 于 经 典 效应 的 方式 是 令 人 满意 的 : 
它 更 加 简单 。 男 外 ， 它 还 展示 了 经 典 行为 所 没有 的 现象 ， 横 向 多 
普 勒 效应 ， 观 察 者 在 与 运动 光源 垂直 的 路 径 所 看 到 的 频率 移动 。 

我 们 首先 回顾 一 下 声音 的 经 典 多 普 勒 效应 。 


12. 10. 1 声波 的 多 普 勒 效应 


声音 在 介质 ， 比 如 空气 中 ， 传 播 的 速率 w 由 介质 的 性 质 
决定 ， 与 源 的 运动 无 关 。 

源 朝 着 静止 的 观察 者 以 速率 v 在 介质 中 和 运动， 考虑 来 自 源 
的 声波 。 暂 时 我 们 限定 在 观察 者 沿 运 动 线 的 情形 。 我 们 把 声音 
描绘 为 时 间 间 隔 为 zo 二 1/vo 的 一 系列 规则 的 脉冲 ， 这 里 yw 是 源 
每 秒 产 生 的 脉冲 数 。 脉 冲 之 间 的 距离 是 wro 二 w/vo， 我 们 用 
表示 。 我 们 同样 可 以 把 扰动 描绘 为 正弦 波 ， 在 这 种 情形 下 vo 对 
应 于 声音 的 频率 ， 相 邻 波 峰 的 距离 是 波长 4 二 w/vo。 

若 源 朝 着 观察 者 以 速率 运动， 则 相继 脉冲 的 距离 是 
AD 二 A 一 Vro 二 A 一 v/vo。 因 此 


WwW CU VU 


0 yo yO 

/ 1 pi ™ 

二 vo (一 一 一 (运动 的 源 ) (12. 10) 
1—v/vw 


频率 的 移动 Av 二 vo 一 vo 就 是 所 谓 的 多 普 勒 移动 。 

若 观 察 者 朝 着 源 以 速率 v 运动 ， 情 形 会 略 有 不 同 。 先 
前 ， 观 察 者 在 介质 中 静止 ; 现在 ， 观 察 者 在 介质 中 运动 。 源 
和 观察 者 之 间 的 相对 速度 都 是 v。 波 前 之 间 的 距离 未 变 , 但 是 
到 达 的 相对 速度 现在 是 ww 十 vu。 因 此 ， 频 率 是 v6 二 (w 十 v)/4， 
可 以 写 为 


v9 二 yo(1 十 v/w) (运动 的 观察 者 ) (12. 11) 


12. 10 多 普 勒 效应 


方程 (12. 10) 和 (12. 11) 对 于 比值 v/w 的 一 阶 是 相同 的 ， 
但 是 二 阶 不 同 。 二 阶 的 差异 在 原理 上 可 用 来 确定 多 普 勒 移动 
是 由 源 的 运动 还 是 观察 者 的 运动 引起 。 差 异 是 真实 的 ， 因 为 
运动 是 相对 于 静止 的 介质 (比如 空气 ) 测量 的 。 

右 这 些 结果 对 于 空间 的 光波 有 效 ， 我 们 就 能 够 区 别 两 个 
系统 的 哪 一 个 是 绝对 静止 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 为 解决 这 个 难 
题 ， 我 们 现在 就 致力 于 多 普 勒 效应 的 相对 论 推 导 。 


12. 10.2 相对 论 多 普 勒 效应 


光源 在 它 的 静 系 中 以 周期 ro=1/vo 闪 烁 。 光 源 朝 着 观察 
者 以 速率 vv 运动。 由 于 时 间 膨 胀 ， 在 观察 者 的 静 系 中 周期 是 
Ci 


[0 
OO 


n > 
-一 


右 波长 1p 是 观察 者 的 静 系 中 脉冲 之 间 的 距离 ， 脉 冲 的 频 
率 就 是 vp 二 c/Ap。 因 为 源 朝 着 观察 者 运动 ， 这 个 距离 是 


人 D 王 Cr 一 WU 一 (C 一 中 )7 


从 而 
Wm 
=(-—== = 
1 一 如 /cy yzro 
或 者 
AM 1 一 避 2 /es 
VW = 
1] = 
可 以 化 简 为 


wa 全 本 Cl. 12) 
1 一 去 7 


这 里 ，vpDp 是 在 观察 者 静 系 的 频率 ，vw 是 源 和 观察 者 的 相对 速 
率 。 不 出 所 料 ， 没 有 提 到 相对 介质 的 运动 。 相 对 论 结果 并 不 
偏爱 经 典 结果 ; 它 与 方程 (12.10) 和 (12. 11) 都 不 同 ， 而 
是 对 称 地 处 理 运动 光源 和 运动 观察 者 的 情形 : 它 是 两 个 经 典 
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结果 的 几何 平均 。 
12. 10.3 偏离 运动 线 的 多 普 勒 效应 


我 们 已 经 分 析 了 源 和 观察 者 沿 着 它们 连 线 运动 时 的 多 普 
勒 效 应 ， 但 这 不 是 最 一 般 的 情形 。 例 如 ， 考 虑 一 个 同 监 测 多 
普 勒 频率 移动 的 地 面 航 迹 站 广播 无 线 电 指 癌 标 信号 的 卫星 。 

我 们 很 容易 推广 我 们 的 方法 ， 确 定 观 察 者 与 运动 线 夹 角 
为 9 时 的 多 普 勒 效应 。 我 们 再 次 把 源 看 作 闪 光 。 与 前 面 一 样 ， 
在 观察 者 静 系 中 ， 闪 光 的 周期 是 + 二 yro。 观 察 者 观测 的 频率 
是 c/A4p。 在 闪光 之 间 源 运动 的 距离 是 vr， 从 图 中 可 以 明显 
看 出 

AN 一 位 一 人 ecs& 


一 (C 一 COSO)r 


因此 


(c—vCcOs0)roy 


fl—o* /cs 


Wo (L213) 


DS= 


这 里 ， 我们 用 到 了 zo 二 1/vo。。 在 这 个 结果 中 ，9 是 在 观察 者 
的 静 系 中 测量 的 角度 。 沿 运动 线 ，9 二 0， 我 们 又 得 到 先前 的 
结果 ， 即 方程 (12. 12)。 在 9 二 x/2， 源 和 观察 者 之 间 的 相对 
速度 为 零 。 经 典 多 普 勒 效应 在 这 里 会 消失 ,但 是 在 相对 论 情 
形 却 存在 一 个 频率 移动 ; yp 与 v6 相差 一 个 因子 V1 一 v?/c?。 
这 个 “横向 ”多 普 勒 效应 源 于 时 间 膨 胀 。 闪 光 灯 实际 上 是 运 
动 时 钟 ， 运 动 时 钟 变 慢 了 。 

相对 论 多 普 勒 效应 与 经 典 结果 在 v/c 阶 是 一 致 的 ， 因 此 
区 分 它们 的 任何 实验 必须 对 (v/c)? 阶 的 效应 敏感 。 尽 管 如 
此 ， 通 过 观测 快速 运动 原子 所 发 出 波长 的 小 移动 ，H. E Ives 
和 G. R Stilwell 在 1938 年 证 实 了 相对 论 表达 式 。 

多 普 勒 效应 的 一 个 应 用 是 在 导航 系统 中 ， 如 下 例 所 示 。 


例 12.9 多 普 勒 导航 
从 地 球 的 一 个 参考 点 ， 多 普 勒 效应 可 用 来 追踪 一 个 运 
动 的 物体 ， 比 如 一 个 卫星 。 它 为 第 一 个 卫星 飞 上 天 时 就 建 


12. 10 ”多 普 勒 效应 


立 的 导航 系统 商定 了 基础 。 虽 然 它 已 被 全 球 定 位 系统 
(GPS) 取代 ， 这 个 方法 却 是 惊人 地 准确 ; 108 mm 远 的 卫星 
位 置 的 变化 可 以 确定 到 零点 几 厘 米 。 

考虑 离 地 面 站 某 一 距离 上、 以 速度 u 运动 的 一 个 卫星 。 
卫星 上 的 振荡 器 以 频率 mm 广播 信号 。 对 于 卫星 ，V<c， 可 
对 方程 (12.13) 取 近 似 ， 只 保留 v/c 阶 的 项 。 地 面 站 接 
收 到 的 频率 yD 可 写 为 


a A 
“D1—(v/cY)cos0 


Ay0 (1+ 二 cosg) 


地 面 站 里 有 一 个 与 卫星 上 相同 的 振荡 器 。 静 止 时 ， 两 个 振 
荡 器 以 相同 的 频率 yo 运行 ， 相 应 的 波长 10 二 c/zo。 飞 行 
时 ， 被 观测 的 卫星 频率 是 不 同 的 ， 通 过 简单 的 电子 方法 可 
以 测量 差 频 (“ 拍 ” 频 ) yp 一 vo: 


ol 
yD 一 20 = yo cos0 


卫星 的 径 向 速度 是 
dr 
和 
一 一 必 COS0 
因此 
T= —yo) 


当 卫 星 的 速度 和 方向 变化 时 ，vp 随 时 间 变 化 。 为 确定 卫星 
在 时 间 T。 和 T5 之 间 运 行 的 总 径 向 距离 ， 我 们 将 上 面 的 表 
达 式 对 时 间 积 分 : 


T /dr Ts : 
| (E)& =- wo 一 wm)d: 


We 20] Gp pod 
积分 是 在 T。 到 Ts 的 间隔 内 所 发 生 的 拍 频 循 环 数 Ni 。 (一 
个 销 环 发 生 的 时 间 是 + 二 1/(vp 一 Jo)， 所 以 |di/r 是 狂 环 
的 总 数 。) 因此 
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ro 一 六 一 一 ON 到 
这 个 结果 有 一 个 简单 的 解释 : 每 当 径 向 距离 增 大 一 个 波长 
时 ， 拍 信号 的 相 减 小 一 个 循环 。 类 似 地 ， 当 径 向 距离 减 小 
一 个 波长 时 ， 拍 信号 的 相 增 大 一 个 循环 。 

”卫星 通讯 系统 工作 的 典型 波长 为 10 cm， 拍 信号 可 测 
量 到 零点 几 个 循环 ， 所 以 卫星 可 追踪 到 大 约 1 cm。 若 卫星 
和 地 基 的 振荡 器 并 未 调 到 相同 频率 vo， 拍 频 中 就 会 有 误差 。 
为 避免 这 个 问题 ， 可 采用 双 路 多 普 勒 追踪 系统 ， 信 号 从 地 
面 传 到 卫星 ， 放 大 后 再 传 回 地 面 。 这 具有 双 倍 和 多 普 勒 移动 
的 额外 优势 ， 分 辩 率 增 大 一 个 2 的 因子 。 

我 们 概述 了 经 典 情 形 v<c 的 多 普 勒 导航 原理 。 对 于 
某 些 追踪 应 用 ， 精 度 高 到 必须 考虑 相对 论 效应 。 

我 们 已 经 证 明 ， 多 普 勒 追踪 系统 也 可 以 给 出 卫星 的 瞬 
时 径 向 迷 度 Vv, 二 一 c(vp 一 y0)/yo。 这 是 尤其 方便 的 ， 因 为 
检查 卫星 的 轨道 需要 速度 和 位 置 两 者 。 这 个 结果 更 普通 的 
应 用 是 警 用 雷达 速率 监测 仪 : 微波 信号 被 迎面 而 来 的 汽车 


反射 ， 反 射 信号 的 拍 频 揭示 了 汽车 的 速率 。 


12.11 双生 子 悖 论 


在 增添 狭义 相对 论 迷 人 色彩 的 诸多 悖 论 中 ， 怒 怕 没 有 什 
么 比 双生 子 悖 论 能 激发 更 多 的 议论 了 。 这 个 悖 论说 起 来 简单 : 
两 个 双生 子 ， 爱 丽 斯 和 鲍 孝 ， 有 相同 的 时 钟 。 爱 丽 斯 开始 一 
个 长 途 的 空间 之 旅 ， 鲍 勃 待 在 家 里 。 假 定 飞船 以 匀速 v 沿 直 
线 飞 走 ， 爱 丽 斯 用 她 船上 的 时 钟 测量 经 历 的 时 间 为 To/2。 她 
迅速 反 转 速率 、 调 头 ， 在 To 时 刻 到 家 。 爱 丽 斯 观察 到 ， 用 她 
船上 的 时 钟 测量 ， 她 已 经 老 了 To 时 间 。 

由 于 时 间 膨 胀 ， 鲍 动 观 测 的 旅行 时 间 为 


Th=YToxTo(1+ 计 ) 


结果 ， 鲍 勃 断定 ， 由 于 时 间 膨 胀 ， 他 比 爱丽 斯 老 
2 


1 
AThip=3 To 也 (12. 14) 
了 


或 者 ， 等 价 地 ， 爱 丽 斯 比 他 年 轻 一 


12. 11 双生 子 悖 论 


若 爱 丽 斯 应 用 同样 的 论证 ， 她 断定 她 比例 勃 老 


] 2 
Py Ed (12. 15) 
2 c2 


或 者 鲍 勃 比 她 相应 地 年 轻 一 些 。 

显然 ， 他 们 不 可 能 都 对 。 谁 更 年 轻 呢 ? 真 的 有 任何 差 
异 吗 ? 

悖 论 起 因 于 忽略 了 这 样 一 个 事实 ， 双 生子 的 情形 是 不 对 
等 的 。 鲍 勃 的 系 是 惯性 的 ， 但 在 部 分 时 间 ， 爱 丽 斯 的 不 是 。 
为 了 返回 起 点 ， 她 必须 反 转 她 的 速度 ， 当 她 的 速度 变化 时 ， 
她 的 系 不 是 惯性 的 。 在 这 期 间 ， 人 情形 是 不 对 称 的 : 至 于 哪 一 
个 双生 子 在 加 速 ， 这 是 没有 疑问 的 。 若 每 人 都 携带 一 个 加 速 
计 ， 比 如 ， 弹 先 上 放 一 个 物体 。 鲍 勃 的 会 保持 在 零点 ， 当 飞 
船 反 转 方向 时 ， 爱 丽 斯 的 会 显示 一 个 较 大 的 侦 离 。 

原则 上 ， 分 析 加 速 系 中 的 事件 需要 广义 相对 论 。 尽 管 如 
此 ， 借 助 等 效 原理 和 在 第 9 章 对 引力 时 钟 移动 的 分 析 ， 我 们 
可 以 确定 解答 的 主 项 。 回 顾 一 下 ， 根据 等 效 原理 ， 没 办 法 区 
分 加 速度 a 和 均匀 的 引力 场 g 二 一 a 。 由 于 引力 时 钟 移动 ， 爱 
丽 斯 看 到 鲍 勃 的 时 钟 在 转向 期 间 变 快 了 。 我 们 会 看 到 ， 这 个 
时 间 的 提前 使 两 个 观察 者 达成 一 致 。 

在 转向 期 间 ， 让 我 们 假定 爱丽 斯 经 历 一 个 持续 时 间 r 的 匀 
加 速度 a。 反 转速 度 所 需 的 时 间 满 足 ar 二 2v。 在 这 期 间 ， 爱 
丽 斯 经 受 一 个 等 效 的 引力 场 gerf 二 一 4a， 从 鲍 勃 指向 她 。 结 
果 ， 爱丽 斯 看 到 ， 由 于 引力 红 移 ， 鲍 勃 的 时 钟 变 快 了 (在 这 
种 情形 下 ， 实 际 上 是 蓝 移 )。 时 钟 计时 率 的 部 分 移动 是 gerh/c?， 
这 里 hh 是 时 钟 在 引力 场 中 的 “高 度 ”。 转 向 发 生 在 时 刻 To/2， 
所 以 A=oTo/2。 转 向 期 间 ， 爱 丽 斯 在 鲍 勃 的 时 钟 里 测量 的 
总 提前 是 


geffhr 
A gia 0 7 


de 
代入 数值 ，h = 二 vTo/2，g ef 二 a 和 +t 二 2v/a， 我 们 有 
av* To v2 
NT 一 一 5 一 Ti (12. 16) 


Ca 


在 考虑 引力 频率 移动 之 前 ， 爱 丽 斯 相信 和 例 勃 比 她 年 轻 (172) 
To yc )。 然 而 ， 把 ATgrav 加 到 这 个 时 间 里 ， 她 意识 到 鲍 
过 实 际 上 老 了 那个 量 。 双 生子 都 同意 : 旅行 结束 后 ， 爱 丽 丝 
比 鲍 动 年 轻 。 看 来 旅行 有 助 于 使 人 相对 年 轻 一 些 。 
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习 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 


12. 1 麦克 斯 韦 的 建议 

12. 3 节 提 到 了 麦克 斯 韦 的 建议 ， 用 木星 的 卫星 作 时 钟 ， 
测量 光源 运动 对 光速 的 影响 。 在 图 中 (未 按 比 例 )， 内 圆 是 地 
球 轨 道 ， 外 圆 是 木星 轨道 。 木 星 位 置 相对 于 地 球 位 置 的 夹 角 


为 9。 木 星 的 周期 是 11.9 年 ， 地 球 的 周期 是 1 年 ， 所 以 = 


1 di— 


2T radj/ 年 一 1.8X Bo’ rad/s。 木星 轨道 的 半径 是 


Ri 一 7.8X101 m， 地 球 轨道 的 半径 是 RE 二 1. 5X101ll mm。 
问题 是 确定 用 麦克 斯 韦 方 法 预言 的 时 间 延 迟 AT。 和 看 s 
是 木星 和 地 球 之 间 的 距离 ， 则 


计算 AT 的 最 大 值 。 
12.2 ”精密 的 迈克 耳 孙 - 莫 雷 干涉 仪 

1887 年 迈克 耳 孙 和 莫 雷 在 the Case School of Applied 
Science (现在 的 Case-Western Reserve University) 用 改进 
的 仪器 能 探测 0.01 个 条 纹 ， 所 用 的 钠 黄 光 的 波长 
三 5D90 nms 

由 这 个 实验 所 设 定 的 地 球 相 对 以 太 的 速度 上 限 是 多 少 ? 
作为 比较 ， 地 球 绕 太 阳 的 轨道 速度 是 30 km/s。 
12.3 ”倾斜 的 迈克 耳 孙 - 莫 雷 仪 锋 

在 12.3 节 ,假定 迈克 耳 孙 -英和 雷 干涉 仪 的 辟 A 沿 运 动 线 ， 
辟 BB 垂直， 根据 以 太 理 论 预言 的 时 间 差 是 


如 图 所 示 ， 若 臂 A 与 通过 以 太 的 运动 线 夹 角 为 9， 计 算 预 期 
的 时 间 差 。 
12.4 ” 非 对 称 的 迈克 耳 孙 - 莫 雷 干涉 仪 

若 迈 克 耳 孙 干 涉 仪 的 两 个 臂 有 不 同 的 长 度 民 和 1，， 当 干 
涉 仪 相对 通过 以 太 的 速度 转 过 90 时 ,证 明 条 纹 移动 为 


N= (2) ewe? 


式 中 ,4 是 光源 的 波长 。 
12.5 洛 伦 兹 - 菲 欧 杰 拉 德 收缩 

爱尔兰 物理 学 家 菲 奖 杰 拉 德 和 和 荷兰 物理 学 家 洛 伦 效 沧 
坛 解 释 迈 克 耳 孙 - 莫 雷 实 验 的 零 绪 果 ， 他 们 推测 穿 过 以 太 的 
运动 产生 一 个 应 力 ， 使 得 沿 运 动 线 收缩 一 个 因子 


] 
l= Fe 


证 明 这 个 假说 能 解释 迈克 耳 孙 - 葛 雷 实验 条 纹 移 动 的 缺失 。 
(假说 在 1932 年 被 实验 人 员 用 不 等 臂 干 涉 仪 否 定 ,) 
12.6 c 常量 的 单程 检验 

光 在 迈克 耳 孙 - 莫 雷 干涉 仪 中 进行 了 一 次 往返 旅行 ， 预 言 
的 时 间 延 迟 是 二 阶 的 ， 正 比 于 v*/c*。 

这 里 有 一 个 实验 ， 能 给 出 一 阶 结 果 ， 正 比 于 v/c。 考 虑 
在 图 示 方 向 上 以 速率 v 穿 过 以 太 的 实验 室 。 观 察 者 有 时 钟 和 
光 脉 冲 。 在 t= 二 0 时刻 ，A 向 距离 / 的 B 发 出 一 个 信和 号， 如 图 
a) 所 示 ，B 记录 到 达 的 时 间 。 实 验 室 然 后 转动 180 , 将 A 和 
B 的 位 置 互 换 。 在 + 二 TT 时刻，A 向 BB 发 出 第 二 个 信和 号， 如 
图 b) 所 示 。 

(a) 根据 以 太 理 论 , 证 明 B 观测 的 信号 之 间 的 间隔 是 
六 十 让 汪 。 泪 时 


精确 到 (wv/c) 阶 。 

(b) 假定 在 这 个 实验 中 ， 一 个 时 钟 位 于 地 面 ， 另 一 个 在 
头顶 的 卫星 里 。 对 于 周期 24h 的 圆 轨道 ，/ 二 5. 6R。， 这 里 R。 
是 地 球 半 径 ， 值 为 6.4X 105 m。 利 用 稳定 到 1/101 的 原子 
钟 ， 这 个 实验 能 探测 的 wv 的 最 小 值 是 多 少 ? 

12. 7 ”四 个 事件 

注意 ; S 表示 一 个 惯性 系 z、y、z、zi，S 表示 一 个 沿 x 
轴 相 对 S 以 速率 v 运动 的 惯性 系 z  、y 、z 、t 。 原 点 在 t= 
上 一 0 时 重合 。 为 便于 计算 ， 取 ec 二 3X108my/s。 

假定 v 王 0.6c， 确 定 下 列 事件 在 S 系 的 坐标 。 

(a) X=4 m, t=0 s。 

(b) x=4m, 1=1 s。 


《cj r=1, 8X10 m, t=1 's, 
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(d) w=10 ms $=2 8s, 
12.8 S 和 S 的 相对 速度 

引用 习题 12.7 的 注释 和 插图 。 

一 个 事件 在 S 中 发 生 在 zx=6X108 m,，S' 中 在 x ==6X 
10s m 和 7 二 4 s。 确 定 参考 系 的 相对 速度 。 

12.9 转动 的 杆 

长 46 的 杆 在 它 的 静 系 中 位 于 x'y 平面 , 与 x 轴 的 夹 角 为 
90o。 在 实验 室 系 中 ， 杆 向 右 以 速度 v 运动 ， 杆 的 长 度 和 方向 
角 是 多 少 ? 

12. 10 ”相对 速率 * 

一 个 观察 者 看 到 两 个 飞船 都 以 速率 0.99c 飞行 并 分 离 。 
在 一 个 飞船 看 来 ， 另 一 个 飞船 的 速率 是 多 少 ? 

12. 11 时 间 膨 胀 

图 中 的 时 钟 为 时 间 膨 胀 公式 提供 了 一 个 直观 的 解释 。 时 
钟 由 闪光 灯 、 反 射 镜 和 光电 管 组 成 。 闪 光 灯 发 出 的 光 脉 冲 经 
过 距离 L 到 达 反 射 镜 ， 反 射 后 回 到 光电 管 。 每 次 光 脉 冲击 中 
光电 管 后 就 触发 闪光 灯 。 忽 略 触发 电路 的 时 间 延 迟 ， 时 钟 的 
周期 是 ro 二 2L /ec。 

这 时 ， 我 们 在 向 左 以 匀速 v 运动 的 坐标 系 中 检查 时 钟 。 
在 此 系 中 ， 时 钟 以 速度 v 向 右 运 动 。 只 利用 c 是 普 适 常量 的 
假设 和 与 运动 线 垂直 的 距离 不 受 运动 影响 的 事实 ， 通 过 直接 
计算 ， 确 定 动 系 中 时 钟 的 周期 。 结 果 应 等 同 于 洛 伦 效 变换 给 
出 的 ; t= 二 to/V1 一 v2/c?，。 

12. 12 ”前 灯 效 应 * 

在 S' 系 中 ， 光 柱 相 对 x 以 角度 00 发出。 

(a) 在 S 中 ,确定 相对 xz 轴 的 角度 0。 

(b) 一 个 光源 在 它 的 静 系 中 向 所 有 方向 均匀 辐射 光 ， 在 
光源 以 接近 c 的 速率 v 运动 的 系 中 ， 它 强烈 地 向 前 辐射 。 这 
就 是 所 谓 的 前 灯 效 应 ; 它 在 同步 加 速 器 光源 中 非常 显著 ， 以 
相对 论 速率 运动 的 电子 向 前 在 一 个 窍 的 锥 形 中 发 光 。 利 用 
(a) 的 结果 ， 确 定 光 源 的 速度 ， 使 得 所 发 出 的 一 半 辐 射 在 对 
向 角 为 10 3 rad 的 锥 形 里 。( 示 意图 是 极其 夸张 的 ，10 3 rad 
只 有 0. 06°。) 


12. 13 ”运动 的 反射 镜 

被 运动 的 反射 镜 反 射 的 光 ， 由 于 像 的 运动 ， 其 频率 会 有 
多 普 勒 移动 。 反 射 镜 以 速率 v 接近 观察 者 时 ， 确 定 垂 直 反 射 
光 的 多 普 勒 移动 ， 并 证 明 这 等 同 于 像 朝 着 观察 者 以 速率 
2v/(1 十 v2?/c?) 运动 的 多 普 勒 移动 。 

12. 14 ”运动 的 玻璃 板 * 

一 块 玻璃 板 向 右 以 速率 v 运动 。 一 闪光 从 A 发 出 ， 穿 过 
玻璃 板 到 达 距 离 L 处 的 B。 玻 璃 在 它 的 静 系 中 厚度 为 D， 玻 
璃 中 的 光速 是 c/n。 光 从 A 到 B 要 多 久 ? 

12. 15 和 氢 原 子 谱 线 的 多 普 勒 移动 ” 

氨 原 子 最 有 名 的 一 条 谱 线 是 互 。 线 ， 是 波长 为 656.1 Xx 
10 9” m 的 亮 红 线 。 

(a) 从 退行 速率 为 3000 kmys 的 恒星 发 出 的 五。 线 的 预期 
波长 是 多 少 ? 

(b) 在 地 球 上 测量 来 目 太 阳 亦 道 对 端的 互 。 线 ， 其 波长 相 
差 9X10- 2 m。 假 设 这 个 效应 是 由 太阳 转动 引起 的 ， 确 定 转 
动 的 周期 。 太 阳 的 直径 是 1. 4X10° km。 

12. 16 ” 撑 杆 跳 选手 悖 论 * 

撑 杆 跳 选手 的 杆 长 lo ， 农 夫 的 谷 仓 长 3 lo/4。 农 夫 打 赌 ， 
撑 杆 完全 在 谷 仓 时 ， 他 能 关上 谷 仓 的 前 后 门 。 赌 局 开始 ， 农 
夫 要 求 撑 杆 跳 选手 跑 进 谷 仓 的 速率 为 v= 二 cV3/2。 在 此 情形 ， 
农夫 看 到 ， 撑 杆 被 洛 伦 效 收缩 为 1 二 10/2， 撑 杆 很 容易 完全 
进入 谷 仓 。 农 夫 关 门 的 瞬间 ， 杆 在 里 面 ， 他 说 赢 了 赌局 。 返 
杆 跳 选 手 不 同意 : 他 看 到 谷 仓 收 缩 了 一 半 ， 杆 不 可 能 放 进 里 
面 。 令 农夫 和 和 谷 仓 在 S 系 ， 撑 杆 跳 选 手 在 S 系 。 撑 杆 的 前 端 
为 A， 后 端 为 B。 


(a) S 系 的 农夫 看 到 A 在 ia 二 0 到 达 后 门 ， 在 相同 的 时 
间 ta 二 tg 二 0 关上 前 门 。S 系 中 看 到 杆 的 长 度 是 多 少 ? 
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(b) S 系 的 撑 杆 跳 选手 在 t4 看 到 A 到 达 后 门 。 此 时 撑 杆 
跳 选 手 看 到 B 在 哪里 ? 

(c) 证 明 ， 在 S' 系 中 ，A 和 B 并 未 同时 在 谷 仓 里 。 
12. 17 ”加 速度 的 变换 

从 S 系 到 S 系 的 相对 论 加 速度 变换 可 以 通过 扩展 12. 9 节 
的 方法 确定 。 最 有 用 的 变换 是 这 种 情形 : 质点 在 S 系 瞬 时 静 
止 ， 但 有 平行 z 轴 的 加 速度 ao 。 

对 于 这 种 情形 ， 证 明 在 S 系 中 加 速度 的 xz 分 量 为 a; = 
Wo 
12. 18 ”持续 加 速 的 后 果 * 

习题 12. 17 导出 的 相对 论 加 速度 变换 表明 ， 不 可 能 把 系 
统 加 速 到 大 于 c。 考 虑 以 匀 加 速度 ao 加 速 的 宇宙 飞船 ，ao 是 
用 船 载 的 加 速 计 测量 的 ， 例 如 弹簧 上 连 一 个 物体 。 

(a) 对 于 在 飞船 最 初 静 止 的 参考 系 中 的 观察 者 ， 确 定 1 
时 刻 后 的 速率 。 

(b) 经 典 预 测 的 速率 是 vo = 二 aot。 对 于 下 列 情形 : wo = 
10 3c,，c，103c， 实 际 的 速率 是 多 少 ? 
12. 19 ”旅行 双生 子 

一 个 年 轻 人 到 最 近 的 、4. 3 光 年 远 的 恒星 半 人 马 座 a 去 
旅行 。 他 乘坐 速度 为 c/5 的 宇宙 飞船 旅行 。 当 他 返回 地 球 时 ， 
他 比 待 在 家 里 的 双生 子 兄 弟 年 轻 多 少 ? 
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13 ”相对论 动力 学 


13.1 简介 


在 第 12 章 中 ， 我 们 看 到 ， 从 狭义 相对 论 的 假设 如 何 导 出 
时 空 的 新 运动 学 关系 。 很 自然 我 们 会 期 待 这 些 关 系 在 动力 学 
上 有 重要 的 应 用 ， 特 别 是 动量 和 能 量 的 含义 。 本 章 我 们 检查 
狭义 相对 论 所 要 求 的 对 牛顿 动量 和 能 量 概念 的 调整 。 根 本 的 
胰 略 是 确保 孤立 系统 的 动量 和 能 量 守 恒 。 这 个 方法 经 常用 于 
扩展 物理 学 的 前 沿 : 重 整 守恒 定律 使 它们 在 新 情形 下 依然 成 
立 ， 从 而 可 以 推广 熟悉 的 概念 。 也 可 以 由 此 发 现 不 熟悉 的 概 
念 ， 例 如 ， 无 质量 却 仍 能 携带 能 量 和 动量 的 粒子 概念 。 


13.2 相对 论 动量 


为 探究 狭义 相对 论 中 动量 的 性 质 ， 考 虑 孤立 系统 中 两 
个 全 同 质 点 A 和 BB 的 弹性 斜 碰 。 如 同 非 相 对 论 物 理 那样 ， 
我 们 想 要 系统 的 总 动量 守恒 。 我 们 将 在 两 个 参考 系 中 观察 
碰撞 : A 系 ， 沿 zx 轴 随 A 一 起 运动 的 参考 系 ,， 其 中 人 A 事 
止 ，B 沿 zz 轴 以 速率 V 接近 ; 接 下 来 是 B 系 ， 随 BB 沿 相反 
的 方向 运动 ， 其 中 BB 静止 ，A 接近 。 我 们 把 碰撞 取 为 完全 
对 称 的 形式 。 如 图 所 示 ， 磁 撞 前 ， 每 个 质点 在 自己 的 系 中 
有 相同 的 y 速率 uo。。 磁 撞 的 效果 是 ，y 速度 反 向 , 但 x 速 
度 不 变 。 

参考 系 之 间 x 方向 的 相对 速度 是 V。 在 A 系 中 ， 质 点 A 


碰 前 碰 后 


13.2 相对论 动 量 


的 y 速度 是 wo。， 通 过 速度 变换 方程 (12.8) 和 (12.9)， 质 
点 B 的 y 速度 是 wo/Y， 式 中 ,y= 二 1/VY1 一 Vi/c? 。 从 B 系 看 
时 ， 人 情形 是 对 称 的 。 

如 图 所 示 ， 碰 后 y 速度 反 向 。 和 情形 保持 对 称 性 : 奎 A 或 B 
在 它们 自己 的 系 中 的 y 速度 是 x ， 另 一 个 质点 的 y 速度 是 x /y。 

我 们 的 任务 是 确定 一 个 类 似 于 经 典 动量 的 守恒 量 。 假 定 
以 速度 w 运动 的 质点 动量 是 

p=m(w)w 

式 中 ，m(w) 为 待定 的 标量 ， 类 似 于 牛顿 的 质量 , 但 可 依赖 
速率 也 。 

在 A 系 中 ，z 动量 完全 源 于 质点 B。 磁 前 B 的 速率 为 
w= 二 VV? 十 ub/Y?， 碰 后 为 w 二 VV? 十 W317Y7。 在 xz 方向 应 
用 动量 守恒 ， 可 得 

m(w)V=m(w IV 
于 是 ， 有 w= 二 w ， 从 而 
WU’ =uo 

也 就 是 说 ，y 运动 在 A 系 中 反问 。 

接 下 来 我 们 写 出 A 系 中 计算 的 > 方向 动量 守恒 表述 。 使 
碰 前 和 碰 后 的 y 动量 相等 ， 可 得 


mu ut mw) mu) uo —m(w) 


由 此 得 到 
m(w)= Ym 人 (uo) 

在 uo 一 0 的 极限 下 ，m (wo) 一 m (0)， 我 们 取 为 质点 的 牛顿 质 
量 或 “静止 质量 ”mo。。 在 此 极限 下 ， ww 二 V。 因 此 

m(V) =—ymo — (13. 1) 
阁 要 碰撞 中 动量 守恒 ,我 们 只 需 把 以 速度 v 运动 的 质点 动量 
定义 为 

p=mwvw (13. 2) 

这 里 


mio 
1 


\/ 1 一 也 2 /cz 
量 m 二 Ymo 称 为 “相对 论 质量 *”， 或 通常 简称 为 质点 的 
质量 。 若 涉及 静止 质量 ， 就 需要 明确 加 以 区 分 。 
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相对 论 中 速度 有 一 个 上 限 : 光速 。 然 而 ， 动量 没有 上 限 。 
一 旦 质点 以 接近 < 的 速度 运动 ， 动 量 的 增加 主要 源 于 质量 的 
增加 。 高 能 粒子 加 速 器 并 不 使 粒子 走 得 明显 地 越 来 越 快 。 粒 
子 很 快 就 被 加 速 到 接近 < 的 速率 ， 此 后 ， 加 速 器 主要 使 粒子 
越 来 越 重 ， 而 速率 上 的 增加 很 小 。 

表达 式 了 =mm 二 Ymowv 通常 当 作 发 展 相 对 论 动力 学 的 出 
发 点 ， 但 是 在 相对 论 的 早期 ， 主 要 关注 的 不 是 动量 ， 而 是 质 
量 对 速率 的 明显 依赖 性 。 这 个 问题 的 调查 给 爱 因 斯 坦 的 理论 
提供 了 第 一 个 直接 的 实验 证 据 。 


例 13. 1 电子 质量 的 速率 依赖 性 
“20 世纪 初 ， 基于 电子 结构 的 各 种 模型 ， 曾 有 几 个 推测 性 
的 理论 预言 电子 质量 会 随 速 率 而 变 。Max Abraham (1902) 的 


一 个 理论 预 训 ， vc 时 114 二 7h6 rs ; 来 自 洛 伦 兹 
的 多 个 理论 给 出 的 结 果 是 mm 一 wmo/V1- VY/ce mo 
[ee Abraham 的 理论 保留 了 以 太 抑 彼 和 绝对 


运动 的 思想 ， 预 言 不 存在 时 间 膨 胀 效 应 。 洛 伦 座 的 结果 与 
爱 因 斯 坦 1905 年 发 表 的 形式 上 相 同 ， 是 用 特 设 的 洛 伦 兹 收 
缩 导出 ， 不 具有 爱 因 斯 坦 理论 的 普遍 性 。 关 于 速率 对 电子 
质量 影响 的 实验 工作 是 1902 年 由 哥 廷 根 的 Kaufmann 开始 
的 。 他 的 数据 支持 Abraham 的 理论 ， 在 1906 年 的 论文 中 
他 否定 了 洛 伦 座 - 爱 因 斯 坦 的 结果 。 然 而 ， 哥 廷 根 的 
Bestelmeyer (1907) 和 波恩 的 Bucherer (1909) 的 更 进 一 
步 工作 揭示 了 Kaufmann 瑟 作 的 循 我 开 朋党 骨 轩 从 于 爱 因 
斯 坦 公式 | 
P 物理 学 家 一 至 认为 ， So 中 运动 的 电子 
所 受 的 作用 力 为 q(EE 十 0 XB) (单位 是 国际 单位 制 )， 这 里 
ce | ge | q 是 电子 电荷 ， v 是 它 的 速度 。 Bucherer 在 图 示 的 仪器 中 
利用 了 这 个 作用 力 定律 。 仪器 被 抽 真 空 并 处 在 与 图 平面 重 
直 的 外 磁场 B 中 。 电子 源 A 是 一 点 儿 放 射 性 材料 ， 通常 为 
鳃 盐 。 发 射 的 电子 (“B 射线 ”) 具有 宽广 的 能 谱 ， 可 达到 
1MeV 左右 。 为 了 挑选 某 个 单一 的 速率 ， 使 电子 通过 一 个 
“ 滤 速 器 ”， 由 横向 电场 百 〈 由 电池 冯 在 两 个 平行 金属 板 C 
之 间 产 生 ) 和 垂直 磁场 组 成 。 已 、 刀 和 um 是 互相 垂直 的 。 当 
1 gvB 时 ， 横向 力 为 零 ， 所 以 具有 v= 二 =/B 的 电子 不 偏 
转 ， 能 通过 狭 颖 S。 


13.3 相对 论 能 量 


S 之 外 只 有 磁场 作用 。 电子 以 匀速 以 运动 ， 被 磁场 力 
qv XB 弯 成 一 个 圆 轨 道 。 曲 率 半 径 尺 满足 即 W /有 一 quB ， 
或 及 一 1mU/qB 王 (12 7]9)(CE/B2)。 

电子 最 终 打 在 感光 板 P 上 ， 留 下 踪迹 。 反 转 忆 和 B， 
偏转 方向 也 反 向 。 通 过 测量 总 的 偏转 d 和 已 知 的 仪器 几 
何 尺寸 可 确定 尺 。 下 和 B 用 标准 的 技术 测量 。 确 定 不 同 
速度 的 RR 就 可 以 测量 m/g 的 速度 依赖 性 。 物 理学 家 相 
信 ， 电 荷 不 会 随 速 度 变 化 (否则 不 管 电 子 的 能 量 如 何 变 
化 ， 原 子 不 会 处 于 严格 的 电 中 性 )， 所 以 m2/g 的 变化 只 由 
m 的 变化 引起 。 

图 中 显示 了 Bucherer 的 数据 ， 同 时 还 有 对 应 于 爱 因 斯 
坦 预 言 的 虚线 ， 其 一 致 性 是 惊人 的 。 

今天 ， 相 对 论 运 动 方程 例 行 地 用 于 设计 高 能 粒子 加 速 
器 。 对 于 质子 ， 加 过 器 已 经 运行 在 m/mo 达 到 104， 对 于 电 
子 ， 比 值 mm/mo 二 10 5 已 经 达到 。 这 些 仪 器 的 成 功 运 行使 得 
相对 论 动力 学 的 有 效 性 无 可 置疑 。 


13.3 相对 论 能 量 


通过 推广 牛顿 的 能 量 概念 ， 我 们 可 以 相应 地 确定 一 个 同 
样 守恒 的 相对 论 量 。 回 顾 第 5 章 的 论证 : 在 力 F 作用 下 ， 质 
点 从 rs 运动 到 rs 时 动能 的 变化 


对 于 以 速度 w 运动 的 牛顿 质点 ， 动 量 为 p 二 mu， 这 里 mm 为 
常量 。 因 此 
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be ] ] 
利用 恒等式 xx。 一 du “ 4) 一 了 du ) 一 “dx， 我 们 得 到 
KK 一 天。 一 本 mx 一 二 nx 


很 自然 地 ， 我 们 会 用 相对 论 的 动量 表达 式 p= 
mou/V1 一 u*/c* 和 党 试 同样 的 步骤 : 


b 
Ke 一 Ke 一 | 
a di 


被 积 函 数 具 有 形式 4， dp 。 利 用 关系 式 u，dp 二 d(u*， p) 一 


p， du 得 到 
p 
Ko,p—K,=(u*. p)|? -| p* du 
加 mou” b -[ moudu 
J ls de fl 
这 里 我 们 再 次 用 了 恒等式 &， du 二 wdu。 积 分 很 容易 ， 我 们 
得 到 
2 2 jg 
ee S| 
1—wu?*/c? a C= lh: 


令 点 5 是 任意 的 ， 取 位 于 点 a 的 质点 静止 ， 则 ws =0; 


4 J 
WOUuU™ /hg , 
K 一 一 一 -一 十 mroc2 /一 二 —moc? 
/1—u?/c? C 


一 


2 


l= /es 
moc” 下 二 2 
A 和 
或 者 
K=(y—1)mec’ (13. 3) 


这 个 动能 表达 式 一 点 也 不 像 它 的 经 典 对 应 量 。 然 而 ,在 we 
的 极限 下 ，y 二 1/V1 一 we7 1 十 u/c? (利用 展开 式 


13.3 ”相对论 能 量 


1 
] 一 六 = se), 我 们 得 到 
K moc? (1 十 二 人 一 1 


2 


区 
动能 来 目 于 对 质点 所 做 的 功 ， 使 其 从 静止 到 速率 x。 利 用 关 
系 式 mc ”二 Ymoc*， 重 新 整理 方程 (13. 3) 可 得 

me’ 一 天 十 720C2 

二 对 质点 做 的 功 十 mocs (13 4) 
爱 因 斯 坦 对 这 个 结果 提出 下 列 大 胆 解 释 ; mec* 是 质点 的 总 能 。 
等 式 右边 第 一 项 来 自 外 部 的 功 ， 第 二 项 moc5 表示 质 点 凭 信 质 
量 而 具有 的 “ 静 ” 能 。 总 之 ， 

E=mc’ (C185» 
重要 的 是 要 认识 到 ， 爱 因 斯 坦 的 推广 远 超 经 典 的 机 械 能 守恒 
定律 。 因 此 ， 夺 能量 AE 加 到 物体 里 ， 它 的 质量 会 改变 Am 二 
AE/c*， 而 与 能 量 的 形式 无 关 。AE 可 以 是 机 械 功 、 热 能 、 
eh 或 任何 其 他 形式 的 能 量 。 在 相对 论 中 ， 机 械 能 和 
其 他 形式 的 能 量 之 间 的 经 典 区 分 消失 了 。 相 对 论 平等 处 理 所 
有 形式 的 能 量 ,， 牛顿 物理 则 相反 ， 每 种 形式 的 能 量 必须 当 作 
特例 处 理 。 

总 能 量 正三 zc 和 守恒 是 相对 论 结 构 的 结果 。 在 第 14 章 ， 
我 们 将 要 证 明 ， 能 量 和 动量 守恒 定律 实际 上 是 单一 的 更 普 过 
的 守恒 定律 的 不 同方 面 。 

下 面 的 例子 展示 了 相对 论 的 能 量 概念 和 守恒 定律 在 不 同 
惯性 系 的 应 用 。 


例 13. 2 ” 非 弹 性 碰撞 中 的 相对 论 能 量 和 动量 

假定 质量 为 M 的 两 个 全 同 质点 以 等 值 反 向 的 速度 碰 
挤 , 然后 釉 在 一 起 。 在 牛顿 物理 中 ， 初始 动能 为 
2( 二 MV?)=MV*。 由 动量 守恒 ， 质 量 2M 静止 ， 动 能 为 
索 。 在 第 4 章 的 论述 中 ， 我 们 说 ， 损 失 的 机 械 能 转化 为 热 
能 。 我 们 将 看 到 ， 这 些 经 典 的 不 同形 式 的 能 量 之 间 的 区 出 
在 相对 论 中 并 不 存在 。 

接着 在 相对 论 情形 下 考虑 同 祥 的 克 撞 ; 在 最 初 的 工 
y 系 和 随 一 个 质点 运动 的 x 、y' 系 中 观察 。 依据 相 对 论 速 
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度 变换 方程 (12.8) 和 (12.9), 在 x 、y 系 中 相对 速度 为 


2V 


a lVW?/c? 


CL) 


沿 着 图 示 方 向 。 \ 
y » 
WE 

nt re 
> 天 

也 By 
a ee 
碰 前 站 碰 后 EF 


令 碰 前 每 个 质点 的 静止 质量 为 Mo;， 碰 后 的 为 Mot。 在 工 、 
y 系 ， 动量 明显 守恒 。 碰 前 的 总 能 量 是 2Moic /vy ra /ae * 
碰 后 的 能 量 为 2Morc?*。 外 部 对 质点 没有 做 功 ， 总 能 量 不 


变 。 因 此 
人 
VT /eR 
或 
i (2) 


物理 上 ， 由 于 碰 后 质点 更 热 ， 末 态 的 静止 质量 大 于 初 态 的 
静止 质量 。 为 了 看 清 这 一 点 ， 我 们 取 低 速 近似 : 


MarseMoi(1 十 二 二 


两 个 质点 静 能 的 增加 为 20Mif 一 Mii)czs:2( 二 MoiV?] ， 对 


应 于 损失 的 牛顿 动能 。 然 而 现在 动能 并 未 “损失 ”一 一 它 
作为 质量 的 增加 而 存在 。 
依据 所 有 惯性 系 是 等 价 的 这 一 假设 ， 守 恒定 律 在 工 、 
y 系 中 也 必须 成 立 。 为 查看 我 们 假设 的 守恒 定律 是 否 具 有 
这 个 必需 的 性 质 ， 在 Tz 、y 系 中 依据 动量 守恒 ， 我 们 有 
MoiU 2MorV 


i (3) 
/EU /l= Ve? 


13.3 相对 论 能 量 


M Moic* Ys 2Morc? 
i 
/Ue el Ve 

现在 的 问题 是 ; 方程 (3) 和 (4) 是 否 与 我 们 先前 的 
结果 ， 方程 (1) 和 (2) 一 致 。 为 了 检查 方程 (3)， 用 方 
程 (1) 可 写 出 


(4) 


c? (1+ V2/c2)? 
sd 
(1 十 V2/c2)2 Wp 
由 方程 (1) 和 《5)， 
U 4 2V (1+V?*/c?) 
A/T Ue vl 
ee 
1— V2/e* 
方程 3) 的 左边 变 为 
Mo: 2Moi:V 
oU 0 LY 


/I lv/e: 
由 方程 (2), Mui 王 Mo 一 V2 /ci 方程 (6) 变 为 


MoU -2MorV 
VIM 
与 方程 (3) 相同 。 类 似 地 ， 不 难 证 明 ， 与 方程 (4) 也 是 
一 致 的 。 SE 
由 方程 (6) 可 以 看 出 ， 若 我 们 想当然 地 认为 静止 质量 
在 碰撞 中 不 变化 ，Mo; 二 Mot， 动 量 (或 能 量 ) 守恒 定律 在 
第 二 个 参考 系 中 不 再 正确 。 能 量 的 相对 论 描述 对 于 保持 守 
恒定 律 在 所 有 惯性 系 中 有 效 是 必 不 可 少 的 。 


例 13.3 质量 和 能 量 的 等 价 性 

在 1932 年 ， 两 位 年 轻 的 英国 物理 学 家 J]. D. Cockcroft 
和 上 EE. T. S。Walton 成 功 地 运行 了 第 一 个 高 能 质子 加 速 器 并 
顺利 产生 一 个 核 说 变 。 他 们 的 实验 是 对 相对 论 质 能 关系 的 
最 时 肯定 之 二 
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简单 地 说 ， 他 们 的 加 速 器 由 能 到 达 600 kV 的 电源 和 质 
子 源 〈 氢 核 ) 组 成 。 电 源 利 用 了 电容 器 和 整流 器 的 独特 布 
置 ， 能 使 150 kV 的 电压 翻 两 番 。 质 子 通 过 所 原子 放电 来 提 


” 供 并 在 真空 中 被 高 压 加 速 。 


Cockcroft 和 Walton 研究 了 质子 打 在 'Li《 锂 原子 量 为 
7) 靶 上 的 效应 。 放 置 在 附近 的 硫化 铎 荧光 屏 会 偶尔 闪光 ， 
或 内 烽 。 经 过 各 种 检验 ， 他 们 确定 闪烁 源 于 a 粒子 ， 即 包 
原子 核 *He。 他 们 的 解释 是 "Li 捕获 一 个 质子 ， 质 量 8 的 
合成 核 立刻 赔 变 为 两 个 a 粒子 。 反 应 可 以 写 为 
7 于 十 1 百 一 再 e 十 4HE 
反应 的 质 能 方程 可 以 写 为 
民有 者 十 M 入 坟 上 一 天 未 态 十 AM 林 态 C 


这 里 ， 质 量 是 粒子 的 静止 质量 。 应 用 于 锂 怠 击 实验 ， 可 得 
KH)+[MGH+M(OL) lc*=2K (tHe)+2M(t He)e?’ 
这 里 ，K(1H) 是 入 射 质子 的 动能 ，K (*He) 是 发 出 的 每 
个 a 粒子 的 动能 ，M(IH) 是 质子 的 静止 质量 ， 等 等 。( 

子 的 初始 动量 可 以 忽略 ;根据 动量 守恒 ， 两 个 a 粒子 背 靠 
背地 发 出 ， 且 能 量 相同 。) 

我 们 把 质 能 方程 重 写 为 

-KK=AMc’ 
2 2K < "He EC Hy 人 
末 态 静止 质量 。 
a 粒子 的 能 量 可 通过 测量 它们 在 物质 中 的 范围 来 确定 。 
Cockeroft 和 Walton 获得 的 值 是 开 王 17.2 MeV(1 MeV= 
106 eV=1.6X10 33]J)。 
原子 核 的 相对 质量 可 从 质谱 仪 测量 中 获得 。 采 用 原子 
质量 单位 amu， 对 Cockcroft 和 Walton 可 用 的 值 为 
M(!'H)=1. 0072 
M(71i)=7. 0104 士 0. 0030 
M(*He)=4. 0011 

利用 这 些 值 ， 


AM =(1,.0072T7.0104)—2(4. 0011) 
一 (0.0154 士 0.0030)amal 


13.4 相对 论 能 量 和 动量 的 关系 


lamu 的 静止 能 量 汪 031 MeV， 因 此 ， 
A 人 Ne 二 人 4.3 二 29 MeV 


K 和 AMc2 的 差 值 为 (17. 2 一 14. 3) MeV 一 2.9 MeV， 略 大 
于 2.7 MeV 的 实验 不 确定 度 。 然 而 ， 实 验 的 不 确定 度 始终 
代表 一 个 估算 ， 并 非 精 确 的 限制 ， 这 些 早 期 实验 的 结果 可 
以 认为 是 与 关系 民 一 AMc? 一 致 的 。 显 然 ， 为 研究 核反应 
中 的 能 量 平衡 ， 高 精度 的 质量 是 必需 的 。 质 谱 仪 的 现代 技 
术 已 经 达到 了 高 于 10-10amu 的 精度 ， 质 能 等 价 性 在 实验 
精度 范围 内 已 被 充分 肯定 。 根据 现代 的 质量 表 ， 在 
Cockcroft 和 Walton 所 研究 的 反应 询 止 质量 的 减少 是 
AMe* =(17. 3468 士 0.0012) MeV. : : 


13.4 相对 论 能 量 和 动量 的 关系 


用 动量 表示 一 个 目 由 质点 的 总 能 是 常用 的 。 在 牛顿 物理 
中 ， 这 个 关系 为 


为 确定 等 价 的 相对 论 表 述 ， 我 们 可 以 把 相对 论 动量 


mou 


了 了 一 7 一 -二 Ymou (13. 6) 
和 了 能量 
E=mc’=ymoc’ CL x 
结合 起 来 。 平方 方程 (13. 6) 可 得 
miu? 
7 1—wu?/c 
可 解 出 y: 
ep 
E i -26 
] 
区 
1 一 了 2 VC 
= 门 半 
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把 它 代 入 方程 〈13.7)， 我 们 有 


EFE=moc’ 


这 个 方程 的 平方 在 代数 上 更 简单 ， 是 常用 的 形式 : 
E:=(pc)* 二 + (moc? )* 人 全 本: 


为 了 方便 ， 这 里 给 出 我 们 目前 发 展 的 重要 动力 学 公式 的 小 结 : 


p=mu=mouy 《13. 9) 
K=mc:—moc’:=mgc* (yO—1) C13, 10) 
E=mc’*=moc’Yy ¢13. 11> 
Er = pe)? 4 Cmoe?)? Che 12) 


13.5 光子 : 无 质量 粒子 


1905 年 是 一 个 奇迹 年 ， 这 一 年 爱 因 斯 坦 发 表 了 四 硼 论 
文 ， 每 篇 都 配 得 上 一 个 诺 贝 尔 奖 ， 第 一 篇 也 是 唯一 获奖 的 ， 
有 一 个 不 太 可 能 的 题目 : 《关于 光 的 产生 和 转化 的 启发 式 观 
点 》。 启 发 式 的 理论 是 部 分 地 基于 猜测 的 理论 ， 用 于 激发 思 
考 。 论 文 看 起 来 是 对 光电 效应 提供 了 一 个 解释 ,这 是 表面 被 
光照 射 后 发 出 电子 的 过 程 。 现 在 认识 到 ， 这 篇 文章 更 定 了 光 
量子 理论 的 基础 ， 对 量子 力学 的 发 展 页 献 巨 大 ， 并 使 激光 的 
应 用 成 为 可 能 。 

由 于 光 本 来 就 是 相对 论 的 ， 爱 因 斯 坦 的 文章 早 在 相对 论 
发 布 之 前 实际 上 就 开启 了 相对 论 的 篇 章 。 他 论证 的 核心 是 一 
个 概念 ， 在 牛顿 物理 中 意义 不 大 ， 在 相对 论 物理 中 意义 非凡 : 
卉 带动 量 的 无 质量 粒子 ， 

这 里 需要 一 点 背景 : 在 1900 年 10 月 ， 当 普 朗 克 提 出 谐 
振子 的 能 量 不 能 任意 变化 ， 只 能 取 离 散 的 阶 跃 值 时 ， 量 子 物 
理 就 诞生 了 。 半 谐振 子 的 频率 为 ， 能量 台阶 的 大 小 是 hy， 
这 里 为 常量 ,现在 称 作 普度 克 和 常量 , h 守 6.6X10 
m2zkg2/s 一 6.6X10 ?JJ。s。 为 破解 热 辐射 又 第 称 黑 体 辐射 
的 秘密 ， 普 朗 克 提 出 了 这 个 思想 。 热 物体 发 出 的 辆 射 谱 的 形 
状 ， 不 能 用 基于 牛顿 力学 和 麦克 斯 韦 电 磁 理 论 的 已 知 物理 规 


13.5 光子 : 无 质量 粒子 


律 解释 。 普 朋 元 提出 他 的 假说 更 多 的 是 本 看 数学 的 推测 而 非 
物理 理论 ， 但 是 在 1905 年 ， 爱 因 斯 坦 用 完全 不 同 的 推理 得 出 
了 同样 的 结论 ， 他 的 理论 有 一 些 惊 人 的 应 用 。 

爱 因 斯 坦 完全 理解 光 的 波动 性 。 他 十 分 了 解 麦克 斯 韦 方 
程 以 及 它们 如 何 预 言 存在 电磁 波 一 一 光波 一 一 在 真空 中 以 速 
率 ¢ 传播 。 电磁波 的 波长 * 和 它 的 频率 vy 有 关系 My 一 c。 有 相 
当 多 的 实验 证 据 肯 定 了 光 的 波动 性 ， 例 如 ,肥皂 泡 薄膜 中 的 
颜色 是 光波 干涉 的 体现 ， 更 不 必 说 迈克 耳 孙 干涉 仪 中 的 条 纹 
呈 。 然 而 ， 爱 因 斯 坦 指出 ， 这 些 现象 涉及 宏观 (大 尺度 ) 层 
面 的 观察 。 宏 观 行 为 是 许多 微观 事件 的 结果 造成 的 。 他 指出 ， 

与 物质 在 原子 或 单个 粒子 层面 的 相互 作用 几乎 是 未 知 的 。 
i 光 也 可 以 从 粒子 的 角度 理解 。 他 提出 ， 光 波 的 
行为 好 像 它们 是 粒子 气体 ， 每 个 粒子 具有 能 量 e 二 hy 二 hc/X， 

这 里 vy 是 光波 的 频率 。 这 个 粒子 假说 似乎 直接 与 光 的 波动 理 
论 矛 盾 。 
rare ed 
。 为 从 波 的 观点 理解 沧 ， 可 从 麦克 斯 志波 动 方程 出 发 。 
机 在 空间 随时 间 变 化 的 电场 和 磁场 相互 激发 ， 
产生 一 个 以 光速 传播 的 电磁 波 。 此 外 ， 不管 选 择 什 么 惯性 坐 
慰 系 来 描述 辐 映 过 程 ， 波 总 是 以 速率 < 传播。 换言之， 麦克 
斯 韦 方 程 本 质 上 就 是 相对 论 的 。 爱 因 斯 坦 表 明 ， 我 们 也 可 以 
从 粒子 的 观点 理解 光 的 相对 论 行为 ， 这 就 是 我 们 现在 采用 的 
方法 。 

相对 论 能 量 - 动 量 关 系 的 一 个 惊人 结果 是 无 质量 粒子 的 
可 能 性 ,粒子 具有 动量 和 能 量 但 是 具有 零 静 止 质量 。 基 本 
点 是 没有 质量 的 粒子 可 以 具有 动量 。 这 可 以 从 相对 论 动量 
的 定义 


l 
pl 


得 出 。 寿 我 们 考虑 wu 一 c 时 的 极限 mo 一 0， 则 p 可 以 保持 有 
限 。 显 然 ， 无 质量 的 粒子 可 以 携带 动量 ， 只 需 它 以 光速 传播 。 
由 方程 (13. 12)， 


FE:*=(pe)’+ (moc:)* 
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若 我 们 取 mmo 二 0， 光 子 的 能 量 用 6 表示， 则 有 
e =(pc)? 
g= pc (15. 13) 


我 们 已 经 取 了 正 的 平方 根 ， 因 为 负 解 会 预言 ， 在 孤立 系统 中 ， 
光子 的 动量 随 着 能 量 的 减少 而 无 限 地 增 大 。 把 方程 (13. 13) 
和 爱 因 斯 坦 关 系 es 三 心 结合 起 来 ， 我 们 确定 光子 拥有 的 动量 
大 小 为 


让 一 一 C18 L4) 


动量 矢量 的 方向 沿 着 光波 的 传播 方 癌 。 

爱 因 斯 坦 的 量子 假说 是 用 来 解决 一 个 理论 难题 一 一 黑体 
辐射 谱 ， 但 是 它 的 第 一 个 应 用 是 个 完全 不 同 的 问题 一 一 光电 
效应 。 


例 13. 4 光电 效应 
” ”1887 年 赫 效 发现， 金属 被 紫外 线 有 照射 时 会 释放 电子 。 
这 个 过 程 ， 即 光电 效应 ， 表 现 了 光 直 接 转换 为 机 械 能 《这 - 
里 是 电子 的 动能 ) 。 爱 因 斯 坦 预言 ， 单 个 电子 从 频率 为 ， 的 
光束 中 吸收 的 能 量 恰好 是 单个 光子 的 能 量 hv。 电 子 从 表面 
逃 饮 就 必须 克服 把 它 限 制 在 表面 的 能 量 势 垒 。 电 子 必须 消 
耗 能 量 W==e@ 才能 逃 出 表面 ， 这 里 e 是 电子 电荷 ，$ 是 称 
之 为 材料 功 函 数 的 电势 ， 典 型 的 是 几 伏 。 因 此 发 出 电子 的 
最 大 动能 是 

\ : K=hy—e® 
功 函 数 依赖 于 几乎 一 无 所 知 的 表面 化 学 态 ， 使 得 光电 效应 
难于 调查 。 尽 管 如 此 ，1914 年 密 立 根 在 由 高 真空 宝 准备 的 
金属 表面 上 操作 就 解决 了 这 个 问题 。 他 绘制 了 阻止 光电 子 
到 达 探测 器 所 需 的 作为 光 频 率 函 数 的 反 向 电压 交 。 电 压 
满足 

eV=K=hy—e® 


V 对 v 的 图 线 儿 率 是 


Cg, Ly) 
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nz2= AD 一 P=PDe 


"25 N 
h= A XX4.124=6.56X10 


40X10™ 50 60 70 80 90 100 110 120 


光电 效应 : 光电 子 能 量 和 光 的 频率 的 实验 结果 。 本 图 
取 自 RA., Millikan, Physical Review 7，355 (1916). 


密 立 根 结果 的 图 线 证 实 了 爱 因 斯 坦 预言 的 能 量 和 频率 的 线 
性 关系 ， 线 的 斜率 提供 了 两 个 基本 常量 普 朗 克 常 量 和 电子 
电荷 之 比 的 精确 值 。 

如 同 在 迈克 耳 孙 干涉 仪 中 那样 ， 光 可 与 自身 干涉 的 事 
实 是 光 具 有 波动 性 的 令 大 信服 的 证 据 。 足 管 如 此 ， 光 电 效 
应 说 明光 也 具有 粒子 性 。 爱 因 斯 坦 的 能 量 关系 忆 二 hiy 把 光 
子 能 量 和 波 的 频率 联系 在 一 起 ， 为 光 的 这 些 表面 上 了 矛盾 的 
描述 搭 起 了 桥梁 。 


例 13.5 光 压 

光 的 光子 图 像 可 以 直接 解释 同样 被 麦克 斯 书 电 磁 理 
论 预 言 的 一 个 现象 : 光 压 。 落 光束 被 物体 吸收 或 反射 ， 
它 就 对 物体 施加 一 个 作用 力 。 单 位 面积 的 力 一 一 辐射 压 
太 小 ,我们 在 阳光 下 是 感觉 不 到 的 ， 但 是 它 可 以 有 看 得 
见 的 效应 ; 辐射 压 使 得 在 尾 总 是 远离 太阳 。 在 天 文 的 尺 
度 ， 它 有 助 于 阻止 引力 吸引 导致 的 塌 缩 。 在 超 高 强度 激 
光 东 中， 辐射 压 能 够 大 到 足以 把 物质 压缩 成 能 触发 聚变 
反应 的 高 密 状态 。 

光束 中 的 能 流 时 常用 束 强 了 表征 ,了 为 光束 单位 面积 
的 功率 。 若 每 秒 穿 过 单位 面积 的 光子 数 为 N， 每 个 光子 找 
带 能 量 s， 则 TI 三 Ne。 
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Po 考虑 沿 法 向 打 到 一 个 理想 反射 镜 上 的 音色 光束 的 光子 
i 流 。 每 个 光子 的 初始 动量 是 p 一 e/c， 指 向 反射 镜 ， 反射 后 
SN 总 的 动量 改变 是 2p 二 2e/c。 由 于 反射 ， 每 秒 单位 面积 的 总 


动量 改变 是 2Np 二 2Ne/c。 这 是 反射 镜 对 光束 的 作用 力 。 
反作用 力 就 是 光 作 用 在 反射 镜 上 的 光 压 。 因 此 


C 


法 向 入 射 到 地 球 表面 的 太阳 光 的 平均 强度 ， 所 谓 的 太阳 常 
量 汪 1000 W/m2z 。 因 此 ， 太 阳光 对 反射 镜 的 辐射 压 是 


Pr 
王 7XTI0O-5N/m: 


这 与 大 气压 105 N/m? 相 比 是 太 弱 了 。 


牛顿 粒子 既 不 能 产生 也 不 能 消灭 。 奋 它们 结合 ， 它 们 的 
总 质量 是 篆 量 。 相 反 ， 无 质量 的 粒子 可 以 产生 和 送 灭 。 光 子 
产生 会 出 现 光 的 发 射 ， 而 光子 迁 灭 会 出 现 光 的 吸收 。 狭 义 相 
对 论 所 表述 的 熟悉 的 动量 和 能 量 守 恒定 律 ， 让 我 们 对 涉及 光 
子 的 过 程 ， 无 需 相 互 作 用 的 详细 知识 就 能 得 出 绪论， 就 如 下 
列 例子 所 示 。 


例 13.6 康 普 顿 效应 

光 的 光子 描述 太 奇 特 ， 并 未 被 广泛 接受 ,直到 1922 
年 ， 康 普 顿 的 实验 使 光子 图 像 不 可 避免: X 射线 被 物质 中 
的 电子 散射 ， 像 粒子 一 样 散射 的 义 射线 经 历 了 弹性 碰撞 ， 
狭义 相对 论 正确 描述 了 其 动力 学 过 程 。 

1 可见光 的 光子 能 量 范围 为 1 一 2eV， 更 高 能 量 的 光子 
可 以 从 射线 管 、 粒 子 加 速 器 或 宇宙 线 中 获得 。X 射线 光 
子 的 能 量 通常 在 10~100 keV 的 范围 内 。 它 们 的 波长 可 以 
用 晶体 衍射 技术 精确 测量 。 Ey 

光子 被 自由 电子 散射 时 ， 由 于 电子 反 冲 ， 守 恒定 律 
要 求 光子 失去 一 部 分 能 量 。 因 此 ， 出 射 光子 比 入 射 光 子 
有 较 长 的 波长 。 波 长 的 移动 首次 被 康 普 顿 观 测 到 ， 称 作 
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假定 初始 能 量 e, 和 动量 e,/c 的 光子 的 散射 角 为 9， 末 态 
能 量 为 :1/。 电 子 具有 静止 质量 m。 和 相对 论 质量 轴 二 yme。 
假定 电子 初始 时 静止 ， 能 量 EE; 二 mec?。 散 射电 子 以 角度 
离开 ， 有 具有 动量 p 和 能 量 El 二 mc*。 这 里 讽 二 Ney 二 
md/y/I=w2fci ,nu 为 反 冲 电子 的 速率 。 

初始 光子 能 量 e; 已 知 ， 末 态 光 子 能 量 e; 和 散射 角 0 可 
测 。 问 题 是 计算 e| 随 9 如 何 变化 。 


总 能 量 的 守恒 要 求 
si 十 msc2z 一 ei 士 已 (1) 
动量 守恒 要 求 
下 生 i cosg (2) 
i 
一 一 sing 一 bsing (3) 


由 于 康 普 顿 只 探测 了 出 射 光子 ， 我 们 的 目标 是 消去 关于 电子 
的 量 ， 确 定 作为 9 函数 的 e:。 方 程 (2) 和 (3) 可 以 写成 


(ei:—ercos0) = (pce) cos 9 
(ersing)*=(pc)’sin’y 
相 加 可 得 
e1—2e eicosg 十 se 一 (万 C)2 (4) 
为 求解 Ee:， 我 们 引入 能 量 -动量 关系 的 方程 《13.12)， 这 可 
以 写 为 (pc 六 二 (mc?)2 一 (mat?)?*。 把 它 与 方程 (4) 结合 ， 


就 得 到 


493 


494 


0.7110 0.7356 


1 /A 
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Slimnaesdebs 人 se(eiihMao2ei)2 一 [ee2 3 
可 化 简 为 


Ei 


Lm el/ mo on 3 


i 


注意 : 末 态 光子 能 量 et 总 是 大 于 零 ， 这 意味 着 自由 电子 不 
能 吸收 一 个 光子, 但 能 散射 它 。 
康 普 顿 在 他 的 实验 中 测量 的 是 波长 而 不 是 能 量 。 由 爱 


因 斯 坦 的 频率 条 件 Re 这 时 Ai 


和 )1 分 别 是 入 射 和 出 射 光 子 的 波长 。 用 波长 表示 ， 方 程 


(5) 的 形式 更 简单 : 


A A 1 二 1 一 cosb) 


有 pm c 称 作 电 子 的 康 普 频 流 长 Ac 其 值 为 


OO mA 


td 0 WK LOT Hn 
一 0.02426 人 


a 
的 一 个 非 国际 单 位 。) | , 
在 给 定 角度 的 波长 移动 与 初始 光子 的 能 量 无 关 : 
\ 1 一 Mo 一 1c(1 一 cosg) | 


图 中 显示 了 在 Mo 一 0.711A 和 0=90? 时 康 普 顿 的 一 个 结果 。 
峰 忆 起 因 于 初级 光子 ， 峰 人 来 自 被 石墨 块 散射 的 光子 。 测 
量 的 波长 移动 近似 为 0.0246 A， 而 计算 值 为 0.02426 A， 
差 值 小 于 实验 限制 所 带 来 的 估算 不 确定 度 。 

我 们 已 经 假定 电子 是 自由 的 且 和 静止。 光子 能 量 足 够 高 


时 ， 这 对 于 轻 原子 的 外 层 电子 来 说 是 一 个 好 的 近似 。 藻 考 


虑 了 电子 的 运动 ， 康 普 上 顿 峰会 变 宽 ， 还 可 以 有 结构 。 
若 电子 的 结合 能 与 光子 能 量 差不多 ， 动 量 和 能 量 可 以 
转移 到 作为 一 个 整体 的 原子 ， 光 子 就 可 以 被 完全 吸收 。 
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例 13. 7 对 产生 

我 们 已 经 看 到 光子 在 物质 中 失去 能 量 的 两 种 方式 : 光电 
效应 和 康 普 顿 散 射 。 若 光子 的 能 量 足 够 高 ， 它 还 可 以 通过 对 
产生 的 机 制 在 物质 中 失去 能 量 。 电子 的 静止 质量 是 moc? 一 
0, 511 MeV。 这 个 能 量 的 光子 能 创造 一 个 电子 吗 ? 回答 是 不 
可 以 ， 因 为 这 需要 创造 单个 的 电荷 。 据 我 们 所 知 ， 电 荷 在 所 
有 物理 过 程 中 守恒 。 然 而 ， 若 产生 等 量 的 正 电荷 和 负电 荷 ， 
总 电荷 保持 为 替 ， 电 荷 依然 是 守恒 的 。 因 党 ， 有 可 能 创造 正 
负电 子 对 〈e-  ，e+ )， 两 个 粒子 有 相同 的 质量 但 电荷 相反 。 

能 量 2moc? 或 更 大 的 单 光 子 有 足够 的 能 量 形 成 正和 负电 
子 对 ， 但 这 个 过 程 不 可 能 在 自由 空间 发 生 ， 因 为 动量 不 守 


恒 。 为 说 明 原 因 ， 想 象 这 个 过 程 发 生 了 。 能 量 守恒 给 出 个 ~ 


hy=m+c:+m-ce=(y+ ty morc’ 
或 者 


hy 
过 区 和 十 了 三 jmoc 


而 动量 守恒 给 出 
= [1¥4+v+ 十 7-v=|mo 
由 于 
Ce 
这 些 方 程 不 可 能 同时 满足 。 

若 有 第 三 个 粒子 能 带 走 多 余 的 动量 ; 对 产生 是 可 能 的 。 
例如 ， 假 设 光子 与 静止 质量 Mo 的 原子 核 相 碰 ， 创 造 静 止 的 
正人 负电 子 对 。 我 们 有 hy 

jy 十 Mocz 一 2z20c2 十 Moc27 
由 于 原子 核 比 电子 重 得 多 ,让 我 们 假定 hv<<Moc* 。( 对 于 算 
原子 ， 最 轻 的 原子 核 ， 这 意味 着 hv 人 &940 MeV。) 在 这 种 情 
况 下 ， 原 子 不 会 获得 相对 论 的 速率 ， 我 们 可 做 经 典 近似 

hy 三 27720c2 十 NOCc2 (7Y 一 1) 


~2mroc2 十 地 MYV: 


对 于 同样 的 近似 ， 动 量 守恒 给 出 
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把 它 代 入 能 量 表 达 式 可 得 


LAhy) 


~ 二 2 一 2 
hy=2moc en Me 


A2Mmoc 


“其 中 已 经 假定 hv 攻 Mc?*。 在 物质 中 对 产生 的 阅 值 因而 为 


2moc? 二 1.02 MeV。 原 子 核 基 本 上 扮演 一 个 被 动 的 角色 ， 
确保 动量 守恒 ， 从 而 允许 一 个 被 守恒 定律 禁止 的 过 程 
发 生 。 


例 13.8 多 普 勒 效应 的 光子 图 像 

在 第 12 章 ， 我 们 从 波 的 立场 分 析 了 相对 论 多 普 勒 效 
应 ， 但 我 们 也 可 以 用 光子 图 像 来 理解 它 。 首 先 考 虑 静止 质 
量 Mo 的 原子 保持 静止 。 若 原子 发 出 能 量 ip 的 一 个 光子 ， 
原子 的 新 质量 满足 Myc? 二 Moc? 一 hyvo。 

接着 ,我 们 假设 ， 在 发 出 光子 之 前 ， 原 子 以 速度 自 
由 运动 。 原 子 的 能 量 是 巨 王 Mec2i=7XyMoc2， 这 里 7 一 
1/YV1 一 u?/c? ,而 原子 的 动量 是 p 二 Mu 一 Moyu。 发 出 能 
量 hy 的 光子 后 ， 原 子 具 有 速度 ,静止 质量 Mo、 能量 瓦 ， 
和 动量 p'。 为 简单 起 见 ， 考虑 光子 沿 运 动 线 发 射 。 

由 能 量 和 动量 守恒 ， 我 们 有 
E=E'+hy (1) 
p=p'+ (2) 
对 方程 (1) 和 (2) 进行 移 项 处 理 ， 可 得 
(E~—hy)*=E"’ 
(pe—hy)2 =(p'e 

两 式 相 减 。 并 利用 方程 (13. 12),，E? 一 (pc)?== (moc?)?， 
根据 能 量 -动量 关系 我 们 有 

(E—hy)2—(pc—hy)’=E’?—(p’e)*= (Mic?)? (3) 
展开 丰 边 ， 利用 E? 一 (pe)?= 二 (Moc?)2 和 Moc? = 二 Moc? 一 
hyo， 我 们 得 到 

(Moc?)?—2Ehy+2(pe) Chy)= (Moc’)? 
=(Moc* ~ hyo )? 

化 简 后 可 得 


(2Moc’*—hyo) 
De 


Md 
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可 是 
yr DE = Maoc2y(1 一 二 
C 
IE 二 
pil 
i 
因此 


| (1- hyo ) eg Mbss 
eA 2Moca ty me 


项 hvo/2Moc? 表示 由 于 原子 的 反 冲 能 量 而 减少 的 光 于 能 
量 。 通 常 反 冲 能 量 很 小 ， 是 可 以 忽略 的 ， 从 而 有 


Tm hd 
A 0, -we 


与 波动 分 析 得 到 的 方程 (12.12) 是 一 致 的 ， i 
像 并 不 容易 考虑 原子 的 反 冲 。 在 利用 高 精度 的 激光 和 超 冷 


原子 的 现代 实验 中 ， 反 冲 不 能 忽略 。 相 反 ， 在 许多 研究 中 ， 
它 扮演 着 关键 的 角色 ，。 


例 13.9 引力 红 移 的 光子 图 像 时 i 

在 第 9 章 我 们 借助 等 效 原理 推导 了 时 间 的 引力 效应 表 
达 式 引力 红 移 。 然 而 ， 也 可 以 利用 光 的 光子 描述 和 能 
量 守 恒 理 解 时 间 的 引力 效应 。 


原子 可 以 以 某 些 特征 频率 发 射 和 吸收 光子 。 当 原子 发 
射 一 个 频率 为 vo 的 光子 时 ， 它 失去 能 量 hvo， 从 较 高 的 能 


级 1 跃迁 到 较 低 的 能 级 Eo; ' 当 它 吸 站 一 个 光子 时 ， 也 可 以 
获得 能 量 hyvo， 反 转 过 程 。 


考虑 在 引力 场 g 中 ， 处 于 基态 、 具 有 能 量 ee 


和 静止 质量 Mo 的 原子 。 它 吸收 一 个 光子 ,能 量 增加 到 
二 Eo 十 hvo。 原 子 的 质量 是 Mi 二 Ei/c’:=(Eo 二 hvyo)/c?., 


若 在 引力 场 g 中 把 原子 升 到 高 度 及 ,我 们 所 做 的 功 是 


Mig 日 ， 所 以 原子 的 末 态 能 量 Wa 是 
a 政 
=(Eo thyvoNl tgHre*) 
=EoThvyvoThvogH/c: TT EvegH/c’ 
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考虑 另 一 个 情景 处 于 态 瓦 o 的 原子 先 被 升 高 到 及， 接 
着 一 个 能 量 hy 的 光子 向 上 辐射 使 原子 处 于 态 El1。 采 用 这 


个 步骤 的 原子 的 能 量 Ws 是 


Ws=E+-MogH=Eo+hy+EogH/c’ 
在 两 个 情景 中 ， 系 统 的 末 态 是 相同 的 。 结 果 W 二 Ws， 从 
而 有 
hy=hyo(l+gH/c’) 
写成 分 数 的 形式 ， 引 力 红 移 是 
A 


y0 C2 


解释 一 下 形容 词 “ 红 ”。 我 们 的 结果 显示 ， 若 辐射 从 地 表 传 
播 到 较 高 引力 势 的 区 域 ， 它 的 能 量 减少 。 因 此 ， 从 一 个 巨 
重 物体 ， 例 如 太阳 ， 发 出 的 辐射 被 观测 到 移 向 较 低 的 能 量 ， 
等 价 地 移 向 长 波 ， 朝 光谱 的 红 端 移动 。 相 反 ， 从 卫星 下 伟 
到 地 球 的 辐射 ， 例 如 来 自 原子 钟 的 信号 ， 移 向 较 高 的 能 量 ， 
可 以 称 之 为 蓝 移 。 


13.6 爱 因 斯 坦 如 何 导 出 E= mc- 


爱 因 斯 坦 的 著名 公式 三 me* 并 未 出 现在 他 的 关于 相对 论 
的 历史 性 文献 中 ， 而 只 出 现在 几 个 月 后 的 题 为 《物体 的 惯性 依 
赖 它 含 有 的 能 量 吗 ?》( 译 目 德 文 ) 的 简短 注释 中 。 他 的 论证 简 
单 而 又 优雅 ， 完 全 基于 能 量 、 动 量 和 多 普 勒 移动 的 基本 考虑 . 

考虑 在 S 系 中 静止 在 原点 的 一 个 物体 。 开 始 时 物体 有 能 
量 E。， 然 后 沿 十 xz 的 方向 发 出 一 个 能 量 e/2 的 光 脉 冲 ， 同 时 
还 发 出 一 个 沿 一 zx 方向 能 量 e/2 的 脉冲 。 由 动量 守恒 ， 物 体 
发 射 后 保持 静止 ， 它 的 能 量 是 Ei: 


l 
Fo=E Tet 


在 相对 S 系 以 速度 v 运动 的 S 系 中 ,物体 的 初始 能 量 是 日 ,， 
发 射 后 的 能 量 是 瓦 !1 。 考 虑 多 普 勒 效应 ， 

| l—w/e ] 1 十 vc 

H' =Hi+zel | sel i 


E 


/1—v*/e* 


两 个 系 中 的 能 量 差 是 
(Hi 一 Eo) 一 (有 一 ED=e( 天 一 1 
VTI 一 027CE 
爱 因 斯 坦 论证 ， 除 了 一 个 独立 于 相对 速度 的 附加 常量 C 以 
外 ， 差 五 一 正 必须 等 于 物体 的 动能 天 : 
村 一 下 4 二 共 4 十 人 
Hi—Ei=KitG 


因此 
> 
Ko—Ky =a = ) 
i 
~ 2c 
经 典 情形 ， 


] 
Ko—Ki 一 了 Am 


爱 因 斯 坦 比 较 Ko 一 Ki1 的 两 个 结果 就 得 到 了 他 的 著名 方程 : 
= 


受 因 斯 坦 总 结 他 的 简短 文章 时 声称 ， 质 量 和 能 量 的 等 效 性 必 
然 是 一 个 普遍 定律 ， 对 任何 形式 的 能 量 都 成 立 ， 而 不 仅仅 是 
对 辐射 。 


习题 
Ld 不 关 


标 * 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
13. 1 ”高 能 质子 

能 量 达 到 10”” eV (几乎 为 10]) 的 宇宙 线 初级 质子 已 被 
探测 到 。 我 们 银河 系 的 直径 约 为 105 光 年 。 

(a) 质子 在 它 自 身 静止 的 参考 系 中 ， 横 跨 银 河 系 需要 多 
长 时 间 (固有 时 )? (1 eV=1.6X10-3], M,=1.67X10-? 
kg。) 质子 横 跨 我 们 银河 系 的 固有 时 是 多 少 ? 

(b) 棒球 质量 为 145 g， 运 动 速度 为 100 mile/h。 比 较 质 
子 和 棒球 的 动能 。 

13.2 ”相对论 效应 的 显现 
与 粒子 打交道 ， 重 要 的 是 要 知道 何 时 要 考虑 相对 论 效 应 。 
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13 相对 论 动力 学 


静 质 量 为 mo 的 粒子 以 速率 v 运动 。 它 的 经 典 动 能 
mov*/2。 令 Kr 为 动能 的 相对 论 表 达 式 。 
(a) 对 Rn.a 进行 如 /ec 的 第 级 数 展开 ， > Ka 与 


天 相差 10%， 估 算 v:/c? 的 值 。 


(b) 对 于 v*/c* 的 这 个 值 ， 电 子 (moc*= 二 0.51 MeV) 和 
质子 (moc’ 二 930 MeV) 的 动能 是 多 少 ? 用 MeV 表示 。 
13.3 动量 和 能 量 

在 牛顿 力学 中 ， 质 量 为 mx、 以 速度 v 运动 的 质点 的 动能 
是 三 mv? /2 二 bp*/1(2mwz)， 这 里 J 二 mv 。 动 量 的 一 个 小 变化 
引起 的 动能 变化 为 dK 二 p ，dp/m 二 v * dp。 

证 明 关 系 式 在 相对 论 力学 中 也 成 立 。 

13.4 粒子 迎头 相 撞 ” 

在 实验 室 系 中 ， 静 质量 为 mo 的 两 个 粒子 以 等 值 反 问 的 速 
度 v 相互 靠近 。 一 个 粒子 在 另 一 个 粒子 静 系 中 的 总 能 量 是 
多 少 ? 

13. 5 非 弹 性 磁 撞 后 复合 粒子 的 速率 * 

静 质 量 为 m。、 速 率 为 v 的 粒子 与 静止 的 质量 为 M 的 粒 
子 碰 撞 后 粘 在 一 起 。 复 合 粒子 的 末 速 率 是 多 少 ? 

13.6 复合 粒子 的 静 质 量 * 

一 个 粒子 的 静 质 量 为 mo。， 动 能 是 zmoc*， 这 里 xz 是 某 个 
数 ， 与 相同 的 静止 粒子 碰撞 并 粘 在 一 起 。 合 成 粒子 的 静 质 量 
是 多 少 ? 

13. 7 零 动 量 参 考 系 * 

在 实验 室 系 中 ， 静 质量 为 m。、 速 率 为 v 的 粒子 朝 着 质量 
为 mo 的 静止 粒子 运动 。 

在 某 个 惯性 系 中 ， 系 统 的 总 动量 为 零 ， 此 惯性 系 的 速率 
是 多 少 ? 


13.8 ”光子 -粒子 散射 * 
能 量 为 e; 的 光子 与 质量 为 mo 的 静止 自由 粒子 碰撞 。 夺 散 


习 题 


射 的 光子 以 角度 0 飞 出 ,粒子 的 散射 角 8 是 多 少 ? 
13.9 光子 -电子 碰撞 ” 

能 量 为 E。、 波 长 为 Xo 的 光子 与 静 质 量 为 mo。、 速 率 为 V 
的 自由 电子 迎头 相 撞 ， 如 图 所 示 。 光 子 的 散射 角 为 90 。 

(a) 确定 散射 光子 的 能 量 上 ，。 

(b) 碳 原子 中 的 外 层 电子 以 速率 wy/cs6X10 运动 。 利 
用 (a) 的 结果 ， 对 于 Xo 二 0;711X10-109 m 和 90 散射 ， 估 计 
来 自 石 墨 的 康 普 顿 散射 峰 的 波长 增 宽 。 电 子 的 静 质 量 是 0. 51 
MeV, h/(moc) 二 2. 426 X10-m。 忽 略 电 子 的 结合 能 。 把 
你 的 结果 与 例 13.6 中 所 示 的 康 普 顿 数 据 作 一 比较 。 
13. 10 ”阳光 作用 力 

太阳 和 常量， 即 太 阳 照 到 地 球 上 单位 面积 的 平均 能 量 ( 功 
雍 ) 为 1.4X103 W/m’，。 

(a) 如 何 比 较 阳 光 的 总 作用 力 与 太阳 作用 在 地 球 上 的 
引力 ? 

(b) 足够 小 的 粒子 可 以 被 阳光 的 辐射 压 从 太阳 系 中 弹 
出 。 假 定 比 重 为 5， 能 弹出 的 最 大 粒子 的 半径 是 多 少 ? 
13. 11 激光 悬浮 

激光 发 出 的 1KkW 的 光束 从 下 面 照射 到 一 个 实心 的 铝 球 
上 ， 使 它 悬 浮 。 假 设 球 目 由 悬浮 在 光束 上 ， 它 的 直径 是 多 少 ? 
铝 的 密度 是 2. 7 g/cm’。 
13. 12 ”散射 粒子 的 末 速 度 

能 量 e, 二 hy 的 光子 被 质量 为 mo 的 静止 自由 粒子 散射 。 光 
子 的 散射 角 为 2， 能 量 si 王 心 ， 粒子 以 角度 4 飞 出 。 

确定 粒子 末 速 度 w 的 表达 式 。 


| 
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14.1 简介 

14.2 矢量 变换 

14.2.1 不 变量 与 标量 

14.3 时 空中 的 世界 线 

14.4 时 空中 的 一 个 不 变量 
14. 4.1 类 空间 隅 与 类 时 间隔 
14.5 四 矢量 

14.5.1 洛 伦 效 不 变量 

14. 5.2 四 速度 


下 本 


14.7 结语， 广义 相对 论 
习题 
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14.1 简介 


1908 年 ， 爱 因 斯 坦 发 表 狭 义 相 对 论 3 年 以 后 ， 数 学 家 闵 
可 夫 斯 基 以 他 称 作 “时 空 ” 的 四 维 流 形 概 念 为 基础 ， 对 爱 因 
斯 坦 的 思想 给 出 了 一 种 几何 表述 形式 。 闵 可 夫 斯 基 的 著名 论 
断 是 ,，“ 从 此 以 后 ， 空 间 本 映 、 时 间 本 号 注定 要 消失 在 阴影 
中 ， 只 有 两 者 的 结合 将 保持 独立 的 实在 。” 他 的 声称 可 能 有 操 
奔 大 其 词 一 一 我 们 继续 在 三 维 世 界 里 自由 运动 ， 在 时 间 中 被 
无 情 地 席卷 向 前 一 一 但 是 把 相对 论 的 概念 扩展 到 物理 的 其 他 
领域 时 ， 他 的 观点 却 宝贵 无 比 。 

狭义 相对 论 提 供 了 一 种 有 序 的 方法 ， 把 不 同 惯性 系 的 观 
察 者 所 记录 的 事件 坐标 联系 起 来 。 理 论 的 本 质 体现 在 洛 伦 效 
变换 里 。 为 了 准备 党 伦 兹 变换 的 闵可夫 斯 基 时 空 描述 ， 让 我 
们 简要 回顾 一 下 矢量 在 牛顿 物理 中 如 何 变换 。 


14.2 矢量 变换 


矢量 4 可 以 表示 一 个 物理 量 ， 例 如 力 或 速度 ， 或 者 只 是 
一 个 抽象 的 数学 量 ， 我 们 这 里 感 兴趣 的 是 矢量 的 变换 性 质 。 
为 用 分 量 形式 描述 A， 我 们 引入 一 个 正 交 坐标 系 S$S， 坐 标 
(TzT，y，) 和 单位 基 矢 首 赴 于 Kk)。A 可 写成 
A=A,i+A,j+A.k vid 
坐标 系 不 是 基本 的 ， 只 是 为 了 方便 而 引入 的 一 个 结构 。 我 们 
可 以 采用 其 他 的 正 交 坐标 系 $ ， 坐 标 (x ，>y ，>x ) 和 基 矢 
(人 ，) ,大 )。 若 两 个 坐标 系 有 共同 的 原点 ， 它 们 必定 能 用 
转动 联系 起 来 。 在 S 系 ， 
a= A Ci 
由 于 方程 (14.1) 和 “(14. 2) 描述 同一 个 矢量 ,我 们 有 
A’i'+AI TA 一 Ai 十 ATA (4.3) 
给 定 S 中 的 坐标 ， 为 确定 S 中 的 坐标 ， 将 方程 (14. 3) 两 边 
与 相应 的 单位 矢量 做 点 积 : 
六 一 六。 和 一 Ai 十 有 7 十 ACE ) (14.4a) 
A'=A} = TA -+A 1) C14, 4b) 
A 一 A .Kk'=AC KR)+AG Kk)+A Kk ok') (14. 4c) 


14.2 矢量 变换 


系数 (i，i')，(3，。j') 等 是 数 ， 对 任何 给 定 的 转动 都 可 以 
计算 出 来 。 例 如 ， 对 于 绕 = 轴 转 过 角 0 的 转动 ， 


“二 A,cos0 二 A,sing (14. 5a) 
A, 王 一 Asinbg 十 Avcosb (14. 5b) 
A:=A. (14. 5c) 


例如 ， 令 A 是 S 系 中 某 点 的 位 置 矢量 r+， 坐 标 为 (XX，y，、z)， 


在 S 系 的 坐标 为 (x ，y，xz ),，S 绕 z 轴 转 过 角 9， 则 我 


们 有 
Xr' =xzcos0+ ysing (14. 6a) 
y 一 一 zsinbg 十 ycosb (14. 6b) 
2 一 区 (14. 6c) : 


注意 : x 轴 和 >y 轴 从 各 自 的 x 轴 和 y 轴 都 沿 相 同 的 方向 转动 。 
这 是 三 维 空间 观测 的 一 个 普通 转动 ， 但 是 我 们 很 快 就 看 到 ， 

时 空 的 转动 则 大 不 相同 。 
从 S' 回 到 S 的 变换 ， 把 轴 转 过 一 9 角 ， 所 谓 的 逆 变 换 是 
r=x'cos0—y sinb (14. 7a) 


y=x'sing+y' cosb (14. 7b) 


/ 


之 一 之 (14. 7c) 


把 坐标 轴 转 过 角 9 对 矢量 分 量 的 效 来 ,与 坐标 轴 固 定 把 矢量 
转 过 角 一 0 的 效果 相同 。 然 而 本 章 中 ， 我们 总 是 保持 矢量 固 
定 而 转动 坐标 轴 。 


14.2. 1 不 变量 与 标量 


当 坐 标 系 变化 时 保持 常量 的 量 称 为 不 变量 。 显 然 ， 矢 量 
的 分 量 并 非 不 变量 ， 但 矢量 本 身 是 。 另 一 个 不 变量 是 矢量 的 
长 度 A 王 |4|， 定 义 为 


A 一 V 全 十 人 十 一 AS 秆 40 于 An 
不 随 着 坐标 系 的 变化 而 变化 的 量 称 作 标量 。 简 单 的 数 ， 比 如 
质量 、 温 度 和 阿 伏 伽 德 罗 常量 ， 都 是 标量 。 矢 量 的 长 度 也 是 
标量 。 许 多 物理 量 是 标量 ， 比 如 质量 、 时 间 间 隔 和 速率 “与 
速度 不 同 ) 。 这 样 的 标量 在 牛顿 物理 中 起 着 重要 的 作用 ， 在 相 
对 论 中 继续 起 着 重要 的 作用 ， 但 它们 的 解释 是 不 同 的 。 
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14.3 时 空中 的 世界 线 


为 开启 我 们 时 空 世 界 的 探索 之 旅 ， 让 我 们 看 看 事件 在 时 
空 图 里 是 如 何 演 化 的 。 

三 维 空间 的 运动 是 不 受 限制 的 。 随 着 时 间 的 演化 ， 点 
r 二 (zx,y,z) 可 在 任何 位 置 。 给 定 足 够 的 时 间 ， 所 有 空间 对 观 
察 者 都 是 可 以 到 达 的 ， 未 来 的 所 有 时 间 都 是 可 以 观察 的 。 当 
然 ， 时 间 只 沿 一 个 方向 运行 ， 我 们 无 法 操控 。 

在 时 空 物理 中 ， 事件 是 一 个 物理 发 生 ， 可 以 用 三 个 空间 
坐标 加 时 间 ，(z，y，z，t) 的 值 来 确定 。 例 如 ,在 += 二 0 从 
坐标 原点 发 出 一 个 光 脉 冲 是 一 个 坐标 为 《0，0，0，0) 的 事 


件 。 由 于 不 同 物 理 单位 的 坐标 不 便 使 用 ， 我 们 把 时 间 乘 以 速 


度 ， 就 可 以 用 长 度 单位 表示 时 间 。 为 此 ， 我们 自然 会 用 光速 
乘 以 时 间 ， 从 而 上 ->ct。 因 此 ，1 ps 对 应 于 盖 ”300 m 的 时 
间 ”,“1 m 的 时 间 ” 对 应 于 守 0. 003 3 ws。 按照 这 个 规定 ， 我 
们 可 以 用 坐标 (x，y，z，ct) 谈论 四 维 时 空 。 

专注 于 坐标 x 和 ct 的 直线 运动 ， 我 们 可 以 画 出 事件 在 时 
空 图 上 的 演化 。 依 据 略 显 篮 众 但 普 所 接受 的 惯例 ， 时 空 图 上 
的 时 间 画 为 竖 直 的 。 随 着 时 间 的 演化 ， 时 空中 的 一 点 描绘 出 
一 个 癌 上 的 路 径 ， 称 作 世 界线 。 图 中 显示 了 两 条 世界 线 : 竖 
直 虚 线 是 质点 静止 (x 为 常量 ) 的 世界 线 ， 实 线 则 表示 一 个 
运动 的 质点 (x 和 +t 都 增 大 ) 。 

采用 这 个 规则 时 要 注意 ， 速 率 一 一 以 c 为 单位 由 和 用 
率 的 余 切 给 出 。 土 1 的 斜率 对 应 于 士 c 的 速率 。 最 快 的 事件 是 
光 脉 冲 ， 其 世界 线 由 zz 二 ct 或 + 二 一 ct 给 出 。 这 条 线 与 水 平 
线 的 夹 角 为 x/4， 如 图 所 示 。 夹 角 小 于 x/4 的 世界 线 描 述 快 
于 光速 的 运动 ， 这 是 禁止 的 。 显 示 (zx，y，ct) 的 三 维 图 是 
顶点 在 原点 的 两 个 锥 形 ， 称 作 光 锥 。 

所 有 未 来 的 事件 位 于 上 面 的 光 锥 ， 过 去 的 事件 在 下 面 的 
光 锥 。 光 锥 外 部 的 时 空 区 域 对 于 原点 的 观察 者 是 物理 上 不 可 
进入 的 。 其 他 事件 会 用 其 他 光 锥 描述 ,但 是 对 于 有 因果 关系 
的 两 个 事件 ， 它 们 的 光 锥 一 定 会 有 重 芋 ，。 

现在 我 们 致力 于 不 同 惯性 系 的 观察 者 如 何 看 竺 时空 事件 的 
问题 。 在 第 12 章 ， 我 们 导出 了 标准 惯性 系 S 和 S' 之 间 转 换 坐 标 
的 洛 伦 兹 变换 。S 的 原点 以 速率 wv 沿 x 轴 运 动 。 或 者 ，S 的 原 
点 以 速率 一 v 沿 z 轴 运 动 。 由 于 时 间 现 在 用 长 度 ct 的 单位 表 


14.3 ”时 空中 的 世界 线 


示 ， 坐 标 系 之 间 的 相对 速度 目 然 就 用 变量 8 二 w/c 表示 。 采 用 
这 个 记号 ， 从 S 到 S 的 洛 伦 效 变 换 方程 (12.3) 和 (12.4) 是 


一 YE ) (14. 8a) 
y =y (14. 8b) 
== (lL4.. B86) 
ct'=y(—Brtct) (14. 8d) 

从 S 到 S 的 道 变 换 是 

r=7y(zx'+Bct’) (14. 9a) 
yy" (14. 9b) 
之 一 忆 (14. 9c) 
ct=y(Bx' 十 cz ) (14. 9d) 


这 里 ,B= 二 vw/c，7Y 二 1/V1 一 B* 。 量 B 总 是 取 其 宇 0， 采用 明 
确 显 示 的 代数 符号 。 由 于 y 和 x 坐标 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 ， 我 
们 只 关心 x 和 ct 

在 三 维 空 的 丰 杭 竺 动 利 广 名 《i 用 、《 记 榴 光量 
时 空 变换 之 间 有 如 下 类 关系 。 


三 维 空 间 的 转动 洛 伦 兹 变换 
六 一 Zecosg 十 ysing x =y(z—Bet) 
y 一 一 sing 十 ycosb cf =y(—Bz+et) 
人 一 天 一 学 
上 一 : z = 


洛 伦 兹 变换 形式 上 类 似 于 绕 x 轴 转 动 的 zx 和 y 的 变换 。 
方程 (14. 8d) 表明 ,在 x-ct 面 内 画图 时 ,x 轴 的 轨迹 〈 满 
足 ct 三 0) 由 ct 一 pz 给 出 。 这 描述 了 x 轴 从 xz 轴 逆 时 针 转 过 
角度 9 二 arctan8。 相 反 ， 方 程 (14. 8a) 揭示 ，ct 轴 (满足 
7 二 0) 由 z= 二 Bect 给 出 ， 这 描述 了 cz' 轴 从 ct 轴 顺 时 针 转 过 相 
同 的 角度 。 在 =e 的 极限 情形 ，90 二 x/4; 由 于 x 一 一 ct ， 
x 和 cr 轴 变 得 重合 了 。 

根据 这 些 变换 ， 轴 不 再 是 正 交 的 。 图 中 常量 x 和 常量 ct 
的 线形 成 和 形 而 不 是 正方 形 网 格 。 另 外 ， 坐 标 轴 的 刻度 改变 
了 一 个 因子 y。 这 些 是 三 维 空间 和 时 空 几 何 之 间 的 基本 差异 。 

正 区 性 的 失去 是 时 空 变换 的 一 个 特征 。 虽 然 我 们 能 把 时 间 

描述 为 第 四 维 ， 但 时 间 本 质 上 不 同 于 空间 维度 ， 这 个 差别 对 时 
空 几何 是 关键 的 。 在 时 空 图 上 的 长 度 刻 度 相 差 一 个 因子 x， 世 
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，/ 了 人 界线 的 外 观 依赖 于 观察 者 的 相对 运动 。 最 终 ， 每 个 观察 者 都 用 
/_+“ /7 不 同 的 图 描述 事件 ， 从 图 中 提取 几何 关系 时 就 需要 小 心 。 
A 图 中 显示 了 在 系 S 和 S' 中 时 空 的 一 些 事件 。 在 S' 中 ， 
i 
在 S' 中 是 同时 发 生 的 ， 但 是 在 S 中 发 生 在 不 同时 间 。 类 似 地 ， 
事件 c 和 d 在 S' 中 发 生 在 同一 位 置 ， 但 在 S 中 是 不 同位 置 。 


14.4 时 空中 的 一 个 不 变量 


在 三 维 空间 ， 位 置 矢 量 的 长 度 > 是 += 二 Vr 十 y: 十 zx?， 
在 转动 下 为 不 变量 。 在 时 空中 ， 量 x* 十 y* 十 z* 一 (ct 在 洛 
伦 兹 变换 下 是 不 变量 。 为 证 明 它 ， 从 方程 (14. 8)， 我 们 有 
Eo 


= te 
= 
因此 
ry Te 2 一 (el R=w+ ye (ct) (14.10) 
考虑 事件 起 点 在 Ri = 二 (r，ci)、 终 点 在 R= 二 (r 十 Ar， 
ct 十 Act) 之 间 的 一 段 世 界线 。 事 件 之 间 的 位 移 是 AR 二 R, 一 
Ri 二 (Ar，Act)， 这 里 Ar 二 (Ax，Ay，Az)。 在 S' 中 的 观察 
者 看 来 ， 这 些 位 移 的 坐标 是 Ar 和 At ， 都 可 以 用 洛 伦 效 变 换 
确定 。 由 方程 (14. 10) ， 我 们 有 
Ar'? —Aler )* = Ar 一 全 Ke 
注意 : 按照 相对 论 的 惯例 ，Azx?* 被 理解 成 Az)*， 而 不 是 
Atw? ipod 于 相对 速度 ， 相 对 速度 又 可 以 
任 选 ， 这 个 方程 成 立 的 唯一 条 件 是 两 边 分 别 等 于 一 个 常量 。 
用 As: 表示 这 个 常量 ， 我 们 有 
A52 三 Ar2 一 A(Cct)? C14; Ll1Y 
结果 ，As: 是 变换 的 一 个 不 变量 。As’ 通 和 常 称 作 时 空间 隔 。 与 
普通 数 的 平方 不 同 ，As* 可 以 是 负 值 。 


14. 4. 1 类 空间 隔 与 类 时 间隔 


若 As 之 0， 我 们 总 是 可 以 找到 一 个 坐标 系 ， 使 得 Ar? = 
As*， 且 A(ct)? 二 0。 结果， 存在 一 个 坐标 系 ， 事 件 在 其 中 是 


14.5 四 矢量 


wa 但 是 ， 不 存在 这 样 的 坐标 系 ， 事 件 发 生 在 空间 同一 
这 样 的 间隔 称 作 类 空 的 。 类 似 地 ， 奋 As* 二 0， 和 存在 这 样 
_ 个 兴 标 系 ， 事件 发 生 在 空 3 间 同 一 点 ,但 是 不 存在 这 样 的 华 
标 系 ， 它 们 同时 发 生 。 这 样 的 间隔 称 作 类 时 的 。 夺 As 二 0， 
事件 对 应 于 光 脉 冲 的 发 射 和 接收 ， 世 界线 满足 Ar 一 Act， 辐 
隔 称 作 类 光 的 。 间 隔 在 所 有 惯性 系 都 具有 相同 的 值 。 
对 于 给 定 的 时 空 pei 可 neo 
于 三 维 空间 间隔 的 几何 ， 一 个 给 定 大 小 的 位 移 都 在 一 
球 上 。 在 二 维 情形 ，6 bint Ar? 二 Aw: 十 
Ay2z 。 在 时 空中 ， 对 于 (x，y，ct) 坐标 ， 一 个 间隔 的 轨迹 
一 个 旋转 双 曲 面 : 
| 《二 之 


14.5 四 矢量 


EE OR 
空 变换 要 求 。 洛 伦 效 变换 背后 的 推理 比 这 个 应 用 所 提示 的 要 
强大 得 多 。 这 个 思想 通过 一 般 论 证 ， sop 用 
于 发 展 相 对 论 动力 学 ， 从 而 可 应 用 到 新 的 系统 ， 比 如 电场 和 
磁场 的 动力 学 ， 但 我 们 并 不 打算 在 这 里 发 展 这 些 。 这 种 推广 
的 起 点 是 时 空 矢 量 的 概念 ， 即 通常 所 谓 的 四 和 天 量 。 

四 矢量 是 按 洛 伦 效 变换 而 变换 的 四 数组 。 这 样 的 矢量 有 具 
有 潜在 的 物理 意义 。 换 言 之 ; 任何 不 满足 党 伦 效 变换 的 四 数 
组 都 不 能 进入 物理 定律 ， 因 为 这 样 的 定律 不 满足 相对 性 原理 。 
在 相对 论 志 界 中 ， 拓 展 我 们 对 物理 了 解 的 一 个 好 办 法 就 是 寻 
找 四 矢量 。 四 矢量 的 一 般 形式 为 

A=(ai ;a2 ras a4) 
， 分 量 (al1，as，a3) 是 沿 标准 系 S 二 (zx，y，z) 的 坐 
ey 对 应 于 以 速度 v 沿 xz 方向 运动 的 坐标 系 S 的 洛 伦 效 变 
换 ，As 二 (al1， a2，as3，a4), .这 里 


al 一 7Y(al 一 Ba4) (14. 13a) 
4a2 一 2 (14. 13b) 
Qa3 =a3 (14. 13c) 
da4 一 YX( 一 Bi 十 ai) (14. 13d) 


像 以 前 定义 的 那样 ，B8 二 wv/c，Y 三 1/V 1 一 8” 。 我 们 将 按照 这 样 
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的 惯例 ， 四 矢量 的 印刷 体 是 大 写 黑 体 ， 而 三 矢量 是 小 写 黑 体 。 
因此 ， 对 于 四 维 民 的 四 矢量 可 写成 尺 一 (rcti) 一 (zyvzyct)。 


14. 5. 1 洛 伦 兹 不 变量 


一 个 四 矢量 的 分 量 平方 和 ， 其 中 时 间 分 量 的 平方 带 一 个 
货号 ， 称 作 四 矢量 的 模 方 。 例如 ，A 二 (al，as，a3，as) 的 
模 方 是 a1 十 3 二 a3 一 a 。 

真正 的 四 矢量 是 像 在 方程 (14. 13) 中 一 样 ， 按 洛 伦 效 变 
换 而 变换 。 容 易 证 明 ， 模 方 在 任何 系 中 都 相同 ， 因 此 模 方 被 
你 作 洛 伦 兹 不 变量 

ai Fa tas —ar =a’ 十 区 十 区 3 一 六 3 


我 们 在 14. 4 节 中 证 明了 四 矢量 R 的 这 个 不 变性 。 
14. 5.2 四 速度 


位 置 之 后 最 简单 的 运动 学 量 是 速度 ， 所 以 自然 要 考虑 R 
的 变化 率 。 然 而 ， 变 化 率 的 概念 要 求 引入 时 钟 ， 问 题 是 谁 的 
时 钟 ? 所 有 观察 者 都 同意 的 唯一 时 间 是 固定 于 运动 点 的 时 钟 
固有 时 =。 当然 ， 这 不 同 于 观察 者 的 时 间 ， 但 只 相差 一 个 已 
知 量 。 

因此 ， 我 们 可 尝试 着 定义 四 速度 吕 : 

dR dr d(c 
wa 

为 了 把 空间 部 分 与 牛顿 式 观察 者 熟悉 的 三 速度 联系 起 来 ， 我 
们 把 它 重 写 为 


(14. 14) 


/dr dt d(ci) 
5 一 十 de"” te ) 
由 12. 8. 3 玉 对 固有 时 的 讨论 ， 局 域 的 时 间 间 隔 和 固有 时 间 间 
隅 的 关系 为 


dz 王 diV1 一 oj/c2 =dt/y C1 LO 
因此 ，di/dr= 二 yY, U=(yu,yYc)， 或 者 
U=y(u,c) (14.16) 


考虑 四 速度 U=y(u,c) 的 模 方 : 

Us»*U=y:(u’—c*) 
U 的 模 方 二 一 c*， 显 然 是 洛 伦 效 不 变量 ,在 每 个 参考 系 中 都 
相同 。 


14.5 四 矢量 


例 14. 1 相对 论 速 度 合成 

在 12.9 节 导 出 了 相对 论 速度 合 成 的 规律 。 这 里 我 们 用 
四 速度 方法 考察 同样 的 问题 。 

为 简单 起 见 ， 考 虑 沿 . 工 轴 的 速度 。 如 果 初 始 速率 是 沿 
z 的 xl1， 则 初始 四 速度 为 U 一 y(Cxli,c)。 若 我 们 在 以 速率 
v1 运动 的 S1 系 中 观察 以 速度 ul 运动 的 事件 ， 则 洛 伦 效 变换 
方程 (14.8) 表明 ， 四 过度 的 分 量 是 \ 

ul=Yi(u1—Bic) (1a) 


ui=y1(—pBiuitce) ) (Lh) 


这 . 诗 ， 8I 一 mV/cs Yi 一 1/V1 一 有 1 9 
如 果 现 在 我 们 进入 以 速率 us 相对 Si 运动 的 Sz 系 中 1 我 
们 有 \ 
ul=y2(u1—B2us) (2a) 
u4=Y2(—B2u!ltud) (2b) 


这 里 ，pBs 二 v2/c，Y2 三 1/V1 一 B; 。 这 两 个 相继 的 变换 等 价 
于 把 方程 ~-(1》 全 六 方 得 1G27 的 单 局 灾 换 咯 整 理 司 的 [ 绑 
果 是 


wu Ly I 


432) 
1 二 piB Ni 1tpBpa 


让 Y2I72 {= Pits 
0 1+Bip? 1 十 Bi ps 


比较 方程 (370 和 方程 【1)， 我 们 看 到 形式 止 等 价 于 直入 


wit ) Ea 


Bt 
yy 
或 者 ,采用 实验 室 单位 ， 
Wh U1 十 vo 
by bmyowahe: 


这 是 我 们 在 12.9 节 确 定 的 相对 论 速 度 合 成 规则 。 


人 们 情 不 目 禁地 要 问 ， 引 入 四 速度 U 二 Y(v ，c) 的 目的 
何在 ， 类 时 分 量 只 不 过 是 一 个 简单 的 常量 c 而 已 。 但是, 在 
下 一 二 我 们 将 看 到 ， 篆 量 起 着 重要 的 作用 。 
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14.6 能 量 -动量 四 矢量 


对 于 质量 为 mm， 以 四 速度 U 运动 的 粒子 ， 下 一步 自然 是 
要 定义 其 四 动量 已。 利用 方程 (14. 16)， 我们 有 
P=moU=Ymo (uu ,cc) (lA. 17) 


这 里 ，mo 是 当 w<c 和 y= 二 1/V1 一 wu*/c? 1 时 观测 的 质量 。 
在 第 13 草 ， 我 们 用 术语 静止 质量 表示 mo。 这 个 量 逻 辑 上 更 
应 当 称 为 固有 质量 ， 因为 它 是 在 粒子 的 静 系 中 测量 的 质量 ， 
但 是 由 于 历史 的 因素 ， 术 语 回 有 质量 并 未 采用 。 在 相对 论 里 
简单 的 质量 一 词 总 是 指 相 对 论 质量 m， 定 义 为 

mYmo (14.18) 
由 于 UVU 是 四 矢量 ，mo 是 标量 ，P= 二 moU 也 是 一 个 四 矢量 。 
四 动量 可 以 写成 


P=(mu me ) =(p smc) (14;: 19) 
这 里 ，p 三 mu 是 相对 论 三 动量 。P 的 模 方 为 
P.P=p* p— (mc):=C Cl 4s 20) 


式 中 ，C 为 常量 。 在 粒子 的 静 系 里 ,p= 二 0,， C= 一 (moc)?。 
因此 ， 四 动量 的 模 方 是 一 (moc)?， 我 们 可 以 把 方程 (14. 20) 
重 写 为 
p*=(mc)’— (moc)’ (14. 281 
为 了 实用 ， 四 动量 在 孤立 系统 中 必须 守恒 。 在 粒子 静止 的 
系 中 三 动量 为 零 。 因 此 ， 在 方程 (14.20) 中 ，P 和 mc 必须 分 
别 守恒 。 为 了 联系 牛顿 的 概念 ， 回 顾 一 下 牛顿 物理 ， 孤 立 系统 
中 ， 除 了 线 动量 ， 能 量 和 角 动 量 也 是 守恒 的 。 四 动量 与 角 动 量 
没有 直接 的 关系 ， 所 以 我 们 猜测 ， 方 程 (14. 19) 中 四 矢量 的 
暂时 分 量 mc 与 能 量 上 有关。 为 了 量 纲 正 确 ， 我 们 尝试 性 设 定 
mc=E/c (14. 22) 
所 以 ，P 就 取 形 式 
P=(p,E/c) (14. 23) 
P 有 时 称 作 能 量 动量 四 矢量 ， 但 更 多 的 是 简称 为 四 动量 。 把 
方程 (14. 22) 代入 方程 〈14. 21) ， 我 们 有 
(pe):=E?:—(moc’)’ (14. 24) 
或 者 
=(pc)?T (moc’)? (14. 25) 


14.7 结语 : 广义 相对 论 


这 是 我 们 在 第 13 草 得 到 的 结果， 即 方程 (13. 8)。 术 语 moc? 
就 是 所 谓 的 粒子 静止 能 量 。 

对 于 无 质量 的 粒子 ，mo 王 0， 所 以 如 一 忆 或 力 王 BE/e， 
即 我 们 在 第 13 章 用 不 同 的 方法 导出 的 结果 ， 方 程 (13. 13 ) 。 
对 于 无 质量 的 粒子 (著名 的 光子 )， 四 动量 的 模 方 是 0， 粒 子 
必须 以 光速 运动 。 无 质量 粒子 的 四 动量 具有 形式 


E 
P= ln sy 972> Ry (14. 26) 


文 里 ，n 是 沿 传播 方向 的 单位 矢量 。 
对 于 非 零 质量 、 低 速 运 动 粒 子 ， 
v2 
本 和 


1 
m=Ymo= mo is - 


因此 
1 
E=moc TFmov T=moc’ TK+. ‘TA 2 


这 里 ，K 是 牛顿 的 动能 。 ee 自由 粒子 的 总 能 量 
是 它 的 动能 与 静 能 之 和 。 这 一 解释 是 否 合理 依赖 于 实验 证 据 。 
ean 
E:—(pc)*=(moc’)? (14. 28) 
粒子 的 静 能 显然 是 四 动量 的 相对 论 不 变量 。 

假设 zc 三 正 /ec 让 我 们 直接 得 到 了 二 mc* ， 这 是 科学 里 
最 著名 的 公式 。 当 然 ， 这 个 公式 的 有 效 性 并 不 依赖 于 它 的 名 
声 ， 而 在 于 能 量 在 相对 论 动力 学 中 的 作用 ， 只 有 通过 实验 才 
有 意义 的 作用 。 

在 第 13 章 ， 我 们 把 洛 伦 效 变换 应 用 于 孤立 系统 观测 的 碰 
撞 ， 导 出 了 相对 论 能 量 和 动量 的 表达 式 。 这 些 论 证 依靠 我 们 
对 磁 撞 过 程 的 理解 和 在 不 同 观 察 者 看 来 对 于 对 称 的 百 觉 。 这 
检查 四 矢量 
的 变换 性 质 。 这 一 论证 数学 上 优雅 ， 物 理 上 也 优雅 ， 它 揭示 
了 能 量 和 动量 之 间 的 深层 次 关系 。 从 完全 不 同 的 探索 之 路 理 
解 现象 增加 了 我 们 对 解释 真实 性 的 信心 ， 禁 不 住 加 深 了 对 物 
理 的 喜悦 之 情 。 


日 


、 


14.7 ”结语 : 广义 相对 论 


爱 因 斯 坦 对 他 1905 年 狭义 相对 论 的 文章 并 不 满足 ， 因 为 
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它 不 能 处 理 引力 。 例 如 ,根据 牛顿 万 有 引力 定律 ， 引力 场 的 
变化 ， 比 如 由 于 质量 源 的 运动 ， 会 被 各 处 瞬时 感受 到 。 依 据 
狭义 相对 论 ， 这 个 效应 的 传播 不 能 快 过 光速 。 

然而 ， 还 有 一 个 更 深层 次 的 困境 。 牛 顿 引力 依靠 引力 
质量 和 惯性 质量 等 同 的 假定 。 爱 因 斯 坦 利用 这 个 简单 的 观 
测 激 发 了 他 的 新 理论 。 他 用 一 个 著名 的 “gedanken” (思想 ) 
实验 : 爱 因 斯 坦 电梯 ， 解释 他 的 思路 。 因 为 所 有 的 东西 都 
以 同样 的 加 速度 下 落 ， 在 重力 场 中 静止 电梯 里 的 观察 者 看 
到 落体 向 下 加 速 ， 告 电梯 在 无 重力 场 的 情形 下 向 上 加 速 ， 
他 将 看 到 同样 的 现象 。 爱 因 斯 坦 指出 ， 若 电梯 在 远离 其 他 
物体 的 太空 ， 除 非 向 外 观望 ， 和 否则 没 办 法 说 出 电梯 是 向 上 
以 g 加速 还 是 静止 在 重力 场 g 中 。 他 断定 ,在 局 部 区 域 ， 
没 法 区 别 向 下 的 重力 场 & 和 向 上 加 速 的 坐标 系 a。 这 个 观 
测 即 等 效 原理 。 

等 效 原理 立即 对 狭义 相对 论 造 成 了 一 个 障碍 。 若 向 下 的 
重力 场 等 效 于 向 上 的 加 速度 ， 重 力 场 中 的 运动 与 加 速 坐标 系 
中 的 运动 就 无 法 区 别 。 加 速 系 本 身 是 非 惯 性 的 。 困 境 的 症结 
在 于 狭义 相对 论 限 定 在 惯性 系 中 观测 。 

狭义 相对 论 发 表 时 ， 爱 因 斯 坦 还 是 一 个 年 轻 人 ， 他 在 一 
篇 对 所 有 人 都 能 理解 的 单一 论文 里 提出 了 它 。 相 反 ， 为 解决 
引力 问题 ， 爱 因 斯 坦 辛勤 工作 了 10 年 之 入， 进行 了 若干 错误 
的 尝试 。 当 他 在 1916 年 发 表 他 的 广义 相对 论 时 ， 论 文 复杂 得 
没 几 个 人 能 慌 。 此 外 ， 唯 一 的 实验 证 实 是 ， 他 的 理论 所 解释 
的 ， 在 10. 6 节 我 们 提 到 的 水 星 近日 点 进 动 每 世纪 43 弧 秒 的 
偏差。 

这 样 的 结果 似乎 像 一 个 行星 动力 学 的 小 细节 。 然 而 ， 广 
义 相 对 论 也 做 出 了 “戏剧 性 ”的 预言 : 光 被 引力 弯曲 。 尤 其 
特别 的 是 , 来 自 恒星 的 光线 从 我 们 巨 重 的 太阳 跟前 经 过 时 ， 
会 略微 弯曲 。 这 个 弯曲 太 小 ， 只 在 日 食 期 间 才能 观测 到 ， 这 
时 太阳 的 光臣 被 短暂 谈 项 ， 使 得 靠近 太阳 的 那 部 分 天 空 的 恒 
星 能 被 看 到 。 观 测 被 第 一 次 世界 大 战 推迟 ， 但 是 在 1919 年 两 
个 日 食 探 险 队 观测 到 了 这 个 效应 。 广 义 相 对 论 上 了 报纸 头 版 ， 
爱 因 斯 坦 传奇 诞生 了 。 

1919 年 ， 宇 宙 学 只 是 一 个 探索 的 主题 ， 但 并 非 科 学 的 一 
个 组 成 部 分 。 今 天 我 们 处 在 宇宙 学 的 黄金 时 代 ， 爱 因 斯 坦 的 
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广义 相对 论 是 它 的 基本 框架 。 宇 宙 的 膨胀 用 爱 因 斯 坦 的 场 方 
程 描 述 ， 到 处 都 有 他 的 理论 的 印迹 。 例 如 ， 他 预言 了 引力 透 
镜 一 一 来 自 遥 远 光 源 的 光线 经 过 一 个 恒星 或 穿 过 一 个 引力 介 
质 例如 银河 系 时 的 聚焦 现象 今天， 引力 透镜 是 天 体 物 理 牢 
固 建 立 的 工具 。 

或 许 广 义 相 对 论 最 戏剧 性 的 实验 预言 是 黑洞 的 存在 。 如 
果 光 的 引力 弯曲 足够 大 ， 光 不 能 传播 。 当 克服 引力 吸引 所 需 
的 能 量 GMm/r 超过 其 静 能 时 ， 这 就 会 发 生 。 使 它们 相等 就 
给 出 黑洞 半径 。 典 型 的 半径 只 有 几 公 里 ， 但 是 密度 非常 大 ， 
从 而 质量 是 巨大 的 。 例 10. 9 中 我 们 看 到 ， 在 我 们 银河 系 中 心 
的 黑洞 Sgr A* 是 太阳 质量 的 400 万 倍 。 甚 至 光 都 不 能 从 这 样 
强 的 引力 场 中 逃 出 一 一 黑洞 由 此 得 名 。 幸 运 的 是 ， 向 内 下 落 
的 物体 辐射 很 强 ， 从 而 确认 了 许多 黑洞 。 例 10.9 显示 了 绕 
Sgr A “的 恒星 轨道 的 观测 数据 。 

爱 因 斯 坦 在 1905 年 开辟 了 两 条 进步 之 路 : 他 的 光电 效应 
的 论文 是 创造 量子 力学 的 萌芽 ， 狭义 相对 论 的 论文 激发 了 广 
义 相 对 论 。 量 子 理论 和 引力 理论 是 20 世纪 物理 学 值得 大 书 特 
书 的 辉煌 成 就 ， 改 变 了 我 们 对 世界 的 看 法 。 这 两 个 单独 的 理 
论 还 将 被 调和 : 量子 引力 理论 尚未 确立 。 物 理学 的 发 展 永 无 
止境 。 
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标 x 的 习题 可 参考 附录 中 的 提示 、 线 索 和 答案 。 
14. 1 Tt 介子 衰变 * 

中 性 x 介子 (mm)， 静 质量 135 MeV， 高 速 运动 时 对 称 地 
衰变 为 两 个 光子 。 实 验 室 系 中 每 个 光子 的 能 量 是 100 MeV。 

(a) 按 比 值 V/c 确定 介子 的 速率 V。 

(b) 在 实验 室 系 中 确定 每 个 光子 动量 与 初始 运动 线 的 来 
角 0。 
14.2 zt 介子 产生 的 阅 值 * 

高 能 光子 (Y 射线 ) 与 静止 的 质子 磁 撞 。 按 照 反 应 Y 十 bp 一 p 
es 产生 一 个 中 性 让 人 旬 了 于 《RD 

右 使 这 个 反应 发 生 ，7y 射线 必须 具有 的 最 小 能 量 是 多 少 ? 
质子 的 静止 质量 是 938 MeV，zx 的 静止 质量 是 135 MeV 。 
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14.3 光子 引发 的 对 产生 阅 值 

高 能 光子 (Y 射线 ) 与 电子 碰撞 ， 按 照 反 应 Y 十 e 一 e 十 
eg) 天 于 一 个 电子 = 正 电 于 对 ， 

和 昔 这 个 反应 能 发 生 ，7 射线 必须 具有 的 最 小 能 量 是 多 少 ? 
14.4 粒子 衰变 

静 质 量 为 M 的 粒子 静止 时 自发 衰变 成 静 质 量 m1 和 m2 的 
两 个 粒子 。 

证 明 两 粒子 的 能 量 分 别 是 Ei 二 (M? 十 mi 一 m3)c?/2M 
和 E; 二 (M2 一 m? 十 m?)c?/2M 。 

14.5 核反应 的 阅 值 * 

静 质 量 为 Mi 高 速 运动 原子 核 ， 动 能 为 K1,， 与 静 质 量 为 
M; 的 静止 的 原子 核 碰 撞 。 发 生 的 核反应 模式 为 Mi 十 My 一 
Ms 十 Mi ， 这 里 Ms 和 M4 是 生成 核 的 静止 质量 。 

静 质 量 的 关系 为 (Ms 十 Mai)c* 二 (Mi 十 Ms)c?* 十 QQ， 这 里 
Q 二 0。 确 定 使 反应 发 生 所 需 的 Ki 最 小 值 ， 用 M1、M; 和 Q 
表示 。 

14.6 光子 驱动 的 火箭 

初始 质量 为 Mo 的 火箭 从 静止 开始 ， 沿 x 轴 向 后 发 射 光 
子 从 而 回 前 推进 目 己 。 

(a) 在 初始 的 静止 系 中 ,证 明火 箭 燃 料 耗 尽 后 的 四 动量 
可 写成 卫 =7Mfuo(1,0,0,z)， 这 里 Mi 是 火箭 的 末 态 静止 质 
量 。( 注 意 : 这 个 结果 对 于 燃料 作为 整体 排出 、 光 子 有 多 普 勒 
移动 时 仍然 有 效 。) 

(Cb) 证 明火 箭 相 对 于 初始 静 系 的 末 速 度 是 


式 中 , yy 二 Mo/M:t 是 火箭 初始 质量 与 末 态 静止 质量 的 比值 。 
14. 7 四 加 速度 * 

构造 一 个 表示 加 速度 的 四 矢量 和 A。 为 简单 起 见 ， 只 考虑 
沿 xz 轴 的 直线 运动 。 令 瞬时 四 速度 为 U 二 yY(u，0，0,， cc)。 
14.8 时 空中 的 波 

国 数 Fri 王 Asin2r[L(z/A) 一 好 表示 频率 为 v、 波 长 
为 的 正弦 波 。 波 沿 zx 轴 以 速度 = 波长 义 频率 = 传播 。 

f(z,t) 可 表示 光波 ; A 则 对 应 于 构成 光 信 号 的 电磁 场 
的 某 分 量 ， 波 长 和 频率 满足 hy 一 c。 
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考虑 在 沿 x 轴 以 速度 v 运动 的 坐标 系 (x "，y ，z ,1) 
中 相同 的 波 。 在 这 个 参考 系 上 波 具 有 形式 
f' (xt)=A'sin2n (Tr —v’) 
(a) 证 明 ， 只 要 1/X' 和 wv 是 (x，y，z，t) 系 中 给 定 的 
四 矢量 K 的 分 量 ， 


K=2r(~,0,0,2) 


光速 就 能 正确 地 给 出 。 

(b) 采用 (a) 的 结果 ， 通 过 计算 在 动 系 中 的 频率 ， 导 出 
纵向 多 普 勒 移动 的 结果 。 

(c) 扩展 (b) 的 分 析 ， 通 过 考虑 沿 y 轴 传 播 的 波 ， 确 
定 横向 多 普 勒 移动 的 表达 式 。 
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部 分 习 着 


1. 1 矢量 代数 1 
题 提 示 、 答案 : (a) 7 一 2 十 9% (ce) 21 
1.2 矢量 代数 2 
线索 和 答案 : (b) 101; (ec) 2704 
答案 1.3 利用 矢量 运算 确定 cos 和 sin 
| | 提示 : cos96 二 A * B/AB, sin6= 二 14AXB|/AB, 
1.7 ”正弦 定理 
提示 : 考虑 由 A、B 和 C 形成 的 三 角形 的 面积 ， 这 里 
4 十 再 十 C 王 0。 


1.9 垂直 单位 矢量 

答案 : 一 十 (2 一 六 十 下 AMV6 
1. 10 垂直 单位 矢量 

提示 : (a) 两 个 天 量 确定 的 平面 的 方向 与 它们 的 又 积 平行 。 
1. 15 大圆 

线索 : 大 1 二 0,， $1 二 0, hz 二 45",， #2 二 45"， 则 9= 
arccos(0.5) 和 S 二 (x/3)R， 
1. 18 电梯 与 落 珠 

线索 : 硅 Ti 二 TT, 二 4s， 则 用 = 二 39.2 mm。 
1. 19 相对 速度 

答案 : (a) vs 二 vA 一 dR/dt 
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1.21 径 向 匀速 的 粒子 

答案 : (a) v= 二 V52 m/s 
1.23 电梯 的 平稳 运行 

线索 ; (d) 车 am= 二 1.0 m/s:, T=10.0s, 则 了 D=50;0 m。 
1.26 斜坡 上 的 射程 

提示 : 石 块 在 两 条 曲线 的 交点 处 击 中 地 面 。 

线索 ; 车 $= 二 60"， 则 9 二 15"。 


1.27 尖 屋 顶 

答案 : 从 一 5/2Vgh 
第 2 章 
2.1 含 时 力 


线索 : (c) 车 t=1 s, 则 rrXv=6.7X10-3k m?/s。 
2.2 两 个 物 块 和 绳子 

线索 : 若 Mi 二 M;,， 则 x 二 gt?/4。 
2.5 混凝土 搅拌 机 

线索 : 大 R==2ft， 则 wmax 王 4rad/ssz38 rev/min。 
2.8 两 个 物体 和 两 个 滑轮 

线索 : 看 Mi=Mz， 则 工 王 &/5。 
2. 11 斜面 上 的 物 块 

线索 : 大 A 二 3g， 则 》=g。 


2. 12 脚手架 上 的 油漆 工 

线索 : 奢 M= 二 m 和 下 = 王 Mg， 则 “=g。 
2. 13 教学 仪器 

线索 : 对 于 相同 的 质量 ， 下 三 3Mesg 。 
2. 14 教学 仪器 2 


答案 : al 三 一 MzMag/(MIM2 十 Mi M3 十 2Mz Ma 十 M5 ) 
2.16 普 朗 克 单 位 

提示 : 写 出 形 如 [Lpj=[Lcj LA 2LGj 的 量 纲 方程 。 用 
独立 的 单位 M、L 和 T 了 替换 每 个 因子 ,求解 a、65 和 c 的 三 
个 代数 方程 。 

答案 : (a) Lv 一 4.1X10-35 m 

(b) M,=5.4X10 8 kg 

mA 
第 3 章 
3.2 有 摩擦 力 的 滑 块 

线索 : 若 下 =30N，MA 王 5 kg， Ms 二 6 kg， 则 F'=25 N。 
3.4 同步 轨道 

答案 : 6. 6R。 
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3.5 物体 与 转轴 
线索 ; 车 lw? 二 V2g， 则 TL 二 V2mg。 
3.8 物 块 和 斜面 
答案 : (a) tan9 二 
线索 ; (b) 夺 9 二 x/4， 则 amnm 二 gC(1 一 u)/(l 十 p)。 
线索 : (ce)》 阁 8=x/4， 则 amx 二 gl 十 gt 一 pg) 
3. 10 ”绳子 和 树 
线索 : 车 0 二 x/4,， Ted 二 W/V2，Tnmidde 二 W/2。 
3. 11 旋转 的 环 
答案 : T= 二 Mo *l/(2x)? 
3. 17 转弯 的 汽车 
线索 : 若 j 二 1，0 一 x/4， 所 有 速度 都 是 有 可 能 的 。 
3. 19 物体 和 弹簧 
线索 : 若 Ri 一 &2 一 &， 则 wa 二 VE/2m ， ws 二 V2k/m 。 
3.22 物体 、 线 和 环 
线索: (a) 在 Vi 一 ro/2， 则 w 二 4wo。 
3.23 物 块 和 环 
答案 : (a) vo/L1 十 (ywvot/7)] 
3.24 阻力 
答案 :; v(t1)= 二 (1l/a)ln| 1/(abt/m+e *™)| 
第 4 章 
4. 1 非 色 质 杆 的 质心 
答案 : (a) M=2Al/x 
《by X=1l(l—27) 
4. 11 货车 与 料 斗 
提示 : 在 一 条 或 两 条 线 上 ， 有 一 种 方式 可 处 理 这 个 问题 。 
线索 : 若 M=500 kg, 5 二 20 kg/s，F= 二 100 N， 则 wvw(10 s) 一 
I. 5 
4. 16 上 果 上 的 绳子 
答案 ; (a) 工 王 Aez 十 Be- 关 ， 式 中 7 一 WwW5/ 
4.20 反射 粒子 流 
提示 : 答案 不 是 ACmv? 十 mv ?)。 
4.23 悬浮 的 垃圾 桶 


ni NM 
线索 : 车 (5 =v0/2g, 则 及 二 v6/4g。 
第 5 章 


5.1 绕 环 滑车 
答案 : 三 3R 
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5.3 冲击 摆 
答案 : (b) v=[(m++M)/m JvV2gl(l—cosg) 
5.4 在 圆 轨 道上 滑动 
线索 ; 车 加 一 M， 则 w==VegR 。 
5.6 球面 上 的 滑 块 
答案 : R/3 
5.7 悬挂 圆 环 上 的 珠子 
线索 : 知 M=0， 则 0=arccos(2/3)。 
5.8 阻尼 振动 


民 
答案 ，(b) 


4 一 还 议 》 
5. 10 下 落 的 链条 
线索 :; 最 大 读数 为 3Mg。 
5. 12 ” 伦 纳 德 -琼斯 势 
提示 : 玫 级 数 展开 是 有 用 的 ， 参 见 注 释 1. 2。 
5. 16 机动 雪 机 和 和 斜坡 
答案 : 45 mile/h 
5. 17 跳高 运动 员 
线索 :， 户 lhp， 达 10hp 
第 6 章 
6.4 反弹 球 
线索 ， 和 看 Vi 二 5 mss 三 汞 5， 则 TT] sa 
6. 13 a 射线 与 锂 的 核反应 
答案 : (a) 中 子 能 量 ==0. 15 MeV 
6. 14 墙壁 之 间 反 弹 的 超级 球 
答案 , (a) FF= 二 mw?/l 
提示 : (b) 当 表 面 运动 时 ， 确定 球 速 增 大 的 平均 比率 。 
答案 , (bB) F= (mvsl2)/z 
6.16 C 系 和 L 系 之 间 的 变换 


答案 ; (a) vr 二 [vo/(m+M) IvVm’:+M?+2mMecosB 
线索 。(B》 若 现 三 太 ， WERK = RR =(1—=c0s0) /2 
第 7 章 
7.2 桶 和 沙子 
线索 : 和 寿 XAt 一 Mp,， 5 二 2a， 则 wp 一 wa(0)/8。 
7.3 环 和 虫子 
线索 : 大 m 一 M， 则 wow 一 vw/3R。 


部 分 习题 提示 、 线 索 和 答案 523 


7.8 球 的 转动 惯量 
答案 ; 10 二 (2/5)MR? 
7.10 模 中 的 圆柱 
线索 : 知 pw=0.5， 及 一 0.1 m: W=100 N; 则 z=5.7N。m 
7.11 轮子 和 轴 
线索 ; 和 兰 有 =10N, LL=5 mm, w=0.5 rad/s， 则 To 三 
400 kg。mz2 。 
7.14 桌 上 的 杆 
答案 ; (c) 3g/4 
答案 : (d) Mg/4 
7.21 滩 动 的 圆柱 
答案 : 0 二 arctan(3y) 
7.23 圆 盘 、 物 块 和 市 子 
线索 :， (a) 大 A==24， 则 = 二 3a/R。， 
7.25 滚动 的 弹 珠 
线索 : 藻 Vwo= 二 3 m/ss 09=30°"。 则 1 过 1.3 1 
7.31 又 滚 又 滑 的 圆柱 
线索 : 大 w= 二 3 rad/s， 则 wi 二 1 rad/s。 
7.34 盘 中 弹 珠 
答案 : w 二 V5g/7R 
7.36 两 个 旋转 的 物体 
线索 ; 大 zs 三 mb 三 2 kg，vo 二 3 m/s， [三 0,.5m， 则 全 =18 N。 
. 37 ” 板 和 球 
线索 ; 着 m 二 M, 则 (a) ui 一 3uo/5，(b) vt 二 vo/2。 
7.38 桌 上 的 碰撞 
答案 : w= 二 (4Y2/7) (vo/l) 
7.39 冰 上 小 孩 和 木板 
答案 :(b) 距离 小 孩 21/3 
7.41 倾斜 的 木板 
提示 : 专注 质心 并 利用 能 量 方程 
第 8 章 
8.4 合 物 碾 子 
线索 : 大 Q2*b 二 2g ， 则 力 为 重力 的 两 售 ， 
8.6 滚动 的 硬币 
答案 : tana 二 3v?/2bg 
8. 12 ” 欧 拉 盘 


~ 


癌 
R sina 


人 (a) fp» =2 
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第 9 章 
9.9 铁轨 上 的 火车 
答案 : (a) 近似 300 lb 
9. 10” 表 观 重 力 与 纬度 
答案 ; g 二 goV1 一 (2x 一 Xx2)cosz:A4 ,这 里 x 二 Re022/go 
第 10 章 
10.2 让 有 心力 
答案 ; (c) ro 二 2. 8 cm 
10.8 抛射 体 上 升 
线索 : 车 a 二 60"， 则 rmax 一 3R。/2。 
10. 10 有 空气 摩擦 力 的 卫星 
答案 ; (c) AK = 十 2xrf。 注 意 ; 摩擦 力 使 卫星 增 速 。 
10. 14 绕 Sgr A* 的 S2 的 速率 
答案 ， 7600 km/s 
第 11 章 
11.8 秤 的 劲 度 系数 
答案 : (a) 980 N/m 
答案 ; (b) y= 二 2w0 二 2VE/(M 十 m) 一 18 s 一 1 
11.9 速度 和 驱动 力 同 相 
提示 : 必要 条 件 是 sin(owt 十 g%) 王 一 coswt ， 式 中 由 是 驱动 
频率 。 
11. 12 布谷 乌 钟 
答案 : Q 守 68， 钟 被 一 个 1J 的 电池 驱动 ， 能 运行 6 h。 
11. 13 ”两 个 物体 和 三 个 弹簧 
答案 :《c) w=VE/M 
第 12 章 
12. 1 麦克 斯 韦 的 建议 
提示 : 利用 余弦 定理 
12. 10 ”相对 速率 
答案 : 0. 99995c 
12. 12 ”前 灯 效 应 
答案 ; (a) cos0 二 (cosGo 十 v/c)/(1l 十 v/ccos0o0) 
管 案 ;8》 Y=0—5X10 Te 
12. 14 ”运动 的 玻璃 板 
线索 ; 着 5 三 03 则 TT 二 EL 十 tn 一 DDJ/es 着 vw 三 ts 刚 
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T=L/c., 
12. 15 和 氢 原 子 谱 线 的 多 普 勒 移动 
答案 ; (a) 662.7X10 一 ”而 
答案 : (b) 25 天 
12. 16 ” 撑 杆 跳 选手 悖 论 
提示 : 从 每 个 观察 者 的 角度 考虑 在 撑 杆 两 端的 事件 。 
12. 18 ”持续 加 速 的 后 果 


- dx 天 
村 | 本 二 
第 13 章 
13.4 “粒子 迎头 相 撞 

线索 : 车 v2/c?:= 二 1/2， 则 E 二 3moc?。 


13.5 非 弹 性 碰撞 后 复合 粒子 的 速率 
答案 ; ui 三 yo /(xm 十 M) ， 式 中 7y 王 1/V1 一 ao2 1/c2 
13.6 复合 粒子 的 静 质 量 
线索 : 大工 二 7， 则 m 二 4mo。 
13. 7 零 动 量 参 考 系 
线索 : 铬 vv?/c?= 二 3/4， 则 速率 是 2v/3。 
13. 8 光子 -粒子 散射 
答案 : cot$= 二 (1 十 Eo/moc’)tan0/2 
13.9 光子 -电子 碰撞 
答案 : (a) EE 二 Eo(1 十 v/c)/(1 十 Eo/E;); 式 中 E;== 
moc:/vV1—v?/c?® 
答案 : (b) |AA|=0.019 A 
第 14 章 
14. 1 Tt 介子 衰变 
答案 : (b) 0 过 42° 
14.2 Tt 介子 产生 的 阅 值 
答案 : 之 145 MeV 
14.5 核反应 的 阅 值 
线索 ; 者 Mi 二 M2 二 Q/c?*， 则 天 1 一 5Q/2。 
14. 7 ”四 加 速度 
答案 ; 入 三 Yta(1,0,0,uz/c)， 式 中 = 二 dus /di 


附录 


了 付 录 A 光速 ，c 3.00X108 m/s 
引力 稼 量 ，C G67XKIO Lm ke ris 
各 种 物 质子 质量 ，M， 1.67X10-27 kg 
普 明 殉 和 常量 ， hh 6.63X10 3 m2 。kgy/s 
理 和 天 平均 太阳 常量 ,，S， 1.37X10 W/m 
» 太阳 质量 ，M 1. 99 X10% kg 
文 数据 地 球 质 量 ，M 5. 98 X10 kg 
月 球 质量 ，Mn 7. 34X102 kg 
太阳 平均 半径 ，R， 6. 96 X108 m 
地 球 平均 半径 ，R。 6. 37X105 m 
月 球 平均 半径 ，Rm 1. 74X10 m 
地 球 轨道 平均 半径 ，Reon 1.49X101 m 
月 球 轨道 平均 半径 ，Ra,ob 3.84X1085 m 
地 球 上 自转 周期 ，Tusy 8.64X104s 
地 球 公 转 周 期 ，T year 3.16X107 s 


附录 B 
硕 腊 字母 


EE 


Sz DH RN 


m 


alpha 
beta 
gamma 
delta 
epsilon 
zeta 
eta 
thet 
i0ta 
kappa 
lambda 


IOU 


SS 二 


nu 

Xl 
omicron 
pi 

rho 
sigma 
tau 
upsilon 


phi 


附录 C 
SI 词 头 


h 
da 


名 称 
deci 

centi 
milli 
micro 
nano 
pico 

femto 
atto 

zepto 


yocto 


符号 


Abraham，M,，480 
Adelberger, E., 355 
阿尔 法 粒子 ， 核 反应 产生 的 ，486 
阿尔 法 射线 散射 〈 例 )，389 
阿尔 法 射线 散射 ，278 
阿 伏 伽 德 罗 常 量 ，190 
阿 特 伍德 机 ( 例 )，72 
重 滑轮 ( 例 )，26] 
爱 因 斯 坦 
1905 年 狭义 相对 论 的 发 表 ，440 
1905 奇迹 年 ，192 
1916 年 的 广义 相对 论 ，514 
水 星 近日 点 的 进 动 ，403，514 
同步 时 钟 ，445 
狭义 相对 论 ，445 
质量 ， 一 种 形式 的 能 量 ， 
193，498 
Bestelmeyer, A., 480 
Bohr, N., 277 
原子 模型 ，277 
Bucherer, A. B., 480 
Bucherer 实验 ，( 例 )，480 
巴尔 末 。277 
皖 
单 ，( 例 )，180，261 
倒 ，( 例 )，174 
复 ，263 
凯特 ，( 例 ) ，264 
能 量 法 求解 〈 例 )，180 
耦合 ，219 
圆锥 ，171 
在 加 速 的 汽车 中 ,，( 例 ) ，347 
振幅 对 周期 的 影响 ，198 
保守 力 ，174 
闭合 路 径 做 功 为 零 ，176 
功 与 路 径 无 关 ，176 


和 


保守 力 的 旋 度 为 零 ，204 
悖 论 
撑 杆 跳 选 手 ，459 
双生 子 ，470 
比 推力 ，142 
避免 脚 踩 骨 折 〈 例 )，135 
变换 方程 
伽利略 变换 ，448 
洛 伦 兹 变换 ，452 
标量 ，505 
举例 ，505 
标量 乘 矢 量 ，3 
标准 坐标 系 
S=(zx, y, z, ti)，448 
* iD 相对 有 
以 速率 vv 运动 ，448 
表 观 重力 ， 在 加 速 汽车 中 ( 例 )，345 
冰 上 的 圆 盘 〈 例 )，271 
玻 尔 兹 曼 ，191 
玻 尔 效 曼 常量 ，190，417 
不 变量 
定义 ，505 
举例 ，505 
洛 伦 兹 变换 的 ，508 
洛 伦 兹 不 变量 ，510 
能 量 -动量 
四 动量 ，512 
四 矢量 ，513 
四 速度 ，510 
布 拉 赫 ，T. ，374 
C， 对 于 平面 运动 ，386 
Casey, R. M., 461 
Clz 分 子 ，215 
振动 频率 ，215 
COs 分 子 
简 正 模 ，224 


9| 


S' = Yy, 


Cockcroft, J. D., 485 
操作 性 定义 ，52 
叉 乘 (矢量 积 )，6 
反对 易 ，7 
举例 〈( 例 )，7 
右手 定 则 ，6 
又 乘 
角 动 量 ，241 
力矩 ，250 
速度 和 角速度 ，295 
旋转 矢量 的 变化 率 ，356 
长 度 标准 ，61 
长 度 收 缩 ，457 
几何 分 析 ，458 
同时 测量 ，458 
超 弹性 碰撞 ，228 
潮汐 的 平衡 高 度 〈 例 )，351 
潮汐 
大 潮 ， 小 潮 ，353 
地 球 朝 着 太阳 自由 下 落 ，353 
每 天 两 次 ( 例 )，351 
每 天 两 次 
地 球 自由 下 落 的 证 据 ，353 
牛顿 的 平衡 模型 ( 例 )，351 
平衡 高 度 ( 例 )，351 
引 潮 力 ( 例 )，349 
月 球 效应 大 于 太阳 的 ，353 
冲 量 ，132 
初始 条 件 ， 微 分 方程 ，100 
从 椭圆 到 圆 轨 道 的 卫星 转移 ( 例 )， 
397 
Dicke, Re as 
带电 球 的 电场 
散 度 ，203 
单 摆 ( 例 )，104，262 
单位 (物理 的 ) 


530 索 引 


长 度 ，61 局 域 系 ，348，349 光子 的 ，144，489 
功 和 能 量 牛顿 摆 实 验 ，355 流 和 冲 量 ，143 
CGS 制 ，166 实际 的 物理 场 是 局 域 的 ，349 流 和 力 ，143 
SI 制 ，166 双生 子 悖 论 ，470 牛顿 第 二 定律 ，116 
英制 ，166 引力 红 移 ，368 动能 定理 ，162 
功率 ，172，196 等 压 线 ，364 倒 摆 ( 例 })，174 
加 速度 ，54 笛 卡 儿 ，9 动能 
角 动 量 ，241 笛 卡 儿 坐 标 系 ，11，12 定义 ，170 
力 ，54 地 球 同步 轨道 ，394 非 保守 力 ，187 
能 量 ，166 帝国 大 厦 息 楼 人 “【《 例 )，173 恒 力 做 功 ( 例 )，175 
能 量 单位 表 ，196 棣 莫 佛 定理 ， 复 数 的 ，430 扩展 系统 ，170 
时 间 ，60 点 乘 ， 矢 量 的 ， 摩擦 力 
质量 ，54，61 功 〈 例 )，5 功 依赖 路 径 ，177 
重量 ，86 结果 是 标量 ，4 受 迫 谐振 子 ，423 
转换 ，63 电场 ，88 一 般 性 ，170 
单位 矢量 ，11 电荷 一 维 的 ，166 
单位 制 ，62 单位 ，88 应 用 ，173 一 179 
CGS 制 ，62 正 或 负 ，88 用 途 
SI 制 ，62 电梯 里 的 乌龟 〈 例 )，87 保守 力 ，174 
前 级 ， 附 录 C，531 失重 ，87 约束 运动 ，174 
十 的 宕 ，63 电子 在 电离 层 中 的 运动 〈 例 )，21 有 心力 是 保守 的 〈 例 )，177 
表 ，62 电子 在 无 线 电波 中 的 运动 〈 例 )，21 动能 定理 和 转动 ，273 
关系 ，62 电子 质量 的 速度 依赖 性 ，479 动能 
英制 ，62 Abraham 理论 ，480 定名 ，170 
转换 ，62 Bestelmeyer 实验 ，480 对 t 的 二 阶 导 数 ，15 
单位 制 之 间 的 关系 ，62 Bucherer 仪器 ，480 对 产生 〈 例 ) ，495 
倒 摆 〈 例 )，174 Kaufmann 实验 ，480 对 阻尼 振动 的 限制 ( 例 )，417 
到 轴 的 垂直 距离 p，246 洛 伦 效 理论 ，480 多 普 勒 导航 ， 经典 ( 例 ) ，468 
等 面积 定律 和 角 动 量 〈 例 )，253 电子 质量 依赖 速率 〈 例 )，480 多 普 勒 效应 ，466 
等 势 面 登 放 的 物 块 ，66 光子 图 像 〈 例 )，496 
梯度 ，202 定 轴 转 动 ，245 横向 ， 时 间 膨 胀 ，468 
等 势 线 动力 学 小 结 ，282 经 典 ， 导 航 〈 例 )，468 
梯度 ，202 刚体 的 定 轴 ，260 经 典 ， 声 的 ，466 
等 效 劲 度 系 数 ， 在 束缚 系统 中 ，212 平 动 轴 ，282 偏离 运动 线 的 ，468 
等 效 势 ，387 小 结 ，271，282 相对 论 的 ，467 
数学 技巧 ，378 定 轴 转 动 ， 随 平 动 轴 ，267 相对 论 的 实验 证 实 ，468 
等 效 原理 ，88，347 一 356，368，514 定 轴 转 动 的 动力 学 ，260 Eddington, A., 82 
潮汐 的 引 潮 力 ( 例 )，349 动 理论 ，190 厄 征 ，355 
定义 ，348 动力 黏度 ，98 二 次 型 ，215 
厄 街 实验 ，355 动量 ，115 FWHM 


基本 物理 定律 ，356 C 系 中 为 零 ，230 受 迫 谐振 子 共振 宽度 ，424 


法 向 力 ，66. 91 

理想 化 的 分 子 模型 ，91 
反对 易 

矢量 的 又 积 ，7 
范 德 瓦 尔 斯 力 ，91，186 
非 保守 力 

动能 定理 ，187 
上 弹性 碰撞 ( 例 ) 


“损失 ”的 动能 等 于 质量 的 


增加 ，484 
相对 论 动量 ，483 
相对 论 能 量 ，483 


相对 论 能 量 和 动量 ，483 


作 弹 性 碰撞 ，227 
非 惯 性 系 ，341 
惯性 力 ，345 
句 加 速 。344 
转动 系 ，359 
非 次 杰 拉 德 ，445 
费 马 ，9 


分 析 物 理 问 题 ， 利 用 一 阶 项 ，140 


分 子 间 力 ，91 

分 子 振动 〈 例 )，213 
HCL 分子，214 
NO 分 子 ，214 
振动 频率 ，213 

浮 质 ，99 

辐射 压 〈 例 ) ，491 


辐射 压 和 光子 动量 流 ( 例 )，491 


附录 
A， 各 种 数据 ，527 
B， 希 腊 字 母 表 ，529 


C， 国 际 单位 制 词 头 ，531 


复 摆 ，262，263 

复数 ，430 一 431 
标准 形式 zx 十 iy，431 
棣 英 佛 定理 。430 
复 共 恩 ，430 
基本 性 质 ，430 
极 坐 标 表示 ，431 
与 过 阻尼 振子 。433 


索 引 


与 临界 阻尼 振子 ，433 
与 轻 阻 尼 振 子 ，432 
与 受 迫 振子 ，434 
与 重 阻尼 振子 ，433 
与 阻尼 振子 ，431 一 434 
傅 科 摆 ，366 
地 球 ， 非 惯性 系 ，366 
奥秘 ，367 
富兰克林 ，B.，88 
&， 地 球 引 力 的 加 速度 ，85 
随 纬 度 的 变化 ，86 
G， 引 力 常 量 ，84 
Gibbs，W.，2 
Glashow, S., 82 
Gliese,，127 
Griffiths, D., 455 
伽利略 变换 ，342，448 
变换 方程 ，344，448 
惯性 系 是 等 价 的 ( 例 )，449 
应 用 ( 例 )，448 
与 光 的 有 限 速率 不 相 容 ( 例 )，449 
在 所 有 惯性 系 中 加 速度 相同 
( 例 ) ，449 
盖 - 吕 萨 克 定 律 (理想 气体 定律 )，190 
刚体 ，120 
刚体 动力 学 ， 高 级 专题 ，320 一 329 
刚体 转动 ，312 一 320 
绕 定点 ，319 
刚体 转动 的 动能 ，317 
各 种 es 的 轨道 形状 ，387 
抛物 线 ，387 
双 曲 线 ，387 
椭圆 ，387 
圆 ，387 
各 种 数据 ， 附 录 A，527 
功 遇 数 ，490 
功率 ，172 
国际 单位 ，172 
固有 长 度 ，459 
固有 时 ，459，510 
惯量 张 量 ，312，314 


531 


定 轴 转 动 ，314 
惯量 积 ，314 
紧凑 表示 ，315 
怎 阵 形式 ，315 
推广 的 平行 轴 定 理 ，320 
匀 质 球 例子 ，320 
斜 杆 〈 例 )，316 
转动 惯量 ，314 
惯性 和 非 惯性 系 ( 例 )，55 
惯性 和 引力 质量 
牛顿 控 实 验 ，88 
惯性 力 ，57 
在 直线 加 速 的 系统 中 ，345 
在 转动 系 中 ，356 
离心 力 ，358 
科 里 奥 利 力 ，359 
惯性 系 ，( 例 )，342，343 
定义 ，51 
绝对 静止 之 谍 ，343 
狭义 相对 论 ，343 
时 间 依 赖 速度 ，343 
惯性 系 ， 三 维 的 ，57 
光 的 引力 弯曲 ，515 
光电 效应 ，192 
爱 因 斯 坦 的 解释 ，490 
动量 ，144，489 
对 产生 〈 例 ) 
需要 第 三 体 ，495 
阀 值 ，496 
多 普 勒 效应 ( 例 )，496 
辐射 压 〈 例 )，491 
光电 效应 〈 例 ) ，490 
康 普 顿 效应 ， 散 射 〈 例 ) ，492 
密 立 根 实验 ，490 
能 量 和 频率 ，489，491 
.无 质量 粒子 ，131 
引力 红 移 ( 例 )，497 
光 脉 冲 ， 根 据 伽 利 略 变换 ( 例 )，449 
光 脉 冲 ， 在 火车 中 〈 例 )，461 
光学 干涉 仪 ，443 
光 锥 ，506 


532 


过 去 ， 下 部 光 锥 ，506 
未 来 ， 上 部 光 锥 ，506 


因果 相关 事件 的 重合 ，506 
光子 的 对 产生 国 值 ( 例 )，496 


光子 图 像 
多 普 勒 效应 ( 例 )，496 
辐射 压 〈 例 ) 、491 
光电 效应 ( 例 )，490 
康 普 顿 效 应 ( 例 )，492 
引力 红 移 〈 例 )，497 
广义 相对 论 ，514，515 
光 被 引力 弯曲 ，514 
黑洞 ，515 
引力 透镜 ，515 
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举例 〈 例 )，7 能 量 ，162 受 迫 谐振 子 的 稳 态 性 能 ，426 
右手 定 则 ，6 机 械 能 ，180 受 迫 谐振 子 的 暂 态 行为 ，425 
乘法 焦耳 实验 ，190 束缚 系统 
标量 〈 点 ) 积 ，4 理想 气体 定律 ，189 与 简 谐振 子 ，212 
矢量 (又 ) 积 ，6 热能 ，189 与 谐振 子 ，212 
大 小 ，3 相对 论 能 量 ，513 双 曲 线 轨道 ，388 
代数 性 质 ，4 相对 论 能 量 -动量 ，512 卢 瑟 福 (库仑 ) a 射线 散射 
单位 矢量 ，11 一 般 性 质 ，192 ( 例 )，389 
分 量 ，9 与 动量 的 比较 ，192 双生 子 悖 论 ，470 
功 和 点 乘 ( 例 )，5 总 能 ，192 水 星 
基 矢 ，11 线 动 量 ，130，131 近日 点 的 进 动 ，402，514 
加 ，3 守恒 律 瞬时 加 速度 ，14 
减法 ，3 经 典 物 理 中 ，192 瞬时 速度 ，14 
面积 作为 矢量 〈 例 )，8 相对 论 中 ，( 例 )，484，513 思想 实验 ，348 
随时 间 的 变化 ，16 中 微 子 中 〈 例 )，194 斯 (slug)，62 
位 移 矢 量 ，13 受 激 辐 射 ，144 斯 托 克 斯 定律 
位 置 ，12 受 迫 谐振 子 ，412，421 一 430 黏 滞 阻 力 ，98 
用 标量 乘 ，3 定义 ，421 四 一 矢量 ，509 
矢量 的 标量 (点) 积 ，4 动能 定理 ，423 模 方 ，510 
矢量 的 大 小 ，3 共振 能 量 -动量 四 矢量 ，512 
矢量 的 代数 性 质 ，4 共振 宽度 ，FWHM，424 四 动量 ，512 
矢量 的 分 量 共振 频率 ，424 四 速度 ，510 
定义 ，9 共振 曲线 ，424 速度 的 相对 论 合成 〈 例 )， 
矢量 的 和 ，3 洛 伦 效 线形 ，424 511 
矢量 的 时 间 导 数 ，22 共振 速率 对 谱 分 解 ，427 四 位 置 ，510 
矢量 的 微分 规则 ，26 时 间 响 应 对 频率 响应 ，427 四 分 之 一 圆 弧 杆 的 平衡 ( 例 )，252 
矢量 积 ，6 海 森 伯 不 确定 度 原 理 ，427 四 矢量 的 模 方 ，510 
矢量 算 符 ，200 通 解 ，426 洛 伦 兹 不 变量 ，510 


矢量 随时 间 的 变化 ，16 微分 方程 ，421 能 量 -动量 四 矢量 ，513 


四 动量 ，512 
四 速度 ，510 
速度 的 相对 论 合成 ，463 
四 速度 ，511 
速度 
多 维 的 ，15 
平均 ，14 
瞬时 ，14 
由 加 速度 得 到 ( 例 )，19 
在 极 坐 标 系 ，29，31 
在 转动 系 ，358 
作为 矢量 ，16 
速率 ，15 
子弹 的 ，( 例 ) ，132 
Taylor，W.，194 
Thomson, J. J., 278 
发 现 电 子 ，278 
岁差 ， 进 动 ，304 
太阳 常量 ，148 
太阳 帆 宇 航 器 《〈 例 ) 
IKAROS，148 
泰勒 级 数 ，37 
普通 函数 ，38 
微分 ，39 
弹簧 枪 〈 例 )，106 
初始 条 件 ，106 
弹簧 枪 反 冲 〈 例 ) ，130 
弹力 ，102 
逃逸 速度 ( 例 ) 
地 球 转动 ，172 
一 般 性 ，171 
逃逸 速度 ，167 
特洛伊 小 行星 〈 例 ) 
等 边 三 角形 
太阳 -行星 -小 行星 ，398 
特征 时 间 ，101 
梯度 ， 与 等 势 线 垂 直 ，203 
梯度 和 力 ，201 
梯度 算 符 ，201 
提示 ， 线 索 和 答案 ，519 一 525 
体积 分 ，121 
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通 量 和 动量 流 ，147 
通 量 密度 ，146 
同步 时 钟 ，445 
同时 性 
类 空 事 件 ，451; ( 例 )，462，509 
类 时 事件 ，451; ( 例 )，462，509 
在 平台 货车 上 提 灯 铁路 工 
( 例 )，451 
桶 ， 深 下 和 斜面 的 ( 例 )，272 
能 量 方法 ( 例 )，275 
土星 V ( 例 ) 
阿波 罗 登 月 任务 ，142 
排 气 速度 ，142 
一 级 消耗 率 ，142 
椭圆 的 性 质 ，405 
椭圆 轨道 ，391 
长 轴 ，391 
近地点 ， 极 小 值 ，391 
远地点 ， 极 大 值 ，391 
周期 ，392 
椭圆 
性 质 ，405 
Walton，E. T. S.，485 
外 行星 ，( 例 )，125 
Gliese 876，127 
绕 着 恒星 的 轨道 ，125 
微分 ，39 
变量 的 变化 ，163 
微分 方程 ，95 
受 迫 谐振 子 ，421 
阻尼 谐振 子 ，414 
微分 方程 的 试探 解 ，100 
微分 方程 
受 迫 谐振 子 
复数 解法 ，434 
阻尼 谐振 子 
复数 解法 ，431 
微 扰 圆 轨道 〈 例 ) ，384 
能 量 图 ，384 
椭圆 ， 精 确 解 ，386 
唯 象 力 ，82，95 
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位 移 矢 量 ，13 
位 置 矢量，12 
稳定 性 ，217 
摆 ，218 
飞碟 和 雪茄 〈 例 )，318 
平衡 鸟 ( 例 )，218 
振动 频率 ，219 
自 旋 的 物体 〈 例 )，309 
无 力矩 进 动 〈 例 ) 
欧 拉 方程 
精确 解 ，327 
无 力矩 进 动 ，321，335 
地 球 的 ，323 
简 谐 运动 ，322 
频率 ，323 
无 限 小 转动 对 易 ，293 
无 限 小 转动 
可 对 易 性 ， 证 明 ，329 
无 相互 作用 的 粒子 〈 例 )，380 
物 块 
和 线 ( 例 ) 73，89 
径 向 和 横向 加 速度 ，73 
径 向 加 速度 ，73 
在 斜面 上 滑动 ( 例 )，70 
在 有 摩擦 的 平面 ( 例 )，93，188 
物理 标准 和 基本 单位 ，59 
物体 和 滑轮 ( 例 )，71 
约束 ，72 
希腊 字母 表 ， 附 录 B，529 
狭义 相对 论 
悖 论 
撑 杆 跳 选手 ，459 
双生 子 ，470 
长 度 收缩 ，457 
几何 分 析 ，458 
同时 测量 ，458 
假设 ，344 
时 间 膨 胀 ，455 
在 原子 钟 里 ( 例 )，456 
几何 分 析 ，455 
速度 合成 ，463 
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运动 学 ，454 
在 运动 介质 中 的 光速 ( 例 )，465 
下 落 的 杆 《〈 例 )，276 
下 落 的 雨滴 〈 例 )，101 
现代 物理 ，49 
线 动 量 ，116 
线 积 分 ，169，173 
参量 计算 ，178 
半圆 ( 例 )，179 
依赖 路 径 的 例子 〈 例 )，177 
线 中 的 力 ，89 
相对 论 的 速度 合成 ，463 
相对 论 动量 ，478 
守恒 ，479 
无 上 限 ，480 
与 相对 论 能 量 的 关系 ，487，513 
在 碰撞 模式 中 ，478 
相对 论 多 普 勒 效应 ，467 
相对 论 能 量 ，481 
爱 因 斯 坦 的 推广 ，483 
与 经 典 动 能 的 类 比 ，481 
与 相对 论 动量 的 关系 ，487，513 
相对 论 运 动 学 ，454 
相对 论 质量 ，512 
相对 性 原理 ，344，446 
橡皮 球 反弹 〈 例 )，133 
地 板 的 平均 力 ，133 
有 瞬时 力 ，133 
斜 杆 
惯量 张 量 ( 例 )，316 
角 动 量 ，( 例 ) ，296 
力矩 ，( 例 )，298 
斜 杆 上 的 力矩 〈 例 )，317 
几何 法 ，299 
解析 法 ，298 
谐振 分 析 器 〈 例 )，426 
谐振 子 ，103 
初始 条 件 〈 例 )，413 
简 ，412 
能 量 图 ，186 
受 迫 ，412，421 
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与 束缚 系统 ，212 
阻尼 ，412，414 
行星 的 捕获 截面 〈 例 )，254 
行星 运动 ，386 
C 的 计算 ，386 
大 7 处 的 引力 势 ，382 
各 种 巨 的 运动 ，382 
能 量 图 ，381 
小 r 处 的 离心 势 ，382 
上 惹 挂 的 绳子 ，90 
悬空 回转 仪 ，336 
旋 度 算 符 ，204 
旋转 的 绳子 ( 例 )，95 
旋转 流动 的 洲 涡 ，205 
旋转 矢量 ，23 
变化 率 ，356 
旋转 水 桶 ，( 例 )，360 
马赫 ，368 
牛顿 ，367 
压强 ，150 
动力 学 流动 的 ，( 例 )，15 
气体 的 ( 例 )，149 
梯度 ，364 
一 维 碰撞 和 守恒 律 ，228 
一 维 运动 ，163 
引力 恒定 ( 例 ) 
能 量 方 法 ，163 
初始 条 件 ，164 
以 太 和 光 的 传播 
矛盾 性 ，442 
速率 应 依赖 观察 者 的 运动 ，442 
引 潮 力 ， 潮 汐 的 〈 例 )，349 
地 球 是 非 局 域 系 ，349 
引力 ，83 
均匀 球 ，85 
球形 壳 ，85，107 
引力 场 中 的 火箭 〈 例 )，141 
引力 红 移 ，368 
测量 
Pound, Rebka, Snider, 370 
原子 钟 ，370 


光子 图 像 〈 例 ) ，497 
应 用 伽利略 变换 ( 例 )，448 
应 用 牛顿 定律 ，64 一 66 
用 复数 求解 
过 阻尼 振子 ，433 
临界 阻尼 谐振 子 ，433 
轻 阻 尼 振 子 ，432 
受 迫 振子 ，434 
重 阻 尼 振 子 ，433 
阻尼 振子 ，431 一 434 
由 势能 导出 力 ，185 
一 般 性 ，201 
有 漏洞 的 货车 〈( 例 )，138 
有 效 数 字 ，40 
有 心力 〈 例 ) 
势能 ，183 
有 心力 
定义 ，84 
有 心力 运动 当 作 单 体 问题 ，374 
每 个 物体 的 运动 ，376 
一 般 性 质 ，376 
约 化 质量 ，375 
有 心力 运动 的 形式 解 ，378 
有 心力 运动 的 一 般 特 点 ，376 
等 面积 定律 ，377 
动能 定理 ，377 
运动 限定 在 一 个 平面 ，376 
右手 定 则 ，6 
余弦 定律 〈 例 )，5 
余弦 定律 〈 例 )，5 
宇航 员 埃 尔 哈 特 和 赖 特 ，55 
宇航 员 的 拔河 比赛 ( 例 )，67 
宇宙 飞船 和 尘埃 云 ( 例 )，136 
原子 的 激光 致 冷 〈 例 )，144 
原子 间 力 
能 量 图 ，186 
原子 钟 
氧 微波 激 射 器 〈 例 )，457 
时 间 膨 胀 的 影响 〈 例 )，456 
圆 频率 ， 简 谐振 子 ，413 
圆周 运动 ， 在 极 坐标 系 〈 例 )，31 


索 引 539 


圆周 运动 运动 学 方程 ， 形 式 解 ，19 

转动 矢量 ( 例 )，24 运动 学 方程 的 形式 解 ，19 质心 
圆锥 摆 〈 例 )，75 在 工 中 对 散射 角 的 限制 ( 例 )，231 

不 合理 的 结果 ，76 在 zx-y 平面 的 转动 〈( 例 )，295 


爱 因 斯 坦 的 推导 ，498 


定义 ,20 
非 均 匀 的 矩形 板 ， 二 重 积 分 ，153 


角 动 量 ，244 在 运动 介质 中 的 光速 ( 例 )，465 非 均匀 杆 〈 例 ) ，122 

两 个 可 能 的 解 。76 在 转动 系 基 矢 的 时 间 导 数 ，357 积分 ，121 

能 量 方法 ，171 在 转动 系 矢量 的 时 间 导 数 ，357 几 个 扩展 物体 ，122 
圆锥 摆动 力学 〈 例 )，258 暂 态 的 ，424 均匀 三 角 板 ， 二 重 积分 ，152 
远地点 ，395 张力 ，90 均匀 三 角 板 〈 例 )，123 


约 化 质量 ，213。375 理想 化 的 分 子 模型 ，90 均匀 实心 半球 ， 积 分 ，154 


约束 .66 在 盘 绕 的 绳子 中 〈 例 )，95 实验 方法 ，124 
力 的 独立 性 ，7] 在 悬挂 的 绳子 中 ，( 例 ) ，90 运动 〈 例 ) ，124 
物 块 在 平面 滑动 ，70 章 动 ，331，335 坐标 ，124 


物 块 在 斜面 滑动 ( 例 )，71 简 谐 运动 ，334 质心 系 中 的 碰撞 ，229 


物体 和 滑轮 〈 例 ) ，72 类 循环 的 ，335 质心 运动 ，120 

桌 上 旋转 的 物 块 〈 例 )，75 循环 的 ，336 中 微 子 ，( 例 ) ，194 
约束 力 不 做 功 ，174 振幅 ，413 来 自 太 阳 的 通 量 ，194 
约束 运动 〈 例 ) ，70 直线 加 速 系 统 终极 速度 ( 例 ) 
约束 运动 ，174 木板 上 的 圆柱 〈 例 )，346 微分 方程 ，99 


运 
乐队 指挥 的 指挥 棒 〈 例 )，120 


汽车 中 的 摆 〈 例 ) ，347 


下 落 雨 滴 的 运动 ，99 


运动 方程 ，120 汽车 中 的 表 观 重力 ( 例 )，345 重力 场 ， 运 动 ( 例 )，21 
匀速 圆周 运动 ( 例 )，18 直线 气垫 导轨 ，49 重力 的 力矩 〈 例 )，251 
匀 质 薄 盘 〈 例 ) 碰撞 ，227 重量 ，53 
转动 惯量 ，247 质点 系 ，116 单位 ，86 
转动 惯量 ， 二 重 积 分 ，248 性 质 ，117 定义 ，86 
匀 质 球 运动 方程 ，118 重 阻 尼 谐 振子 
引力 ，85 质量 的 能 量 单位 ，226 wi/Y 小 ，415 
转动 惯量 ，249 质量 的 速率 依赖 性 ，479 周期 ， 简 谐振 子 ，413 
匀 质 细 杆 〈 例 ) 质量 珠子 、 环 和 弹簧 〈 例 ) 
转动 惯量 标准 ，61 势能 ，184 
过 端点 的 轴 ，249 单位 质量 ，52 主轴 ，317 
过 中 点 的 轴 ，248 定义 ，52 惯量 张 量 
匀 质 细 环 〈 例 ) 能 量 单位 ，226 对 角 型 ，317 
转动 惯量 ，247 质量 流 和 动量 ，136 匀 质 球 ，317 
运动 ， 在 转动 地 球 上 〈 例 )，363 流程 方法 ，137 轴 对 称 ，317 
运动 的 积分 方程 ，169 质量 是 一 种 形式 的 能 量 ，193，483 转动 动能 ，318 
运动 方程 ， 多 维 的 ，168 Cockcroft 和 Walton， 实 验证 实 转动 的 机 械 
运动 方程 ( 例 )，485 动态 平衡 ，299 
简 谐振 子 ，412 核反应 实验 ( 例 )，486 静态 平衡 ，299 
受 迫 谐振 子 ，421 质量 数 ，193 转动 的 哑铃 〈 例 )，314 
阻尼 谐振 子 ，414 质 能 关系 角 动 量 ，315 
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转动 的 匀 质 杆 ( 例 )，327 
转动 动能 ，317 
转动 惯量 ，246 
定 轴 转 动 ，246 
均匀 薄 圆 盘 〈 例 )，247 
二 重 积分 ，248 
均匀 球体 ( 例 )，249 
均匀 细 杆 ( 例 ) 
过 一 端的 轴 ，249 
过 中 点 的 轴 ，248 
均匀 细 环 〈 例 )，247 
类 比 于 质量 ，246 
转动 系 ，359 
转动 系 的 物理 ，356 一 368 
傅 科 摆 〈 例 )，366 
惯性 力 ，356 
惯性 ， 一 个 秘密 ，367 
科 里 奥 利 力 ，359 
在 滑动 的 珠子 上 ( 例 )，361 
离心 力 ，358 
落体 的 偏转 〈 例 )，361 
气象 系统 ( 例 )，364 
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速度 和 加 速度 ，358 
旋转 水 桶 〈 例 )，360 
在 转动 地 球 上 的 运动 〈 例 )，363 
转动 系 中 滑动 的 珠子 ( 例 )，361 
转换 单位 〈 例 )，63 
转换 单位 ， 系 统 地 ，63 
转换 因子 ，63 
锥 形 截面 ，387 
桌 上 的 旋转 物 块 〈 例 )，74 
约束 ，75 
子弹 的 测速 〈 例 )，132 
自发 辐射 ，144 
自 旋 角 动 量 ，268 
电子 ，31I1 
与 坐标 无 关 ，269 
自由 空间 的 火箭 〈 例 )，140 
总 机 械 能 ，180 
阻尼 器 ，429 
阻尼 时 间 ，416 
阻尼 谐振 子 ，416 
阻尼 谐振 子 ，412 一 421 


Q， 定 义 ，418 
比率 wi/y 的 效果 ，415 
能 量 耗 散 ，416 
黏 滞 阻 力 ，414 
图 形 分 析 〈 例 )，420 
微分 方程 ，414 
运动 方程 
标准 型 ，414 


阻尼 谐振 子 的 图 形 分 析 〈 例 )， 


最 陡 下 降 
梯度 ，203 
坐标 
向 卡 钱 ，11s 12 
极 ，27 


B=wv/c ， 506, 509 
7=1/ Vi—vi/c?, 453 
y=1/ Vi—p ，507，509 
4 子 衰变 〔 例 )，460 
根据 长 度 收缩 ，461 
根据 时 间 膨 胀 ，460 
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译 书 是 费时 费力 的 良心 活 ， 译 本 虽 经 多 次 修改 ， 仍 然 有 一 些 不 尽 如 人 意 之 处 。 译 者 本 痢 
严复 首创 的 “ 信 、 达 、 雅 ”原则 ， 在 翻译 的 过 程 中 做 了 一 些 尝 试 。 在 忠实 原文 的 基础 上 ， 根 
据 作者 表述 的 风格 ， 尽 量 使 译文 通俗 易 懂 ， 略 有 文采 ， 就 像 郭 沫 耕 先 生 称 赞 莫 但 赞 的 《中 国 
史 纲 》 是 可 以 朗读 的 。 但 这 只 是 译 者 的 一 厢 情 愿 而 已 ， 尚 需 读 者 检验 。 

译 者 在 北大 物理 学 院 主 讲 力 学 课程 多 年 ， 对 国内 外 的 力学 教材 有 一 些 了 解 。 总 体感 觉 国 
内 教材 多 偏重 说 理 ， 对 物理 学 家 实际 上 所 采用 的 研究 方法 和 前 沿 问题 介绍 得 不 是 很 透彻 。 通 
过 翻译 本 书 ， 使 译 者 有 机 会 仔细 研读 国外 的 一 本 代表 作 ， 的 确 获 益 菲 浅 。 本 书 作 者 在 原子 、 
分 子 和 光学 领域 都 有 一 些 开 创 性 的 贡献 ， 屡 获 大 奖 ， 在 教学 领域 也 成 绩 斐然 。 书 中 的 许多 难 
点 ， 作 者 都 处 理 得 举重 若 轻 、 游 了 有余 ， 展 现 了 炉火纯青 的 功力 。 很 多 内 容 ， 如 黑洞 、 光 
子 ， 或 者 观点 很 新 颖 ， 或 者 叙述 得 很 独特 。 各 章 的 习题 难度 也 很 有 层次 ， 刚 开始 是 第 规 训 
练 ， 后 面 的 题目 就 非常 有 挑战 性 。 

书 中 有 些 专题 ， 如 章 动 、 惯 量 张 量 、 相 对 论 四 矢量 等 ， 是 一 般 的 力学 教材 中 没有 的 ， 这 
对 基础 好 的 学 生 很 有 吸引 力 ， 对 一 般 学 生 可 能 偏 难 一 些 。 男 外 ， 作 者 有 意 没 有 加 入 非 线 性 力 
学 和 计算 机 技术 的 相关 内 容 ， 可 能 略 有 遗憾 。 总 体 说 来 ， 本 书 仍然 是 国外 学 生 学 习 力 学 谍 程 
非常 认可 的 一 本 教材 。 本 书 的 第 1 版 在 1973 年 由 人 民 教 育 出 版 社 翻译 出 版 ， 当 时 对 国内 的 
物理 教学 产生 了 很 大 的 影响 ， 国 内 有 些 教材 借鉴 了 它 的 内 容 和 叙述 方式 。 译 者 也 参考 了 该 
译本 。 

由 于 种 种 原因 ， 翻 译本 书 持续 时 间 较 长 。 中 国 科 学 院 大 学 硕士 生 刘 宜 帮 译 者 整理 了 电子 
版 的 所 有 章节 ， 并 阅读 了 前 面 几 章 内 容 。 北 京 大 学 信息 科学 技术 学 院 的 陈 徐 宗教 授 给 了 译 者 
很 多 的 帮助 ， 包 括 提供 了 不 同 版 次 的 样 书 和 相关 材料 ， 安 排 与 作者 见面 ， 讨 论 书 中 的 各 种 问 
题 等 。 在 翻译 校对 的 过 程 中 ， 机 械 工 业 出 版 社 的 张 金 硅 编辑 与 详 者 做 了 耐心 细致 的 交流 和 讨 
论 。 在 此 一 并 表示 由 瑞 的 感谢 ! 

中 译本 纠正 了 原 书 的 多 处 排版 错误 ， 修改 了 几 幅 插图 ， 以 期 译本 比 原 书 更 为 完善 。 当 
然 ， 限 于 译 者 的 水 平和 学 识 ， 译 文中 肯定 有 一 些 不 合适 甚至 错误 的 地 方 ， 希 望 读者 不 音 网 
教 ， 多 多 指正 ， 以 便 重 印 时 修改 。 译 者 联系 邮箱 : liusx@pku. edu. cn。 


刘 树 新 
2017 年 11 月 于 北京 大 学 


